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I. 


Kin  paar  gfonlometrische  Sätze. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  Universität  in  Jena. 


I    ii .  11 


Es  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein^  dass 
es  Reiben  von  der  Form  ' 

A^oB  ^x  cos  nx-\-AiCOB  •— *jr  cos  (n— 1)  x-{-Aj^  cos  """*ä  cos  (« — 2)j?+  •. 

•  .  -{-An—i  cos  X  cos  X  y 

£(yC08"j!r8iniur-f  j?i  cos»-*a:sin(n — l)ar+Ä2Cos"-*arsin(w — %x\  .. 
. .  -f  Ai-i  cos  o;  sin  o: 

giebt,  deren  Summen  sehr  einfach  durch  eine  Potenz  des  Cosinus 
ausgedrückt  werden  können,  und  datier  mcige  hier  ein  kleiner  Bei- 
trag zu  einer  Untersuchung  darüber  folgen. 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  did  Binomiaikoeffizienten  des 
Exponenten  m  mit  m^,  m^t  m^ftnmy  so  ist  nach  dieser  Bezeich- 
nung 

«— «     ?_(^±1)— /«a-lV    w(n+l) (n+2) _ ^^  .  p^ 

r    **    i.i — =(^+*^»  — rro — ^^^'^^^*"** 

Es  sei  nun  die  folgende  Reihe  zu  summiren : 

( 2  cos  x)^  cos  Hx-\-ni  (2  cos  x)^^^  cos  (« — l)x 
+  («+l)t  (2  cos  x)^^  cos  (n— 2)  x+ ...  +  (2n— 2)»-i  (2  cos  x)  cos  x. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  darin,  dass 
wir  die  Reihe  selbst  in  eine  andere  ttansformiren ,  welche  keine 
Cosinuspotenzen  mehr  enthält.  Diess  geschieht  leicht  mittelst  des 
bekannten  Satzes 

(2 cos  -5)    cos  ^ i=fWo  +  nii  cosz-f  m8C0s2z  f . .  +  mmCOBmz , 
Theil  IX.  1 


:  !  . 


•  •  • 


•  1 


aus  welchem  für  2=2x  bei  umgekehrter  Anordnang  der  Reihen- 
glieder  und  iipter  der  Bemerknoe»  dass  j?tjn=t>io»  f^m-^^^nh» 
mm^^^=Tn^  etc.,  leicht  der  iblgen^  entspringt: 

(  2  cos  :e  )«  cos  ma;=i 
»foCos2ma:-f  m|C08(2fii — '2)x+Tn^cos  (2m — i)jp-\-^,.-\-mm-^coB2x-{-mm» 

Wenden  wir  diese  Formel  in  jedem  Gliede  unserer  zu  Summiren- 
den  Reihe  für  ni^=n,  n — 1,  n — 2,  •••  1  an>  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung 


co$2na:»  cos(2n — 2);r,  co8(2n— 4)j?,  •..eos2:r 


mit 


so  geht  die  fragliche  Reibe  in  die  folgende  fiber: 

»oyo  +  Wiyi+Wjy2  + . ..  •  +  «,»-jy«_i  +  «„ 

+  W|l(n-l)(,yi  +  (n  — l)iya +  ••••  +  («— l)»»-»y»»-i+(»»—l)«-il 
-K«  +  l)al(n-2)oy,  + +  (n-2)«-3y„-^  +  (n-2V^}  , 

+  (2n-2)«^{l,y.^^+lo}, 
die  im  Allgemeinen  Ton  folgender  Form  ist: 

+  l+«,+  (n+l),  +  (n+2)a+...+(2n-2)«-i  |     ^  ^ 
wenn  wir  nämlich 

A=ni+«i(n— 1)0» 

Ci  =  na+wi  (n-l)i +{«  +  l),(n-l)o. 


und  Oberhaupt  für  ein  ganzes  positires  k 

CiisKt-l-it,  (n— l)*-j  +(n+l)a  (n-2)fc-«+. . . 

...  +  («+Ä-2)»^  («-A+l)i  +  (n+*-l)»(n-*)o 


(3) 


setzen.     Die  vorstehende  (A;-f  l)gliedrise  Reihe  lässt  sich  aber 
sehr  leicht  summiren  ^  wenn  man  sich  an  die  ganz  allgemeine  Formel 

erinnert.    Nimmt  man  nämlich  a  und  ß  negativ  und  berficksichägt 
die  Regel 

(_y),=(_i)-j:Mi)M^^iM«=±^ 

so  ergiebt  sich  sehr  leicht 


(o+A-l)»+(«+Ä-2)t_i  A  +  (a+*-3)*-,  (/?+!),+... 

Setzt  man  hier  tc+k  —  lzszn,  ß^s^n,  so  eracbeint  auf  der  rechten 
Seite  die  in  No.  (3)  vorkommende  Reihe ,  woraus  jetzt  ' 

a=(2n)*         (4)  ' 

folgt.    Wir  haben  nun  noch  die  zweite  in  No.^2)  stehende  Reihe 
za  samauren«    Nehmen  wir  aber  in  (3)  und  (4)  A;=it,.80  wird 

l+«i  +(w+l)»+...  +(2it-2)„^i  +C2n~l)«=(2n)«, 
folglich  die  zu  summirende  Reihe 

l  +  ni+(n+l)a+(n+2),  +  ...+(2n-2),^i=(2ii)„-(2ii-l)«; 
d.  i.  Termoge  der  Werthe  von  beiden  Koeffizienten 

_2n  (2w  1) . . .  (n-f 2)  (n+l)  _  (2n— 1)  (2n— 2) . . .  (n+l)n 

1«2*««9I  l«2t**9l 

1.  Z*  •  .7t 

Sahstitoiren  wir  dieses  Resultat  nebst  Dem,  was  aus  No.(4)  fSr 
^^1,  2, .  .(n— 1)  folgt,  in  No.  (2)  und  restituiren  die  Werthe  von 
9p»  9i»  •••  yn-i»  so  ergiebt  sich,  dass  die  zu  s^mmirende  Reihe 
gieicb  der  lolgenden  ist: 

cos2ita:  +  (2n)i  cos(2ii— 2)ar  +  (2ii)3|COs(2n— 4)a:  + . . . 

. .  .  +  (2n)»_i  cos2x  +  4  (2nV 

Als  Smnme  dieser  letzteren  ist  aber  2^'^^cos^a;  bekannt,  und 
da^r  gelangen  wir  zu  der  bemerkenswerthen  Relation: 


*  cos  •■ar  =r  (2  cos  o:)*  cos  ns-^-ni  (2  cos o;)  "^*  cos  (n — 1)  x     i 
+(it+l)t(2cosar)«-«cos(n— 2U+...+(2it— 2)»_i(2cosar)cosj:  }    ^^ 

od«'  auch  nach  Division  mit  (2cosj:)": 

2co8ar  (2cosar)* 

...  +  (2n-2)„-,.        ^«^ 


"  (2cosj:)»-» 


Durch  einen  völlig  analogen  Calcül  konnte  man  noch  ein  zweites 
Theorem  ableiten,  worin  die  Sinus  der  Vielfachen  von  a:  den  Co- 
sioos  in  (5)  und  (0)  entsprechen ;  man  gelangt  aber  schneller  dazu, 

1* 


wenn  man  die  Gleichung  (5)  differenaiirt.    Auf  der  rechten  Seite 
hat  man  dann  lauter  Grossen  von  der  Form 

(2cos:r)]*cosp:t: 

m  differenziiren »  für  welche  man  erhält: 

8  (2  C08  xyp  coBpx^^  ( ^^  ,^  8  cospx  ^^         dcmPx 
ox  ox  ex 

zz:>—2P{Q08Vx»p8inpX'{-cospx.pco8P—^X8iax\ 

=r — p2PC08P^^x{C08X%lTtpX  +  €08pxAnx\ 

= — 2/1  (2  cos  x)  J»— *sin  (|i+  l)x. 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich  jetzt  aus  (5)   för 
p^^n,  it  — 1,  . ..  1 : 

2*»-^2if  cos*»-*af  sin  ar= 
2n('Z  cos  ;r)«— *  sin  (n+1)  a:  +  (2n — 2)ni  (2  cos  ar)«— *sin  it j:  + . . . 

...+2(2it— 2)«-isin2a?, 

oder  durch  Multiplikation   mit  (2co8x)^  und  nachherige  Ve|iaa- 
schung  von  n  mit  n— -1: 


(n — l)(2cosa:)*»-*sin^=  \ 

(n— l)(2cosar)«sinnar+(n— 2)(«— l)i(2cosa:)»-isin(n-l)ar  >    (7) 
+(n— 3)na  (2cosa,)»-«  sin(it-2):i:+  •..  +1 .  (2»i— 4)»-«sin2a:  ) 

oder 

(n  —  1)  (2cos  ar)»-*  «in  x 

/      i\  •        •/      i\  (n— 2)sin(n — 1)x .  ^  (n— 3)  sin  (n— 2)a: , 
=^'*^*)*'"^-«^''"*>^  — 2Ä-— +''*-^^  (8) 

\  ^"^(2cosar)« 

und  diess  sind  ein  paar  Formeln ,  welche  der  in  (5)  und  (6)  ^nf* 
wickelten  entsprechen.  ^ 


II. 

Bemerkang  zur  Tbeorie  des  Integral- 

logartthmus. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an   der  UnWenität  in  Jena. 


Bezeiclmen  wir  die  numerische  Constante  095772156« .  zur  Ab- 
kinoBg  mit  C,  so  ist  bekanntlich  ffir  alle  u  von  ti=0  bis  urroo 


• 


MoHi 
xirisci 


i«  .  1  «*     1     «*^      .1      «^ 

■"^r"*"*  172^' 170^*1333     •• 

iHipGzireo  wir  diese  Gleichung  mit  er^Bu  und  integriren  darauf 
iscneo  den  Grftnzen  u^zO,  ti = oo  »  so  wird 

y^"^  e^  U(r^}du=C  r^^  e^  Bu+  f^  luer^du     ^ 
0  t/  0  t/  0 

Wenden  wir  hier,  so  weit  es  geht»  die  bekannten  Formeln 

e-«St«=l,  /      ft«e-«St«=1.2.3..ii 

.0  «/  0 

an  y  so  ergiebt  sich 

«/  0 

d.  i.  wegen  der  Summe  der  Reihe  rechts  nach  einer  kleinen  Trans- 
poi^tion : 


•••» 
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0  i/o 


(1) 


Um  den  Werth  den  Integrales  rechts  zu  finden»  benutzen  wir  die 
Formel  *) 

mit  Hölfe  deren  wir  erhalten: 


Dnrch  Oiaidcelining  der  Integrationafolge  wird  das  Doppettntegral 
rechts 

t/o    l+«t/o  t/o    1+^2+^ 

Nun  ist  aber  bei  unbestimmter  Integration 

und  hieraus  ergiebt  sich 

folglich  nach'  Nr.  (2) 

Die  Gleidbng  (1)  nimmt  jetzt,  wenn  man  o;  für  u  schreibt ,  die 
einfache  Gesüüt  an : 

r    lxe-^dx—--C.    (3) 


Auf  das  vorstehende  Integral  iSsst  sich  auch  noch  das  folgende 

y  t/o    Vl+^  Jx 

reduziren.  .Bei  unbestimmter  Integration  ist  nSmlich  • 


«)    ArchlT.  TheU  V.  S.  206.  Formel  (9). 


'3*^, 


»/  \l+X  )  X     J x(\-\^x)    J    X 

SSI  lx-l{\-\-x)  -  { e-'f^  -^ß-'dxT^  \ 

=ix—l(l+x)—er-*lx—  ße-'Sxlx, 
yvas  sich  auch  in  folgendeo  beiden  Fermen  darsteUeo  lässt: 

=(1— «-*)  to— /  (1+a?)  -  Ptter'dx. 

Der  ersteren  bedienen  wir  uns  fflr  unbegränzt  wachsende,  der  zwet- 
teo  für  anbegiränzt  abnehmende  x.    Für  den  ersten  Fall  hiÄen  wir 

Lim  (fa;e^)=Lim  ^  =0, 

l+f+^  +  ... 

Ix 
weil  schon  Lim  —-=0  und  hier  der  Nenner  >^  ist;   ferner  noch 

X 

L\mt  lx€r^dx=  I     Ixer^dx. 

Für  bis  cur  Null  abnehmende  x  ist  dagegen  TermOge  der  zweiten 
Form 

Lim((l-e-')/:r]-Lim[(f-^+...)te]=0, 

weil  bekanntlich  fiir  jedes  positive  |ia>0  lamx^lx:=iO  ist;  femer 

Lim/(l+a:)=/(l)=0, 
htm  fix  e-*dx=zß    Ixe^dx. 

.Wir  haben  demnach  vermöge  der  Gleichung  (4) 

Diese  Gleichuog  kann  unmittelbar  dienen,  um  die  Formel*) 


"»)    Archiv.  TheU  IL  Seite  313.  Formel  (7). 
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Sir(a)  _  /»« 
Sa       ^  „     , 


iD  die  folgende  überzuführen : 

a/r(a) 


da 


~  "t/o      Il+*     (l+a:)«i-ar' 


die  sich  für  j—  =y  wieder  in 


'-^'=-'-v:"-i^"^ 


verwandelt. 


m. 

Uelber  sphärisclie  Dreiecke,  deren  Sei- 
ten im  Terhältniss  zu  dem  Halliniesser 
der  Kugrel,  auf  welelier  sie  lieurcn,  sehr 

klein  sind. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


§•  1. 

Das  berühmte  Theorem  von  Legcndre  über  sphärische 
Dreiecke,  deren  Seiten  im  VerhSitniss  zu  dem  Halbmesser  der, 
Kugel  9  auf  welcher  sie  liegen ,  sehr  klein  sind  y  ist  allgemein  be- 
kannt, und  man  hat  für  dasselbe  verschiedene  Beweise  gegeben, 
unter  denen  sich  der  im  ersten  Theile,des  Archivs«  8.  4^.  mit- 
getheilte  Beweis  von  Gauss  durch  seine  Eleganz  vorzüglich  aus- 
zeichnet, und  wegen  seiner  »elementaren  Form  zur  Aufnahme  iß 
die  Elemente  der  Trigonometrie  ganz  besonders  geeignet  ist  Da 
aber  dieses  Theorem  >  welches  eigentlich  nur  die  beiden  ersten 
Glieder  der  unendlichen  Reihen,  in  die  sich  die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  nach  den  Potenzen  des  Excesses  entwickeln  las- 


9 

sen,  berflcksichtigt»  für  die  Creodäsie  tod  so  grosser  Wichtigkeit 
ist ,  so  scheint  mir  eine  weitere  Entwickelung  desselben ,  d.  h.  die 
Entwickeiung  noch  einiger  Glieder  der  betreffenden  unendlichen 
Beihen,  wünschenswerth  zu  sein.  Einen  Versuch  dieser  Art  hat 
schon  Buzengeiger  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 
und  verwanate  Wissenschaften,  herausgegeben  von 
B.  von  Lindenau  und  J.  G.  F.  Bohnenberger,  Sechster 
Band.  Tübingen.  1818.  S.  264.  gemacht.  Sein  Aufsatz  scheint 
aber  nicht  so.  bekannt  geworden  zu  sein,  wie  er  es  verdient,  da 
ich  auch  in  den  grösseren  Werken  über  Geodäsie  denselben  nie 
berücksichtigt  gelunden  habe.  Weil  nun  ausserdem  die  von  ihm 
angewandte  ganz  elementare  Methode,  wie  es  mir  scheint.  Man- 
ches zo  wünschen  übrie,  namentlich  gar  nicht  erkennen  lässt,  wie 
man  sich  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  man  die  Entwickelung 
der  Reihen  noch  weiter  treiben  Wollte,  so  scheint  mir  eine  neue 
Bearbeitung  dieses  wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes  Be- 
dfirfniss  zu  sein,  welche  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zu 

f^beo  versuchen  werde.     Die  von  mir  in  derselben  entwickelten 
ormeln  sind  freilich  nur  recurrirende,  gestatten  aber,  wie  man 
hoflentiich  finden  wird ,  einen  leichten  Fortschritt  von  einem  Gliede 
zu  dem  nächst  folgenden,  wodurch  es  mir  auch  möglich  geworden 
ist,  die  Ent^vickehing  ohne  grosse  Schwierigkeit  noch  weiter  zu 
trdben  als  Buzengeiger.    Die  Kenntniss  der  hier  obwaltenden 
indepeodenten  Gesetze  würde  natürlich  in  theoretischer  Rücksicht 
von  grossem  Interesse  sein,  ist  jedoch  für  die  praktische  Anwen- 
dung von  geringer  Bedeutung,  weil  die  für  dieselbe  so  wichtige 
und  onerlässliche  Einfachheit  in  den  höheren  Gliedern  sehr  bald 
ginilkh  verioreit  geht     Vielleicht  lasse  ich  aber  späterhin   der 
vorliegenden,  vorzugsweise  die  praktische  Anwendung  des  Satzes 
Im  AoM  habenden  Abhandlung  eine  zweite  von  mehr  rein  theoreti- 
scher Natur  folgen,  oder  eebe  mich  den  vorliegenden  Aufsatz  einem 
der  geehrten  Leser  des  Archivs  zu  eignen  Forschungen  über  diesen 
der  Bneachtung  jedenfalls  sehr  werthen  Gegenstand  Veranlassung. 


Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  wollen  wir 
wie  gewöhnlich  durch  a,  6,  c  und  A,  B,  C,  den  reciproken  Werth 
des  Halbmessers  der  Kug^,  auf  welcher  dasselbe  liegt,,  aber 
durch  jc  bezeichnen.  Dann  werden  durch  ax,  Aar,  ca;  die  Ver- 
hältnisse der  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  zu  dem  Halbmesser 
der  Kugel,  oder  eigentlicn  die  Factoren  dargestellt,  mit  denen 
man  den  Halbmesser  der  Kugel  multipliciren  müsste,  um  aus 
demselben  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  erhalten ;  und  nach  den 
Prtncipien  der  sphärischen  Trigonometrie  haben  wir  also  die  Glei- 
chung 

,x  ^  .  COSOPT — cosba^coscx 

1)     COSifl=: r-T — •: • 

8inox»mcx 

wobei  man  immer  festzuhalten  hat,  dass,  wie  es  die  Natur  des 
vorliegenden  Gegenstandes  erfordert,  die  Seiten  a,  6,  c  in  einem 
bestimmten  Längenmaasse  ausgedrückt  angenommen  werden.  Weil 
aber  bekanntlich 


10 


\  . 


2cos6a:co8ca;=co8(6---c)ar-f  co8(6-f  0^9 
2810  6a;  810  ex  =  cos  (6 — c)a:'-'  cg8  (6+c)  x 

ist,  so  lässt  sich  die  vorhergebeode  Gleichuog  auch  uoter  der  Form 

«v  ^_2cosajp— co8(6 — c)x—co8(b-^e)x 

cos(6— c)j?-— cos(6+c)a: 

oder  unter  der  Fonki 

3)     {C08(6  —  C)X  —  C08(6-f  ^)^)C08il 

=:  2co8aa; — co8(6 — c)x — co8(6+c)ä: 

darsiellea.  , 

Setieo  wir  der  Kurse  wegen  ailgeniein 

Är=(6— c)«co8(Ä— c)j:— (6  +  c)»co8(6+c)ar, 

iS*=:(6— c)«sin(6— c)^— (6  +  c)"8iD(Ä+c)i 
md 

In 
Ä*=^«*co8iia?— (6 — c)"  co8(ft--c)j:— (6-|-c)»co8(*-H?)  a:, 
&jfi=^lt^mo  ax — (&— €?)»8io(Ä — <?)ar— (6-|-c)*8iD  (6+c)  x\ 

so  ist  9  wie  man  leicht  durch  DiSerentiatiou  nach  der  Verftoderli- 
chen  X  findet: 

11 
^=— (t-«)^- i«n  {b-c)  X + (6+c)*«-»  sin  (6+c)  x, 

n 

^=     (6— c)»^*co8(6— c)a>-(6+c)M-ico8(6+c)x 

und 

11 

^=_2flM-t  8inax+ (6--c)«^f  *8ln  (*--c)a:+ (64^)M-i  «io  (* +c)  J?, 

11 
^=     2a»+*co8aa?—  (6-^)«+»  co8(*— c)a:— (6+c)«+'i  cos  (6+^)^5 


IX 

also  nach  4)  und  5) : 


dx  ""      ""'   8a: 
und 
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Weil  DUO  nach  3),  ,4)>  S) 

8)    kjcCosA=SU 


n  A 


Ut,  SO  ist  noter  Anwendunfi;  der  bekaooten  Bezeicbnohg  der  Bino- 
mialcoefBcieDten  nach  den  Lehreo  der  DlflerentialrechDung : 

Ä.  8«cos^ 


5is^' 


8.  W. 


Nadi  6)  und  7)  ist  aber 

« 


d'is      Bis       A 


U.  8.  W. 


nnd 


8«Ä.         8^*_     X 
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8»Äx      ■    dsis 


dx^  "" 

-  Bx-     ^" 

o 

8*.«, 

ar* 

Bx  —      *" 

Sx<i  — 

ap=-®" 

~  8x-~^" 

U.   8.  W. 

und  wir  haben  daher  nach  9)  zur  Bestimmung  der  Grossen 

8  cos  A   3*  cos  A  3'  cos 


co»A, 


fi 


dx    '     8x« 


dx^ 


die  folgenden  recurrirenden  Gleichungen: 

10) 

KxC08A=:Sx9 
•;  dcosil      ^     l,  j  A 


Bx 

«  3*cos-4 
^'     hx^ 

«  3*cosi4 


dcosil 


—  2i.&    -^- 22.ÄxC08^=:—  Äx, 


da; 


*-g^+38 .  Ä,cos il=©x , 


ifx 


8*C08^       .       •     3*C08^  1^  9*cogJ  *  8co8^ 


4 


4-44.  £!s  cos  ^ 


U.  8.   W. 


Eine  independente  Bestimmung  von  —k scheint  mir  wiin> 

schenswerth ,  gehOrt  aber  jetzt  nicht  zu  meinem  Zwecke ,  und  dürfte 
vielleicht  auf  einem  von  dem  vorhergebenden  verschiedenen  Wege 
noch  besser  zu  erlangen  sein.  Weitere  Untersuchungen  hierfiber 
einer  späteren  Abhandlung  vorbehaltend,  will  ich  für  jetzt  nur  in 
der  Kurze  beiläufig  bemerken ,  dass  man ,  wei^n  man  die  Gleichung 


COSil  = 


cos  ax — cos  bx  cos  ex 
sin  6a:  sine  JT 


unmittelbar  9  ohne  die  Transformation  2)  auf  dieselbe  anzuwen- 
den, nach  X  differentiirt.  Folgendes  erhält.  Zuerst  ergiebt  sich 
leicht 


I 


13 

siD  6;r^siD  ex*  — = — 

Bx 

=— sin  bx  sin  cx(asinax — b  sin  &r  cos  cx—'CQOb  bx  Sinex) 
— (cos  ax — cos  bx  cos  ex  )  (b  cos  Äa:  sin  c^  +  c  sin  bx  cos  ex) , 

und  folglich  nach  einigen  ganz  leichten  Transfonnationen : 

o  cos  >1 

sin  bx^  sin  ex^  — = —  = —  a  sin  axsin  6;r  siner 

ox 

-f  b  sin  ex  (cos  e;r — cos  ax  cos  Aar) 
4-  c  sin  A^  (cos  6a;  —  cos  ax  cos  c;r). 

Weil  nun  aber  bekanntlich 

sin  aar  sin  co^  cos  fi=:  cos  Ao; — cos  ax  cos  cor , 
sin  oj:  sin  6a:  cos  C=  cos  ca:  —  cos  ax  cos  Aar 

iüt,  60  ist 

sin  Aa:*  sin  ca*  — ^ = — ««in  axAu  Aar  sin  er 

ox 

*  -t-  A  sin  oo:  sin  bx  sin  ex  cos  C 

-f  <?  cnn  <i^  «in  Ao:  sin  CT  cos  £ , 

also 

« 

8co8/< sin  ax(a^b cos  C —  e  cos  ^ 

3a:     "~  sin  Ao:  sin  ca: 

wefebes  eine  nicht  unelegante  Formel  ist,  und  es  fragt  sich  daher» 
ob  sich  nicht  vielleicht  auf  diesem  Wege,  wenn  man  nämlich  die 
Winkel  des  Dreiecks  mit  in  die  Betrachtung  hineinzieht^  ein  ein- 
facheres independenfes  Gesetz  finden  Hesse ,  als  dies  auf  dem  oben 
von  mir  eingeschlagenen  Wege  möglich  zu  sein  scheint  ^  worüber 
aber  weitere  Untersuchungen  hier  niti^ht  zu  meinem  Zwecke  gehö- 
ren, weshalb  ich  nach  dieser  Abschweifung,  die  ich  jedoch  ab- 
sichtlich nicht  unterdrucken  wollte,  um  vielleicht  einen  oder  den 
anderen  zu  weiteren  Macfalorschungen  zu  veranlassen,  jetzt  so- 
gleich wieder  zu  meinem  eigentlichen  Gegenstande  zurückkehre. 

Setzt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  10)  die  Veränderliche 

o  o 

a=0,  so  erhält  man,  weil  offenbar  1Q)=0,  Ao=0  und  allgemein 

n  n 

ä^  =0,   6)o=0  ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

2,.^(co8^)  =  5to, 


=  0. 
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in  deoen  die  Werthe,  welche  die  Grossen 

j    9cos^     8*co8il     dhiosA 

fflr  a;=0  erhalten,  auf  gewöhnliche  Werne  durch  Einschliessung 
in  Parenthesen  bezeichnet  worden  sind. 

Weil  nach  dem  Obigen 

io=(*— e)«-(6+c)«=-4Äc 

ist,  und  also  nicht  verschwindet,  so  ergiebt  sich  ans  den  Torher 
gehenden  Gleichungen  auf  der  Stelle ,  &ss  die  Grossen 

(aco8-4\    /d^coBA\    /8*cos^\    /a^cos^\ 

sftmnitlich  verschwinden,  und  zur  Bestimmung  der  Grössen 
,        ..    /a»cos^\    /'ö*cwA\    /B^oaA\ 

* 

hat  man  die  folgenden  Gleichungen,  deren  Fortschreitungsgesetz 
ganz  unzweideutig  vor  Augen  liegt: 

4«- AJj  ^—g^ä— J —  44  .Ä;)(C08il)  = —Äo, 
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g      »  /d*coaA\  A  /S*eoBA\     „     a,  /^cm^X  \ 

/   —  —  Xo, 

—  8^  .  AQ)  (cos  i4) 


U.  8.    IT. 


oder 


12) 


{coßil)=    *® 


2|.  Äo 


-0 


a«  8«  w. 


D{e«e  Gleichungen  wollen  wir  nun  im  folgenden  Paragraphen 
mr  Bcstimmang  der  Grossen 

/        ^v    /3*co8i4\     /3*cosiJl\     /3*cosil\ 
(cos^).  (-g^;.  (-3:^->   (-5^.->   •• 

anwenden. 

§.3. 

Bevor  wir  jedoch  dazu  übergehen  können »  ist  es  nCthig,  die 
folgenden  allgemeinen  Betrachtungen  vorauszuschicken. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  die  Grosse 

inuner  durch  die  Grosse 

ohne  Rest  theUbar  ist,  was  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  wer- 
den kann.  * 

Es  Ist 


und 


also 
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=      a«  («*»+* — a:*H-«)  a^^a^  (a*»+« — a:*»+«)  y« 
— y«  (a*i+a— y«-+2)  a«  +  y«  (a«»+«—  ar*'+«>:r« 

also  nach  einem  bekannten  arithmetischen  tSatze: 

a*—  a*  (j:*  +  y*)  +  ^«y« 

wodurch  der  Satz  bewiesen  und  zugleich  der  Quotient  gefunden  ist 
Weil  nun 


(cos.4)  =  ^ 


ist  9  so  ist  allgemein 


ZicosA)  -«0=  ^o^o-lgo^o^ 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  wenn  man  für 

«Äo>  MqI  Xq»  ^0 
ihre  Werthe  aus  4)  und  5)  einführt: 

i     {2a«-(6--c)*-(6+c)«H(Ä-c)«"— (ft  +  c)*»Jj 


17 


an 


also,  w\e  man  nach  leiebter  EntwiclceliiDg  des  Zäbkrs  findet : 

j[^>(C08il)  —  <o       ^ 

^  {  -(&-c)«(6+g)^-K6+£?)«(6^c) 
-""^  (6-c)«--(6+cy^ 

lod  folglich ,  wenn  man  jetzt/  indem  man  vorher 
setzte  den  obigen  Satz  anwendet: 


o 

Ob 

1 

1 

II 

\ 

^ 

JS 

+ 

, 

^ 

? 

1 

1 

+ 

4 

^ 

^ 

'S 

1 

1 

1 

10 

ft<A 

»8 

■a 

+ 

k 

K/ 
A 

»- 

1 

4- 

*  • 

^ 

. 

/•\ 

c) 

i^ 

+ 

5^ 

o 

OB 

tu 

1 

5, 

10 

^   2 
1     S 

^    1 

1"" 

1*« 

' 

+    ± 

+  + 

+  + 

+  + 

^    ^ 

'S    Ä 

^•^ 

'^        ^-v 

^     ^ 

/— S    /-N          ..-s 

^^^ 

':^    '-^ 

kl' 

rr  T 

•  r  r  T 

r 

11 

5  >2. 

1 

«5. 

•   >3  v5    15 

ff  f 

OD        O             1^ 

1 

9 
OD 

11 

also,  weDD 

der  Kflrze  wegen 

TheU  n. 

^ 

/ 

8 

1 
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13)    Ä=:     ((*-c)«-(6+c)«)aä 

+  ((6— c)*— (6+c)*)o*"-« 
•k  ( 6— c  )•  —  (& + c)«)«*«-» 


•        •        •        • 


+  ((6— c)«»-M6+c)*^)  a« 


gesetzt  \s  ird : 


2«  sn 

14)    Äo(cos^)  — ^( 


Bezeichoen  wir  nun  aber  die  Winkel  des  ebenen  Dreieclcs, 
dessen  Seiten  a,  b,  c  sind,  durch  31,  9,  C;  so  ist  nach  einer  be- 
kannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie : 


also 


26c 


und  folglich  nach  dem  V^orhergehenden : 

15)    ^o(cosil)  — S?o=— 26cÄ8in?l«. 
Nach  12)  ist  jetzt 

^^ (6-c)a-(6+c)« 26^        ' 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie: 

]6)    (cos24)=:cos2(, 

ein  Resultat,   dessen  Richtigkeit  auch   ohne  die   vorhergehende 
Rechnung  sogleich  von  selbst  in  die  Augen  fallt. 

Ferner  ist  nach  ]]): 
d.  i.  nach  15): 
Es  ist  aber  nach  4)  und  13): 
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also 

Anf  ähDÜche  Art  ist  nach  11) : 
also  nach  15)  und  17): 

ood  folglich,  weil  lo  =  — 4Äc  ist: 

^  (^^)=(5io-2  2i)«io21«. 
NoD  ist  aber 

si;,— 2^ 

=5K6-c)4_  (6+c)«  1-2 1  ( 6-c)2-  (Ä+c)»  1  a»-2|  (i-c)«  -  (6  +  c)*J 
=3t(fr_c)*-(6+c)«|_2{(6— c)*— (ft+c)a|a« 
=3|(*-c)4_  (ft+c)« ) + 8o«6c 

=- 2IÄC  (6a+c») + 8a««c=  8ÄC  (o«-36«-3c»). 
folglich 

13)     (?^)=Ä6e(a*-3*«-3c^)8io3lV 

= — Ä  6c  (3^2 + 3c« — a«)  «in  X«. 
Eben  so  Lst  nach  11): 

und  folglich  nach  15),  17)  und  18): 

=«c|V^o(««-36«-3c«)  +  »'io-22it8ina«, 

2»    - 
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Nun  ist  aber 

i  Ao(o«-36a-3c»)  +  •  io-  tV  -2i 
=     <(a«— 3ft»— 3c!»)t(*— c)*— (6+c)«| 
+  JI(6-c)«-(6+c)«} 
-tM    ,((6-c)«'-(6+c)*)a* 
+  ((Ä_c)4-(6+c)*)«« 
+  ((6-c)«— (6+c)«) 

=     iJI(6-c)«— (6+c)«)— (ÄHc«)l(*-c)*-(*+c)*l 
+  i»t(6-c)*-(Ä+c)*lö«-.'4t(6-c)«-(6+c)«|o* 

=     6c  (V  0*  +  V/  *'c*  +  Vc*)  —  6J  f  c  (6* + c*)  a« + ?  6ca* , 
also  nach  dem  Obfgen 

,9)    (§!g?^) 


oder 


28)    (?!gli!) 


=-^*«j  ^V  (*«+c-)a»+4a*  !  *'"*  • 

Diese  Recbnang  noch  weiter  fortzufubren,  liegt  jetzt  nicht  io 
unserer  Absicht  >  da  die  folgendeD  Ausdrücke  immer  weitläufiger 
werden ,  und  wir  haben  daher  jetzt,  nur  erst  mit  VemachlSssigang 
von  Gliedern  der  achten  Ordnung,  für  cos^lden  folgenden  Ausdnick: 

21)    cos  A = cos  2f — i  6c  sin  21* a;^ 

—  ai>  6c  ( 36« + 3c*— a«)  sin  V  a:* 

wo,  wenn  r  den  Halbmesser  der  Kvg^  bezeichnet,  auf  welcher 
das  sphärische  Dreieck  Kegl,  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


22)    x-i 
r 


Ist. 
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Bezeicboen  wir  den  FlächeoiDhalt  des  ebeoen  Dreiecks,  des- 
•eo  Seiten  und  Winkel  a,  b,  c  und  71,  Sb,  (£  sind,  durch  2);  so 
ist  bekanntlich 


also 


and  folglich 


lb=iAc  sin  71, 


D«=i*«i5»slnV. 


6csin3I«=^5)«. 
oc 


Daher  ist  auch: 


2^    cos^=cosa  — f.  ?^a:« 

6c 


oc 


V6*  +  V6«c«+Vc*}©* 


mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  wie  vorher. 

Auch  ist 

6csin2l«=:2©sin2(, 

«ad  fol^h  nach  21) : 

24)  co8i4=cosX— i3>sin}(.r3 

—  Ä(36«+3ea--a«)©sina.a:* 

—  iTfü  1  (  ©  Sin  4 .  a;*. 

Setzen  wir 

01=0X961  =  6^,   Ci=C^ 

und 

tDi=i6iC|Sin^; 

&o  Usst  sich  die  vorhergehende  Gleichung,    wie  sogleich  erhellen 
wird ,  auch  auf  folgende  Art  ausdrucken : 

25)  CO«  i4=cos  7t — lS)i  sin  H 

— A  (36i*+3ri*— ai*)2>i  sin  21 

oder 
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26)  cosÄ — co8^ 

bei  welcher  Formel  wie  frfiher  nor  erst  Glieder  der  achten  Ord- 
nung vernachlässigt  worden  sind. 


§.  4. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  halben  Excess  des  gegebenen  sphä- 
rischen Qreiecks  durch  £,  so  ist  bekanntlich 

.^^         w^     1  +  cos  ax  +  cos  bx  +  cos  ex 

27)  cos  £=-4 1 — = — TT — ^-1 . 

^  4  cos  \ax  cos  Ibx^  cos  icr 

Nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  aber 

2  cois  \ax  cos  460;= cos  U^  -f  &)  ^  +  cos  i  (^  ~~  ^)<^  > 

also 

4  cos  \ax  cos  46^  cos  \cx 
=2cos  i(a -fA)^  cos  Jcar-f2co8  i(a—£)a;  cos  sCo: 
= cos  s(^  -f  A  +  c)a:+cosi(6+c — aW+cos  J(a+c— 6)a:+cos4(a+&-«)^» 

und  folglich 

28)  cos£= 

1  +  cos  ax  +  cos  hx-\'  cos  ex 
cos  4(a+6+c)a:  +  cos  i(6+c — a)ar  +  cosi(a+c^6)a:-|-cosl(a+6— c)Jt 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  überhaupt 

n 

K'x  =     (a-\'b-\-c)^  cos  i(a  +  6  +  c)x 
+  (6  +  c  —  a)»  cos  i(Ä  +  c—a)x 
+(a+c— 6)»  cos  J(a  + 0  —  6)07 
+  (a+6  — c)»cosi(a+6 — c)Xt 

S'x=     (a  +  b  +  c)«  sin  l(a+b+ c)x 
+  (6  +  c — a)«  sin  l(b  +  c — a)x 
+  (a-i-c — 6)«  sin  J(«  +  ^  —  *)«2? 
+  (a+6 — c?)"  sin  4(0+ 6 — c)j: 


29) 


und 


30) 


fi 
\A's = a"  cos  ö.r + Äf«  cos  bx  +  C  cos  ex , 

h 

k® 'x = a"  sin  aa: + 6**  sin  6ar  -f  c*  sin  co? ; 
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•o  ist 


^^ =— 4(a + * + c)«+^  sin  \{a  +  *  +  c)x 
—  K«  +  «—  *)"+^  sin  i(a + c  -  6)^ 

n 

g^=  l(a  +  *+c)«+ico8i(a+6  +  c)j: 
+  }(*  +  «— a)«+^  C05ri(6 + c—  a)  j: 
+  i(ö  +  «— *)"+*co8i(a+c-6);r 


and 


SÄ'* 

-g— =^a*+^sincur  — 6»+*8in6d: — c^^^sinca?, 

■  A  *  =      a"+*  cos  aar  +  6*+*  cos  6ar+  £?•+*  cos  ex ; 
also  nach  29)  und  30) : 


«od 


n  n 


Weil  nun  nacb  dem  Obigen 

1  +  Ü'* 


33)  co8J5=-    ^ 
oder 

34)  ^irC08£=l  +  Jt'ir 

ist,   so  ist  nach  dem  scbon'  oben  angewandten  bekannten  Satze 
der  Differentialrecbnong : 
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.      S«^:',  8»-»co8JE 

U.  8.  W. 

.         8»-»gx  8co8£ 


Mach  31)  und  32)  ist  aber 

SKs 


und 


8*Äjr 1     dS^X_  f,.m     A. 


n.  8.  w. 


d»; 


-e',. 


4f  

—  Ä  X> 


O  •  9 

8ar4  -^      ~lx—      ^" 


25 

u.  s.  w.  • 

nnd  man  erhält  daher  nach  34)  und  35)  die  Tolgenden  Gleichungen : 

jr«co8£=i-f-i'„  ^ 

«•,^-^g^-l,.iÄ',co8JE=-^',. 

^^^S^3..4i',?^-3..(i)«i^,^-^^.(i).i'^08£;=^'., 
^  d*coBE         L,  d'cosE    ,         x,  S^eosE , ,         l  ficosB^ 

+44.(J)*jrxCog£) 
a.  8.  w. 

fi  a 

Well  Dun  nach  dem  Obieen  allgemein  jS'o=0,  &Q=fi  ist. 
vftdoffeDbar  auch  E  für  j?=0  verscbwiDdet,  so  erbalten  wir  aus 
dem  Vorhergebenden  die  folgenden  Gleicbungen : 

e  0 

*.C^-«.(i)<(^+».-(i)'i*.(^=o. 

-6».a)«Ä'o) 

-7..(;).ir.('-^) 

U.   8.   W.  • 
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n 


aus  denen»  weil  nach  d^m  Obigen  K'q=A  ist  und  folglich  Dicht 
verschwindet,  auf  der  Stelle  erhellet ,  aas»  die  Grössen 

/8cos£\    /8«cos£\    /8»cos£\    /!PcosE\ 

V""5F">/ '  V"s^y  A"^^^/ A"ä5^/ '  ' ' 

sämmtlich  verschwinden ,  und  zur  Bestimmung  der  Grossen 


/8«cosjE\     ^cosE\     /d^cosE\     /8«cos£\ 

vns^y*  m's^~J'  \s^^j'  \d^^  r 


hat  man  die  folgenden  Gleichungen : 

37) 

-<v(wi'.(^-)+8.-(i)< 


o.  s.  w. 


deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Au^en  liegt. 
Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt : 

i^8»cosJS\_,t,,       ^ 

V     8^*      /  —  4Ä0— ^To, 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

.  /"tl*  cos  UN 

=  1 1  (ß+*+c)*  +  (6+c-a)»+ (a+c-6)*+(a+6— c)«  | — (o«+  6«+c«), 
also,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet : 

4(^|^=(o«+6«+c«)-(a«+6«+c«). 


d.  i. 


Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  giebt  also: 
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\    Bar*    /  — ^0— ruAo, 

d.  i.  Dach  dem  Obigen 

,/8*cos£\ 

=  («•+ft«+c*)  — 1>,  I  (rt+6+c)« + {ft^-e—a)* + (o+c— Ä)«  +  (a+6-c)«|, 
nnd  folglich,  wie  man  nach  leichter  RechnuDg  findet:' 

•      <^ 

±=i{a*+64  f  c«— 2(a«6>+6ac*+c»o«)! , 
also 

39)     (^^p^  =  r'*(aH**+**-2(a"6H6«c*+c*«')>- 

I 

Nim  ist  aber  Dach  dem  Obigen 

a*+6*+c<— 2(a2Ä«+**cHc*a*)=-46>c«sina«, 
ivoraus  sich 

40)  (^^=-|6'c«sio2,. 

ergicbt. 

Daher  ist  nach  den  obigen  Gleichungen: 

Aber 

and,  wie  man  leicht  findet, 

(a+6+c)«  +  (*+c— a)«+  (fl+c-&)«+  (a+Ä— c)« 
= 4«« + 60a*6« + 600*64  +  4Ä« 

+  (60a4  +  360a«6«  +  eOÄ4)ca 
+  (60rt«  +  606«)c4 

also 

**  { (a +Hc)« + (6+c— a)« + (a+c-6)« + {a\b-^c)^  \ 
=  t'«  (a«  +  15a*6«  +  15a«64  ^  6«) 

+ 1'«  (loa*  +  90aW  +  1664)c« 

+  Ac«, 
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folglich 

+  lJ(a4+6a«ft«+64)ca 

D'ividirt  man  nun  mit     ' 

=  c* — 2(a« + 6«)c*+ «4  — 2a«4«  +  6* 
in 

hineioy  so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grosse 

a2  +  6«  +  c*, 
und  es  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

also  Dach  dein  Vorbeigehenden 

i^to  -  io  =  V**c»  (a«+ft»+ c»)  sin  Tfl. 

Weil  nun 

A'o= (o+6+c)»+(Hc— a)"+(o+c— *)*+  (a+6— c)»= 4(aH  *'-Hfl 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden 

^(^3^  =— V**c«(o«+*'+c*)8«n31«+  V*»<-«(a«+6Hc«)siDa» 

also 

41)  (^^g^=-VÄ»c»(a«+6«+c»)8ina». 

Also  ist  nach  den  obigen  Gleichungen : 

*C~^^^  =  -  «S'Ä'cVHÄHc«)  ^'o  sin»« 

+  W6'c''Ä'o8ina» 

Aber 

n  6  , 

9Y«A  0""«^  0 

=  il  8 1  (a+6+c)» + (6+c-a)8 + (a+c— 6)» + (a+6— c)  V(o*+*H«*). 
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I 

and,  wie  mau  leicht  findet:   * 

(a+6  +  c)«+(6  +  c— o)«+(«+c— *)«  +  (o  +  6— c)» 

=4««  +  112ii«*«+280o46«  +  112o«J«+4*» 

+  (112a«+ 1680o4Ä*+1680o«6* +1126<^c« 

+  (280a* + 1680o«6« + 'i80b*)c* 

+  ai2o*+1126«)c«' 

+4c», 

also 

=  b',  (a« + 28a«6«  +  70a464  4. 28a«i«  +  Ä») 

+  ,',  (28a«  +  4Mte**»+420a*64  +  286«)c* 

+  B'*(70a4  +  420«%«  +  706*)c* 

+  ,'4(28a«  +  286«)c» 

und  folglich 

tl5  A  0  —  *  0 

=  —  6*4  (63««— 28a«Ä«-  TOa^A*  -^  28o«6«+636») 

+  A  (28a«+4a0«4*2  +  420a«Ä4 +286«)c* 
+  A(70a4  +  420a%«+7M*)c4 

-Sc«. 
Dividtrt  mao  nuo  mit 

o*  +  6«  +c*  -^2(o«6«  +  6V  +  c«a«) 

=c4 — 2(a«  +  6«)c«+a4  -2a«6*+6* 
Id 

63c«— (28a«+286«)c« 

— (70a4  +  420a«6« + TOft*)«* 

— (28a«+420a*6«+420a«6* +28*«)c« 

^.  (63a«— 28a«62— TOa^A*— 28o«A«+636«) 

bioeiD,  80  erhält  man  als  QuotienteD  die  Grosse 

63c4  +98(aH6*)c*  +  63a4  +98a«6«+6364 
=  63(a4 +64  +  c*)  +  98(aa6a+4V  +  c^*)  * 
vmi  es  ist  folglich 

=  — B4lö^  +  **  +  ^— 2(a^+6ac«+c«a«)} 
X{63(a4+64+c*)  +98(a«6«+6«ca+c»a*)U 
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d.  i.  nach  dem  Obigen  « 

n  « 

Weil  nun 

i'o=(a+*+c)«+(A-Hv-ö)«  +  (a+c-6)«+(a+6— c)*=i4(aH&H-c*), 
J^'o= («+*+<•)*  +  (b+c—ä)^  +  (a+c— 6)*+(a+A— c)* 

ist>  60  Ut  nach  dem  Obigen 

—  s'i  A*c*  ( 63  (a*  +  64  +  c*)+98(a«6«+Ä«cH  Ai*)l  »io^P, 
also 

42)  (j^^^=—6\bh^  |99(aH**-K*)+74(a«6«+6«c«+c««*)i8iny. 

Daber  Ist 

43)  cosJ^= 
1— AÄMsinV.^r* 

— iii6^*  (aHb*+^  sin  3P.  a:« 

— iw*aw**c«t99(a4+64  +  c*)+74(a«6«  +  6V  +  c«a«))8inV.x*, 

wobei  nur  erst  Glieder  der  zebnten  Ordnung  vernachlässigt  sind. 
Fübrt  man  die  ans  dem  vorhergebenden  Paragraphen  bekannte 
Grosse  ID  ein«  so  wird 

44)  cos£  = 
1— iS>«x* 

—  sV(ö*  +  *^+c*)©*ar« 

—  oW{99(a4+64+c*)+74(a«6«  h6«c*+c»a«)}©«ar». 

Fübrt  man  die  GrSssen  Oi  ^=iaXy  6|  =6x,  Ci  =c;r  ein,  so  wird 

45)  cos£=: 
1— ,ii6j«ci«sina« 

-i«V*ir*i«ei«t99(ai4+*i4+Ci*H74(ih«6,H6,V,t+ri«a,«))siii3P 

ondy  wenn  man  wieder 

3)i=:l6iCiSina 

seist: 
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46)  cosJEJ= 
l-43>i' 

-  #.h»  I99(a,  * + 6,4 +C,«)  +  74  (a,«6i*+*,'c,Hc,»«,»)  I  ©,». 


Weil 


oder 


§.  5. 


Wty   80  ist  nach  dem  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
angewandten  bekannten  Satze  aus  der  Differentialrechnung  allgemein: 

8coSi<  8»cosi< 
8^co8i<    ^--*co«^ 

u.  s.  w. 

8*~*cos^   8^co8^ 
+^^1    d;r*-i       ""ä^S- 

8»cosi4   dcos^ 


+  n« 


Sor»     '      SS 


Setzt  man  nun  hierin  för  it  eine  gerade  Zahl,  so  erbellet  auf 
der  Stelle,  dass,  so  wie  nach  §.  2.  die  Grossen 

/dco8A\     /d^cosA\     /d^cosA\     /d^coBA\ 

V    Bx    )'  \    Bx^    )'  V"SJ*    /'   V    Bx''    )'"" 

sinuntlich  verschwinden,  auch  die  Grossen 

/8 .  cos^«\     /8» .  cos  A^\     /a^cosJ^\     fd^.to%A^\ 
\~5x     )'  \      Bx^     )'  \      Bx^     )'  \     Bxf     ^'•••- 

simmtlich  verschwinden.    Weil  aber 

cos  i4* + sin  i4*  ±=  1 , 
uid  folglich 

».cosil*  ,  »».sin^j^ 

ac«    +    Bx^    — " 


82 

ist,  so  verscbwinden  olFenbar  auch  die  Grössen 

/3.8lDil«\     /a^slnJfV     /a*.8iD^«\     /y.sin^*\ 

sämmtlicby  and  da  dod  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  yorber 


60)  4.-g-— =8,D^-g^, 


^ 


also  allgemein 


8sini<  8°sinil 
ysin^  8»~^sin^ 

a.  s*  w. 

a^-'^sin^  fl^sin^ 
+'*^»     8j«-i    •     8ar« 

8»sin^  3sinJ 
+'^~85=~~li~ 

ist,   so  erhellet,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  nach  und  nadi 
ft=0,  2,  4,  6,  8,....  setzt,  sehr  leicht,  dass  auch  die  GrOsseo 

/8sin^\     /d^s\üA\     /8ftsinil\     /8^6in^\ 

sämmtlicb  verschwinden. 
Weil  endHch 

^^  8coSil  ,     .dA 

und  folglich  allgemein 

teo\  8"+*  cos -4  ,     .d^^A 

8sin^  S'A 
""""^    8ar     -a? 

S^sin^i  8*""^^ 
""***    8a:a~'8i^»     . 

u.  s.  w. 

3^~*sin^  8*il 

d"sia^  8i4 
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ist,    6o  erhellet  auch,   wenn  man  in   dieser  Gleichuog  Dach  und 
Dach  Jt=0,  2,  4,  6,  8,  ....  setzt,  sehr  leicht,  dass  die  Grossen 

/dA\     /d^\     /8M\     /SM\ 
KdxJ'  Wj'  VSW'  V8*^/'  •   •• 

sammtlich  verschwinden. 
Weil  nun 

dcosil  .    jdA    dsin^  JdA 

ist,  so  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

3*co8il            ,     JS^A     dsiuil  dA 
-g^5-=-sinJg^^ 5F"-äi' 

fi*co8-4 ,    Jd^A     ^8sin^  3M 


oud 


**    Sa;»    -3x4 

dA 

da;' 

„dsio^ 

S^A 

,^8«giD  A   d*A 
a^skui  S^A 

"^   dx^     5^« 

a^sinil  SA 
"*       aar*      dx' 

u.  s.  w. 


d«s'in^  ,3^A     dcosA  dA 

-g^^  =  COS  ^gp  + -g^  ,  gj  , 

3*sinJ  .aM  .  ^acos^  SM 

-g^— =  cos^2^  +  3-^^.g^ 


.  ^8«co8^  8^A 

8»cosJ  8J 

+       a^r»    'aar' 


Tbeil  IX. 
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d*aloA 


.B^A  .'     dcoaA  d^A 

,„3*cos^  B*A 

.  ^n^'cosA  d'A 

8^  cos  A  S^A 
"^*~"  dx^ 

B^cobA  dA 
^         8x«       da:' 

u.  s.  w. 


+  5 


also  nach  dem  Vorhe^cbenden : 

/a*cosyi\      , .   .,/e*^\ 

/a^co8^\  ,.    j,/'B*A\     ^ /8^ sin A\äll^A\ 


n.  8.  yv.. 


und 


U.  8.    W. 


Ordnet  man  nun  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art : 

'3*008^" 


'fl'sin^ 


(^)=-<.„^(|f)-3(5!^-)@), 


35 

so  sieht  man,  dass  sich  mit  Hülfe  derselben  mittelst  der  aus  §.  3. 
bekannten  Werthe  von 

/a«  co3^\      /d*  cos  ^\      /a«cos^\ 
nach  und  nach  die  Grössen 

finden  lassen/  wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  nach  dem 
Obigen,  «nd  wie  sich  auch  von  selbst  versteht,  (cos^)=cos}(,. 
(«nJ)=Mna,  (A)  =  'A  ist. 

Es  ist  also 
und  folglich  nach  17) : 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  ferner: 

56)  f— gjj-J  =  j6csinXcos3t, 
oder 

56)  (^^)  =  l(A»+c«-a«)  «n  3. 
Femer  ist 

=— l6»c«sin3l«cosa 

+  T«  Acp6«+3c«'-a«)  sin3P 
=  6c{Ä(3*«  +  3c2-a«)— J(**  +  c*— a«)}sin3l«, 

d,  i. ,  wie  man  leicht  findet : 

67)  (g^)=Äfrc(76»+7cHa«)si»X 

8* 
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Also  ist  hacb  dem  Obigen 
'5*sin^'^ 


68)  (    g^"'^)=l6c{  A(76«+7cHa*)cos3(— 6csiii2P|8iD3i 

oder 

(^^^)=.^o  (7Ä^+7cHa^  (bHc^a^sin Z 

+  iV  t  ö*+&*+c*— 2(a«6H**cHc*a')  1  Bin  Ä, 
d.  i. y  wie  man  nach  leichter  Rechnung, findet: 

59)  (j^^~^^  =  r\(a^+3b^-i^*-Aa^ 
Ferner  ist  •  . 

C«cosJ\ 
dx*  ) 

= — J6c(o* +3**-f3c«  —  4o«6*  +  6»c» — 4c«««)  sin  V 
—  AAcCÄHc*-«*)  (7A«+7cHö*)  sin  31« 

+'*'^Lv(6Hc«)««+i«^  r'"^' 


«»© 


und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

=  iibc(a*  +  316*  +31c*  +  16a«6« + 316«c*  +  16c«a«)  sin  Z. 

Folglich  ist  nur  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 
achten  Ordnung: 

61)  A=Tl  +  lbcainTl.a:^ 

+  T4o*c(a«  +  76«+7c«)8ina.a* 

+i^köM«*+31**+31cH16o«6H316«cH16c«a«)sin3(.:r«, 
oder 

62)  i4=2I  +  i©x« 

+iiir(o«  +  76«  +  7c^t)a:* 

+  ».«a  (a*  +316*  +  31c*  +  16a«6a+316«c«  +  16c«a«)  (Dar«, 

oder  auch 

63)  ^z=:3r+46iCisinÄ 

+Tia6iCi  (Ol«  +  76,«+7ci«)sin  Ä 
+iaBü6jiCi(ai*+31*i*+31c/  +  i6(i^«6iH31*i*c?i2+16ci«ai«)siDX 
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oder 

64)  .«=31+1», 

+il«(oi*+76i«+7ci»)2), 
+iil.<.(«i*+316i«+31c,«+I6oi'6i«+3I*i'^iH16fi»ai*)35i. 

Mit  Vcroachl&ssigUDg  von  Gliedern  der  sechsten  Ordnung  ist  aber : 

66)  «in  J=«in3t-A(o>— 6»— c«)8in3l.«« 

+jhi  (a«+36*  +3c«  — 4o«6»  +  6«c«— 4c«a«)8in11  •  «*. 
oder 


66)  «mA  =  ^-l(a*-b*-<i*)^x* 


+  Tla(o*  +36*+3c«— 4oW+6«c«-4c»o»)^a:^ 
Aach  ist  mit  demscjben  Grade  der  Genauigkeit: 

«7)  sin  J = sin  » — ,',(ci*-«,«-Ci«)  sin  TL 

+il«(ai*+3*i«+3c,*-4ai>6,«+*i*c,*-4ci^«)8ina. 
oder 

Uagekehrt  ist  auch,  wie  man  leicht  findet,   mit  demselben 
Gnde  der  Genauigkeit : 

65*)  sin  TL  =ain  4  +  A  (o«— A>-c»)  sin  ^ .  ar« 

+ »  U  {3a*—b*-^e*— 2a«6«+86«c»— 2c«a*)  sin  .< .  x* 
oder  ' 

«7»)  •in3t=sinJ+i»,(a,«— &!«— ci«)8inyl 

§.  6. 
Nach  62)  hat  man  nun 

+  >«  (a«+76»+7c«)  ©a;« 

+  «ilw  («*  +  31*«  +  31c« + 16oV  +  ZU*c'+l6€^a*)^bx\ 

+  .J»(6»+7oH7c»)©x' 

+  i»l»«(6«  +31o' +31c«  +166«c«+31c»ö«+  16o«6«)©x«, 


38 

+  iviso  (c*+31a* +316*  +  16c«a«+31rf»6«+166«c^©x«. 

Addirt  man  diese  drei  deichuDgen  znsaniinen,  so  erhält  man, 
weil 

ist: 

69)  2JS=©x«+,\(a«+62+c«)SDa;* 

+  3io(a*+6*+c*+a«62  +  6«c«+c«a»)©a:« 
oder 

70)  2Ä=Di+rf,(fli«+V+«i*)a)i 

oder 

71)|^=l+,\(V+6x«+c,^ 

+  iU<^ai*+6/  +  Ci*  +  fli*i?+6iaci«+Ci%«). 

Bestimmt  man  aber  aas  der  Gleichung  69)  die  Grösse  ^x\ 
80  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  mit  Vernachlässigung  von  Glie- 
dern der  achten  *)  Ordnung : 

72)  ©;r«=2£— ,Va«+62+c«)£ar« 

— iAtT(3«*+36*+3c*-.2iiV-24M-2cV)E:r\ 

oder 

73)  ©,=2E— i',(ai»+6i«+c,«)£ 

—  1  »Vo  (3«i  *+3bi  «+3c,  *  -  2fl,«6,«-26,ac,»-2ci%i*)  £, 
oder 

— «'B«(3ai«+36,H3c,  -2ai«6i'^-26,«Ci«-2c,*ffli«). 

Fflhrt  man  nun  den  gefundenen  Ausdruck  von  "^afl  in  den 
obigen  Ausdruck  von  A  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

-»sis«  (38o«  — 196«  ^19c«— «V+26«c«^-cV)JSa:«, 

Tvdbei  wieder  nur  GrSssen  der  achten  Ordnung  vemachlSasigt  sind. 
Auch  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 


*)  Da  nSnlich  nach  09)  ftelbtt  eine  Grösn  der  cweiteii  (Mnwig  i«t. 
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76)  A=z7i^iE 

-Ä(2a,«-6i«-c,«)£ 

-i.*«fC38o,«  -19*1«— 19c, ♦-a|«6,«+26i«c,«-c,«a,^£;. 

Umgekehrt  aber  ist 

77)  7l=A-iE 

+  Ä(2o>— 6»— c«)fir» 

+  nl.»  (38a«— 196« —19c«  -oW+26V-c»o«)£ar« 

oder 

78)  a=^— |iE 

Gaos  iholiche  Fornelo  erfeben  «ich  ffir  die  Winkel  B,  C 
«od  q>,  €. 

Geht  man  blos  bis  aof  Glieder  der  zweiten  Ordnung ,  so  ist 
nit  Veniachlässigang  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung : 

79)  ^  Ä=©  +  JiE,  ©=J»— {iE; 
C=€+;£,  €=C-JiS; 

wdciies  bekanntlieh  das  Legendre'sche  Theorem  ist,  wenn  man 
mr  fiberlegt,  dass  in  allen  unseri^  obigen  Formeln  £  den  halben 
Excess  bezeichnet. 

Leicht  würde  man  in  die  obigen  Formeln  auch  den  ganzen 
Excess  einführen  können,  was  wir  dem  Leser  überlassen. 

Dra  eine  Controle  für  dte  Richtigkeit  unserer  Rechnungen  zu 
haben,  wollen  wir  mittelst  des  aus  w)  sich  ergebenden  Ausdrucks 
von  £,  nämlich 

£=:t©ar«+A(a«+6*+c«)2>J:* 

+  T4o(a*  +  A*+c*+a^+AM+cV)a)4r«, 

die  Gr5sse  cos£  nach  der  Formel 

cos  £=1— !£«+,',£* 

entwickeln,  und  den  sich  ergebenden  Ausdruck  mit  dem  oben  in 
44)  atif  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Ausdrucke  von  cos£ 
vergleichen« 

Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 


L 


40 

I 

JS« = i5)*a:*  +  ,»g(a«  +  6* + c«)  D^o:« 

+  Ti(T  (a* + A*  +  c*  +  a«A« + 6«c*  +  cV)  2>«a:» 

and 

also 
cosiB=l  — i©«x* 

-:-j+T4*io(a*+6*+<J*+a«ft»+6V+c«o«)        j    g>»x*. 
'+5Ai(a*  +  6*  +  ^*— 2a«6«— 26«c«— 2c*a«)  ' 


Da  nun 


«O      _I_       «4      _|_       15       —      *>» 


und 


iAä+uht  —  »1« 

—      40       _|_       04      __       %0      —    _T4 

ist,  60  ist 
C08iE=l— J©*a:* 

welches  genau  mit  der  oben  auf  ganz  anderem 'Wege  gefundenen 
Formel  44)  übereinstimmt. 

Um  eine  Controie  wie  die  vorhergebende  für  die  Richtigkeit 
der  obigen  etwas  weitläufigen  Rechnungen  zu  gewinnen,  war  die 
nächste  Veranlassung  zu  den  in  6.  4  gegebenen,  sonst  eigentlich 
für  unsem  gegenwärtigen  Zweck  nicht  unbedingt  erforderlichen 
Entwickelungen. 

§.7. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  spfaäriscfaen  Trigonometrie  ist 
80)  siniV- ShTgSÜTC * 
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Nun  ist  aber,  wie  leicht  erheHen  wird, 

co84(^  +  Ä+C)=— sinfi, 
co8i(B+C—A)=Hln(B+C—E); 

also 


81)  sinid^s^: .  ^p  .    ^, ', 


imd  folglich 


d.mnkoi^  _co8  jgsin  (J8+  C—E)-^  sin  Ecos  (B+  C-^E) 
SE  siD  Bsin  C 


ako 


j^.  8 .  sin i«!«     sin  (Ä+  C-  2£). 
®^^        8£      =       sioÄsinC     ' 


woraas  sich  nun  femer  leicht 


y  >  sin  JOi^^  2cos(J8j-  C— 2Aj 

8£*      "•  sin  ^  sin  C 

8» ,  sin  jq^g  _  2« .  sin  (J8+  C-  2£) 

SE»      ^  sin^sinC      ' 

^^  ^  S^.sinjai«  23.cos(iB+C-2JS) 

ajE*      —  sini?sinC 

8^.sintqx«_  2'*.sin(iB+C— 2Jg) 

5E*      ""  sin  Äsin  C 

.  u.  s.  w. 


efgiebt.    Also  ist 

(sin4ai«)=0. 


84) 


/8^ia,2\_    8in(g+0 

V  5^E      /'^     siDÄsinC 
/8^^inioi«\  _  _  2cos(iB+C) 

V  8£*      /~       siniBsinC' 
/83.siniat«\         2«,sin(J8+C) 

V  8£»      /■^"'     sin^STC"' 

CllS£iaf\—     2a.cos(J8+0 
"TE^      /~         sini^sinC    ' 


u«  s.  w. 


und  folglich 
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j^,    .    ,    ^         mn(ß+0  E 


2co8(J8-t-C)    jE« 
sinJSsinC  'O 

2«.8in(J»+C)      £» 


siaBsmC    'l.*2.3 

a^coß(Ä+o     £" 

"^     swBsinC    '  1.2.3.4 

2* .  sin  (B+  Q  E^ 

"~     sini?Biii6^      1.2.3.4.5 

+ 

oder 

m)  sin,«!  ~28inÄsinC'  1  ^28lnÄ*iir&-  1.2 

8in(Ä+ C)    (2JS)» 
"  isln  J»  sin  C 1373 

cos(^+0      (210" 
^äslnJBsinC*  1.2.3.4 

sin(J8+C)         (2£)ft 
+  2siDÄsiiiC"1.2.3.4.5 


Durch  Differentialioo  nach  E  erb&lt  man : 

^ =810  l«!  cos  5«!  ö^  =  1 8in  Ol  Kg 


—  1  ^^°^i   ^^«t sin  Ol  3.ai* 


«1    •    a£   — »•    m    •    dE 
also 

^  sinaj 

,   sin  Ol   8*.<ii*     ,      '    Ot      Soi  8.a|^ 

"•*'    «i    •    8£«  +* a«!  •8JE-  »£ 

—  1   ^1°^  8*.  gl*     ,   tftCosoi'-HBingi  Soi    S.ni* 

sin  Ol  8*. gl*  ,  .  giCOsgfVstngi   8.a|*  8.gt* 

—  *•    «1    •    8£?    '*•  ä^i  '"B]r''aB' 

Für  £=0  ist  Ol  ^0.     Bestimmt  man  nun  nach  den  bekami« 
ten  Regeln  die  Werthe  der  Brüche 
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810  a|       ,  Ol  cos  Ol — am  Ol 

iiQa  s 

«1  «i* 


fSr  0^=0,  so  erhält  ijoan 

(sinotX      -     /ci  cos  c^  — sin  ai\  _      , 

«od  es  ist  also  Dach  dem  Vorhergehenden 


d.  i» 


sin 
sin 


Daher  ist 


und 


oder 


ood 


2  cos  (ig +C)  _,  /8^>fli^         /8>qi'V 
sinÄsinC  -*V  a£*y     *^V  8£/  ' 


*'  V~31?/~~  Bio  Äste  C  "•"*  UidämdC»    ' 
89)  (-g^)=r4(cot/»+cotO 

90)  (^^^)=8|l  +  i(cotÄ«fcotC'"— cotÄcotC)J. 


Daher  ist 

'    *  sin  iösin  c ' 

(sinj&sinC         VsinJösinC/  ' 
oder 

92)  iii«=4(cotiB+cot Oi;+4{l  +  l (cotÄ«+cotC«— cotJfcotC)|£«; 

folglich 5  wie  man  darch  leichte  Rechnung  findet: 

2ai«— 6i«-ci«  =— 4(2cotil-.cotiB— cotC)£ 

(     2coti4*— cotÄ"=cotC«  1 

"*  j— cot2ircotJ?  +  cotO  +  2cotÄcotC3 
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und 

288(2cot^«— cotB«— cot  C^  ) 

+608(cot^(cotJ»+cotO— 2cotÄcotO  j  ^' 

Also   ist   nach   76)   mit  Vernachlfissigung   voo  Gliedern    der 
achten  Ordnung : 

+ A  (2cot^ — cotÄ-  cot  C)£« 

2cotil2— cotÄ«— cotC*  1^ 

— iV  (coti4(cotÄ+cotC)— 2cotÄcotC)  i       * 

und  folglich  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit : 

94)  Ti=A—lE 

-  4\  (2  cot -4  —  cot  J»— cot  €)£« 

_  y       2c0t^«— COtiP  — CotC*  i  ^3 

'  "  I  — rV  (cOt4(cotiB+cot O— 2cotÄcotC)  1 
Auch  ist,  wie  man  leicht  findet: 

— 4tl  +  l(2cot-4«— cot^(cotiB+cot€)+cotÄcotC)}JS», 

und 

öl  *  +  3*1*+  3ci*—  4ai«6i«+  fti^Cj« — 4ei«ai« 

=  16{7cotil«— cot^(cotÄ+ootC)-6cotiBcotC}J5?, 

so  wie 

3ai*-*i*— ci*— 2ai«6i«+86i«C4«— 2ci«ai^ 
=32|3cotil«+cotJ(cotÄ+cotC)+5cotÄcote)£*. 

Also  ist  nach  67)  und  66^) : 

95)  sin^=sin](-f  |cot^sin2(. JEJ 

+ 1  { 1  +  A  (24  cot  2l«— 7cot  J[(cotiB+cotO— ScotÄcot  Ol  sinH.E* 

und 

96)  sinTIscsin^  —  fCot^sini4.£J 

— l(l  +  A(4cotil«-7cot^(cotiB+cotC)— 5cotficotO)8ini<.£« 
oder 

97)  ?|^==l  +  ;cot^.f: 

+  llI  +  iV(24cotil«— 7cotJ(cotÄ+cotO-5cotJ?cotO|£* 
and 
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98)  ^?~=:l^l cot A.E 
^  smA 

—  I{l  +  ii(4cot^— 7cotJ(cotÄ+cotC)— 6cotÄcotC))JS«, 

Die  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  in  der 
Geodäsie  zu  zeigen ,  kann  hier  nicht  unsere  Absicht  sein ,  da  diese 
«ehr  wi^btige,  Anwendung  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt 
werden  kann.  Wir  bezweckten  hier  nur  eine  weiter»  als  gewöhn- 
lich geschieht,  getriebene  Entwickelung  der  Formeln  nach  einer 
Methode,  welche  leicht  erkennen  lässt,  wie  man  sieh  zu  verhalten 
laben  würde,  wenn  man  zu  noch  mehreren  Gliedern  fortschreiten 
wollte,  welchem  nothwendigen  Erfordemiss  uns  die  bisher  ange- 
wandten Entwickelungsmethoden  nicht  gehurig  zu  entsprechen 
scheinen.  Auch  braucht  hier  nicht  erläutert  zu  werden,  wie  man 
nch  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  die  Winkel  oder  Bogen 
nicht  wie  vorher  in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers, 
sondern  io  einem  andern  Maasse  ausgedrückt  werden  sollten, 
welches  Alles  zu  bekannt  und  namentlich  einem  Jeden,  wer  in 
peedätischen  Rechnungen  nur  einigermaassen  gpübt  ist ,  zugeläu6g 
ist,  als  dass  darüber  hier  noch  besondere  Bemerkungen  nothig 
sein  sollten. 


IV. 

Anwendung^  der  Theorie  der  irm- 
hillliingrsciirveii  auf  die  Debatten-, 

constmcUoneii. 

Von 

Herrn  C.  T.  Meyer, 

Bergwerkscandidaten   zu    Freiberg. 


So  vielfache  Anwendung  die  Mathematik  schon  in  jeder^  Be< 
uehaog  und  unter  den  verschiedenartigsten  Verhältnissen  erlitten 
bit,  so  ist  doch  nicht  zu  leusnen,  oass  es  auch  noch  Zweige 
<ler  Wissenschaft  und  der  Praktik  ßiebt,  wo  sie  entweder  ganz- 
kh  vermiest  wird»  oder  doch  wenigstens  ein  grosserer  Einfluss 
<i«rselben  zu  wünschen  wäre.  Zu  der  erstem  meser  beiden  Ab- 
^kethmgea,  nämlich  der  der  Wissenschaft,  gehOrt  auch  unstreitig 


die  Zeicbnenku 
griffe  zum  Theil  sei 
nicht  verltennen ,  di 
mehr  aeometrischc 
waDScneoBwerth  8 
sogenannten  eeonii 
gleich  auch  diese 
gen  de  Anwendmifr 
che  aacfa  daraaf  B 
Einflüsse  nnd  noch 
tencoDütractin 
will,  da  jener  in 

J'ectionslcfire"  auf 
Snv&hnung  gesche 
Scluia  aus  det 
dass  ich  mich  hiei 
sondern  vielmehr  i 
tigen  habe,  und  zi 
und  die  gekrdmnit' 
tencoDstjuction  gei 
chend  einwirltt.  I 
Rotati  onskürpern  t 
der  gekrümmten  0 
werden ;  die  Rotat 
86ndere  Fälle  Jen 
tfaeils  reicht  aber 

gleich  för  zwei  vi 
liernacb  ist  es  au 
mentlich  mit  den  1 
tigen  werde ,  zim: 
KOrper  sind,  närnl 
ses  und  der  Kei^el 
hungs'  Parabolold  i 
beiden  der  genannl 
so  wird,  da  Ihre  t 
ist  (s.  Hnmioet; 
der  Schatten, 
werden  bünnen,  and 
obgleich  das  Print 
eben  so  gut  an  ihi 
Nicht  immer  i 
nometrischen  (d.  I 
metrischen)  Darst« 
selben  Gattnng,  al 
Kurper  entstanden 
von  den  Abbildung 
schiefe  ProjectioD 
Es  [iecen  nun 
Wortnng  das  Havpittiema  des  l^oigendeti  Ist;  I)  wie  nao  n^ 
llberseugen  kann ,  ob  der  Schatten  eine  Curve  dersehen  Art  gleM 
als  die  Rotationsfläche  zeigt  (d.  h.  ein  Elllpsoid  eine  EUipse,  ^ 
Paraboloid  etne  Panbet  etc.)  oder  äberfaaupt,  w«lche  (XKT»  !■ 
Sehatten  eststcht;  iQ  in  wvlchtn  Fäneo  für  di*  Cnven  ia  ■**' 
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Itft  Oidmvig  diev  Sohatten  ^m  Curfe  deradlMi  Art  giebt»  und 
3^  in  fv«feh60i  VerhiltniM  dau»  die  neue  Car?e  ateht>  und  wie 
«Mie  Vereuifachuog  der  CoiMstniettoo  eintreten  kann,  wasakhfrt^* 
licfc  mAon  mehr  auf  einzelne,  «pecielle  Fälle  beziefaL 

Diese  drei  Fragen  werde»  iedocb  nicht  scharf  getrennt  abge- 
bandelt  werden,  da  sie  ihrer  Natur  nach  zu  ene  verwandt  sind, 
als  liasa  dies  ohne  Weitläufigkeiten  und  Wiederholnngen  geschehen 
btante.  ^  Zur  L5sung  der  gestellten  Aufeaben  ist  es  nur  vorerst 
erforderlich,  zu  zeigen,  von  welchem  Principe  der  Schatteneon- 
stmctioD  wir  hier  im  Allgemeinen  auszugeben  haben,  es  ist  die 
Basis  anzuheben,  wodurch  die  Theorie  der  Umhüllungscurven  in 
Wirksamkeit  zu  treten  vermag. 

Da  es  sich  hier  lediglich  um  dasPrincip  handelt,  und  solches 
aa  acbwerea  Fällen  mit  uicbt  mehr  Vortbeil,  als  an  einfachem, 
und  nur  mit  ^usserer  Uodeutlichkeit  dargethan  werden  konnte, 
WM  maa  deiui  in  allen  Stücken  von  dem  Einfactv^ren  zum  Compll- 
cirtertto  übergeht,  so  werden  wir  auch  hier  einen  der  einfachem 
FlUe  als  Grandlage  annehmen ;  es  stehe  näaüicb  der  den  Schat- 
ten weffende  Rotationskörper  mit  der  Ebene  seiner  Neigung. paral- 
lel  den  Lichtstrable.  Ist  dies  nicht  der  Fall ,  so  wird  dadurch 
das  Gänse  nicht  geändert  und  blos  wenig  modificirt,  wie  wir  spä- 
ter dujrch  ein  Beispiel  sehen  werden. 

Es  sei  z.  B.  der  horiaentale  ScMagscbatten  (natürlieb  geome- 
trisehe)  eiaes  Rotationskörpers,  wie  ABCD  in  Taf  I.  Fig.  1.  Om 
Aafriss  sind  die  Buchstaben  mit  einen  Index  versehen)  zu  finden, 
der  von  Lichtstrahlen  parallel  der  Richtvng  x  beleuchtet  wird. 

Da  bierbet  die  Aufrissebene   meist  blos  dazu  dient,    um  die 
Rotataisflflche   ihrer  wirklichen  Gestalt  nach  dem  Beschauer  zu 
irigen,  mid  überhaupt  mehr  nur  als  Hilfscönstruction  zu  betrach- 
te« ist,  so  wird  man  sie  gewöhnlich  parallel  der  Neigung  des 
Rotatfesskörpers  gelegt  finden ,  und  sollte  dies  nicht  der  Falfsein,' 
so  fcuin  man  sich  auch  leicht  ein  derartiges   Profil  verzeichnen  ; 
docb  soU  hierdurch  keineswegs  angedeutet  werden,  dass  dies  un- 
bedingt nothig  sei,   sondern  es  dient  nur  zur  Vereinfachung,   wie 
man  auch   selbst  aus  dem  Verlaufe  deutlich  sehen  wird;    auch 
flamme  I  hatju  fihnliches  Verfahren  bei  der  Schattenconstraction 
der  Kugel  befl^B  (8.  44,  de»  obengenannten  Werkes). 

Man .  sucl^Vkierst .  den  Schatten  einer  durch  die  Axe  EF 
tebenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des  KOrpers  liegenden  Ebene 
uAW  (es  ist  dies  am  einfachsten),  was  leicht  nach  den  gewuhn- 
liehen  Kegeln .  der  optischen  Zeicbnungslehre  geschehen  kann. 
Ist  die  Begrenzungslinie  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wir  hl«r  ausgehen,  so  wird  man  sich  der  Aufsucmmg  einzelner 
Punkte  Uns  dann  bedienen,  wenn  die  Curve  eine  Hyperbel  ist, 
da  deren  Constraction  selbst  nicht  viel  Vereinfachung  gewährt^ 
hat  man  es  aber  mit  einer  Parabel  oder  Ellipse  zu  thun,  so  wird 
mao  cweckmässig  nur  wenig  Punkte  bestimmen  und  dann  sogleich 
die  Oarve  auf  gewöhnlichem  geometrischen  Wege  vollends  aus- 
Miren.  Es  ist  hierzu  freilich  eHbrderlicb ,  zu  wissen,  dass  auch 
dir  Schatten  dieselbe  Crattung  der  Qirven,  als  die  Rotationsflfiche 
ia  der  Bejprenzungslinie  zei^,  und  ich  will  daher  mit  wenigen 
Walten  dies  n&ber  erlftatem,  da  eine  aasführlicbere  Bewelslnb- 
i»g  OHch  sa  weit  vera  eigeatlichen  (Segeastande  abflSbren  würde. 


den  Grandriss   des  L 

flicb  bei  ihrer  AbbilduDg  in 
ihre  Coostanfen  verschiedenf 
bleiben  alle  Ordinaten  (nenn 
Bcoaxe  betrachtet)  gleich  eroi 
welche  sich  vergrDssert  oder 
Lichtstrahles  x  gegeo  den  Uo 
(Taf.l.  Fif(.2.)>  unäzwar tritt. 
X,  Bin  a 

™°  '=üi(frS).  ••  J»» 

,f  X.Sinn   \   .    , 

y'=>^Un(p-a);  •""'  *""' 

TriÄ  aber  der  Lichtstn 
Schatten  werfende  FISche,  et 
Liaien  der  zweiten  Ordnane, 
rige  f  nicht  rechtwinUig  anf  i 
gewDnnlichen  Gleichungen  z< 
nicht  bewiesen  werden  kann, 
ist,  dasB  es  noch  für  viele' a 
bat.  (Ea  ist  hier  natürlich 
sen  eehörig  angesehen  worde 
wo  kleioe  und  «ome  Axe  de 

Hat  man  sich  den  Schs 
Fig.  1.)  daraestellt,  so  verzei 
eines  der  ^eisachnitte  rechti 
Bei  der  La^e  des  Kürpers, 
bar,  dass  die  beiden  Axen  di 
tioDsaxe  und  rechtwinklig  di 
einer  schiefen  Beleuchtung  ai 
Spiel  zeigen  wird ;  es  ist  di« 
sehr  erleichternder  Umstand. 
jnOglichst  kleinen  Abständeu 
liehe  Ellipsen  nach  den  Axei 
diese  den  Schatten  von  eben 
ten  Durchschnitten  des  Rnt 
Verbindung  ihrer  Conturen  tu 
pers  selbst  sein.  Je  näher  m 
weniger  kann  man  fehlen,  ur 
so  wird  der  Schatten  auch  gc 
Worten,  eine  Umhallungi 
gesuchten  Schatten. 

Hieraus  folgt  nun  so^lei 
anfgeworlenen  Fragen:  wie 
Curve  als  Begrenzungslinie  d 
wie  in  der  Figur,  oben  und  ui 
resultirt ;  denn  man  braucht 
Theorie  der  UmhfiMungscurv 
Werke  „Elemente  der  Alg 
berechnen,  indem  lihnlicfae  El 
welches  durch  die  erste  Scha 

Auf  das  Nähere  tiber  U 
besonders  ein,  da- sowohl  der 


i» 


.    »'«  B<«jenaingdim.  iu  Schau«™  j"  Zieh  dte  A«  r.,1.. 

also  wieder  eine  Parabel,  deren  Parameter =-£^^?iiIfL  s«*     j    . 

kommt  hierauf  , veiter  nicht«  an,  sondern  wlrÄbS^ß  h  . 

Parabel  im  Schatten  aus,  derei  Gleichün? wfr  „  Sll^''  '»?  «'•'■ 
Jollen.  I«t  nun  fe  die  Schattenprojection  d«  ^e  T;^""^  "*'""1° 
der  kleinste  Abstand  derselben  von  der  Curvf  ÄÄ^"^ 
Scheitel),  welchen  wir  d  nennen  wollen  «n  »i!^ j  (paturlicli  vom 
eine  ümhülluogscurve  ähnlicher  ^Ä  sZ^'VZ  S^"'l! 
^ch  auf  fe  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  forih«»!!?  ™'ttf'punkt 
Axen  Sic),  nach  den  Entfernungen  der  cür/o^„r!f '  ;""''*•  ^'® 
Michneii  wir  die  variable  Halbiie  der  Fll?^!  a  u^  *"''*'"•  Be- 
andere Halbmesser  «r,  da  d  ?Elliie„  1^1?  h^T'' '"'  f."  ""'"^  ^er 
n  die  VerhSlfnisszahl  zwiscLn  bSfden  Win  ry  ?'i*"'  ^•°» 
«=1.  so  ist  die  fortbufende  Linie  eb  K^Z  '***'*,"*«*'  «nd  Ist 
aufrechter  Stellung  des  Körpers  ertretenwü  dl  ''t^^'^^^  bei 
fem«  die  variable  Entfernung  des  Halbme«ers  V  S.?*^*'''"*"  '^^ 
BommeDen  Anfangspunkte  o  durch  «Sn*fl1 /l  '^"",*'em  ange- 

^M.die  CoofdLten  der  D.^en  Ä  so  wUf*''^^"^^ 
chuBg  Jer  Ellipse :  *  *"  '^'™  "»«h  der  Glei- 

I 


nd  nach  der  der  Parabel : 


woraus  folgt:  ■;  ^ 


«V+(«-a)«=n>(d+fl?)« 


w  sobstitniren.  aessen  Werth  dann  wieder 

Oifferenziirt  man  daher  obige  Gleichung,  m  folgt: 


2(«-^)=2»«(rf+i')??, 
TheillX. 
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wonach  sich  a  als  eine  Function  des  3ten  Grades  von  x  darstelR; 
und  bei  der  Substitution  derselben  in  obip^e  Gleichung  ist  leicht 
ersichtlich^  dass  eine  Curve  höherer  Ordnung  resultiren  müsse» 
worauf  wir  uns  aber  nicht  weiter  einlassen  wollen ,  da  wir  dasselbe 

einfacher  zeigen  können^  indem  wir  <2=^^  annehmen;     es    wird 

dann: 


und  sonach: 


3  _  B       

»v+(-+v^0)»=««(2&+\^£;^,)'. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  noch  n=l>  so  wird: 

offenbar  die  Gleichung  eines  hohem  tSrades. 

Viel  günstiger  föllt  schon  das  Resultat  aus,  wenn  der  Körper 
durch  eine  hyperbolische  Linie  begrenzt  j&t,  d.  h.,  wenn  die  Pa- 
rabel der  vorigen  Aufgabe  in  eine  oalb (Hyperbel  übergebt 

Behält  man  vorige  Bezeichnungen  bei»  so  ist  in  diesem  Falle: 

r=|VPT^— a  +  rf, 

wo  a  und  h  die  Axen  der  Hyperbel  bezeichnen,  und  ist  die  Axe 
des  Rotationskor[)ers  zugleich  die  der  Hyperbel ,  so  dass  sich 
also  gleichsam  eine  ganze  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Axe 
dreht  (wie  Taf.  I.  Fig.  1.  darstellt),  so  wird: 

Für  den  FaU  r=|V6«+i««— a+d  erhält  man  ebenfalls  ^e  j 


51 


Curvc  huhern  Grades,  für  r=^V  6«+a«  resultirt  aber  wieder  ein^ 

Hyperbel,  was  sehr  erfreulich  ist,  da  gerade  letzteres  Verhältniss 
das  des  «[ewShDiicheD  Umdrehungs-Hyperboloids  ist. 
Setzen  wir  vorerst: 


80  ^ht 


f=jV6*+o*— a  +  rf,. 


über  io : 

>iV+  («— a:)2=n«  (J  VÄäT«"+  d-  a)« 

=»»  (2o« +^^H-2  (rf-o)j  V"P+^+<P-2ad). 
Die  Differentiation  giebt: 

V^H^^  [«(1  --^)  -x]  =««(d-a)  j . «, 

(««a-^)"+^-^(l-^)«)(6*+««)=i.«(rf-o)«p.a«. 
Bezeichnet  man  1  —  -p-  durch  fi,  so  wird:  l 

«'-«'>+«'(^+**' J?--p)-«--^+-;ir=0- 

Bestimmt  man  hieraus  a,  so  wird  solches  eine  Function  sein; 
11  welcher  x  unter   dem  vierten  Wurzelzeichen  vorkommt ,   und 

4 

setzt  man  daher  all^emeip  a==9(V^)  und  substituirt  diese  GrOsße 
oben,  so  ist  durch  eine  leichte  Betrachtung  sogleich  zusehen,  dass  d; 
ndt  dem  vierten  Wurzelzeichen  behaftet  nicht  ganz  verschwindeu 
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kaDD»   60  das8  also   eine  Gleichung  tod  weDigstens  dem  vierten 

Grade  entstehen  muss. 

« 

Bedeutend  einfacher  wird  die  Rechnung  fiir 

denn  es  wird  nun: 

n^«+(«-a:)«=n«.p(6«+a«); 
diCerenziirt : 

a — x= — Äi"***' 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung: 


=  1, 


fl2       62  _  „2^2 

d.  i.  die  einer  Hyperbel ,  wo  die  irfihere  Axe  n  unverändert  bleibt 

b  aber  in  \fb^ — «*a*  übereeht  (y  sind  hier  die  Abscissen,  x  die 
Oiriinaten  der  neuen  Hyperbel). 

Ist  6*<n*a*,  80  wird  die  Curve  nach  der  Formel  eine  Ellipse, 
doch  ist  dies  augenscheinlich  nur  für  die  nächsten  Punkte  des 
Scheitels  möglich ,  so  dass  also  die  andern  Ellipsen  keine  ümhUl* 
lunsscurve  eeben  können ;  die  nächst  m-ossere  wird  immer  die 
anoere  umschilessen.  Der  Schatten  wira  dann  auch  nicht  mek 
von  der  (Jmhullungscurve  abhängis  sein,  sondern  i^ur  aus  dev 
beiden  Endellipsen  bestehen,  die  sich  dann  sehneiden  müssen. 

thirch  diese  Gleichung  hat  man  nicht  nur  bewiesen,  dass  der 
Schatten  des  Hyperboloids  wieder  eine  durch  eine  ganze  Hyperbel 
begrenzte  Fläche  ist,  da  sich  die  Axe  a  nicht  ändert  j  was  in  vie- 
len Fällen  schon  von  Nutzen  sein  wird, ,  spnd^n  man  kann  auch 
sogleich  diese  Hyperbel  nach  der  Abhängigkeit  der  neuen  von  der 
alten  Axe  a  und  o  eoöstruiren ,  was  zwar  nicht  einfach  ist,  aber 
doch  in  vielen  Flilieii  einen  Vormig  di^egen  verdient,  dass  man 
lAch  durch  Schnitte  o.  a.  mehr  Punkte  des  Schattens  bestimmt 
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Von  noch  grSsserm  Vortheil  als  beim  Hy^rboloide  wird  aber 
die  Constmction  durch  UmhfillaDgsctnTen  bei  dem  Umdrehuoss- 
EUipsoide  oder  Sphäroide  und  dem  Umdrehungs  -  Paraboloide, 
woran  sich  dann  ein  Korper  schliesst,  der  aus  der  Drehung  einer 
Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe  entsteht.  In  diesen  Fällen  resultirt 
oicnt  nur  dieselbe  Curve,  sondern  es  ergeben  sich  auch  ziemlich 
einfache  Abhängigkeitsverhältnisse,  welche  von  wesentlichem 
Notzen  tür  die  Zeichnung  sind. 

Aus  der  Verglelchung  dieser  Fälle  mit  den  varigen  ersieht  man 
ngleichy  dass  aUemai  dieselbe  Curve  entsteht ,  wenn  die  Botatioo 
na  eine  Axe  statt^det,  dass  sich  aber  eine  Linie  höherer  Ord-, 
DUiig  ergiebt»  wenn  die  Rotationsaxe  nicht  mit  einer  Axe  der  Er- 
xragungscurve  zusammenfallt >  daher  auch  bei  der  Ellipse  und  der 
Hyperbel  zwei  verschiedene  Rotationsbewegungen  möglich  sind^ 
itolich  um  die  grosse  and  kleine  Axe,  bei  &t  Parabel  aber  b|os 
eine  einzige  um  ihre  eine  Axe,  um  im  Schatten  eine  Curve  der- 
selheo  Art  zu  erhalten. 

Ich  werde  nun  auf  diese  KOrper  specieller  eingehen  und  «war 
Mm  EHipsofde  beginnen. 

1)  SoU  (Taf.  1.  Fig.  3.)  ein  geneigt  stehendes  Spbäroid  ABCti 
(wo  wir  den  aUgemeinen  Fall  annehmen ,  dass  die  Kotation  um  die 
grosse  Axe  stat^efunden  hat)   als  Schatten  auf  der  horizontalen 
Bodeofläche  projicirt  werden,   so  wird  man,  wie  früher  schon  an- 
meben,  erst  den  Schatten  einer  rechtwinklig  zur  Neigung  Tiegen- 
m,  durch  die  Axe  Aß  gehenden  Durchsdinittsääche  bestimmen 
ond  daDD   die  Umhüllungscurve  der    ähnlichen   ElDpsen  suchen^ 
welche  die  Prqjectionen  von  Schnitten  rechtwinklig  zur  Axe  dar- 
ben ond  deren  Fortschreiten  durch  die  erstere  Ellipse  gegeben 
wird.    Es  sei  nun  die  Gleichung  der  erstem  Ellipse  aofg,    bei 
^beiultung  der  frühem  Benennungen, 


io  wird,  da  wie  früher 


^+^^^=^'=1 


>sti  geht  man  vom  Mittelpunkte  o  aus, 

Differenziirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt: 
vad  folglich  wird  die  Gleichung  der  UmhüUungscurve : 
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Uer  gesuchte  Schatten  ist  also  eine  neue  Ellipse ,  deren  kleine 
Axe  gleich  der  des  Schattens  des  ersten  Schnittes  bleibt»  während 

die  grosse  =:V^a* +  »****  wird,  d.  h.,  man  muss  b  mit  dem  Ve^ 
hältniss  n  (welches  man  leicht  durch  Messen  zweier  beliebigen  r 
und  nr,  etwa  o/'nnd  oc,  mit  einem  Maasstabe  und  Division  erhal- 
ten  kann,  wenn  es  nothig)  mnitipliciren ,  welche  Grösse  0Ogleich 
in  oc  und  pd  gegeben  ist^  und  dann  die  Hypotenuse  zu  den  recht« 
winklig  ar/  einander  gelegten  Linien  a  und  nb  ziehen,  mn  di« 
grosse  Axe  zu  erhalten.  Noch  einfacher  kann  man  dieselbe  auch 
dadurch  findet),  dass  man  tangential  an  den  Aufriss  in  der  Rich- 
tung des  Lichtstrahls  eine  Linie  zieht  und  deren  Fasspunkt  aof 
die. verlängerte  ab  projicirt;  denn  man  muss  den  Endpunkt  erhal- 
ten ,  da  der  Aufriss  als  ein  Vertikaldurchschnitt  betrachtet  wer 
den  kann. 

Es  Ist  einleuchtend,  dass  man  bei  gewöhnlicher  Ausfübüi; 
nicht  einmal  erst  die  Ellipsen  abfg  und  ctifg  zeicl^nen  wird,  m- 
dern  man  findet  nur  die  Punkte  a,  o ,  f,  ff,  c  und  ä,  wo  oa=oh^^i 
of=off=:by  oc=zod:=znb  ist,  und  construirt  dann,  nachdem  man, 
wie  angegeben ,  die  neuen  Axen  gefunden  hat ,  sogleich  die  Schat- 
tenellipse,   wa£f  am  besten  durch  Krümmungskreise  erfolgen  wird. 

Ist  das  Elilpsoid  durch  Drehung  um  die  kleine  Axe  entstan- 
den ,  so  bedingt  dies  nur  wenig  Unterschied  und  kann  somit  füg- 
lich übergangen  werden. 

2)  Den  Schatten  eines  Umdrehungs  •  Paraboloids ,  wie  ABC 
zu  verzeichnen  (Taf.  IL  Fig.  L). 

Das  Verfahren  bleibt  oem  frfihern  ganz  ähnlich,  daher  wir 
uns  hier  auch  ziemlich  kurz  fassen  können.  Der  Schatten  des 
Schnittes  durch  CDFG  ist  cdfff,  und  zwar  wieder  eine  Parabel 
nach  der  ffllhern  Angabe;  man  hat  nicht  nothig,  sie  zu  verzeich- 
'nea,  sondern  es  genfigt,  die  Punkte  c,  d,  fund  ff  zu  wissen. 
Der  Schatten  irgend  eines  Kreisschnittes  giebt  die  A'xenpunkte  k^ 
A,  I,  /,  oder  emfacher  nimmt  man  gleich  /*,  ff,  a,  6,  und  es  ist 
nun  die  Umhüllungscurve  zu  suchen ,  welcne  entsteht ,  wenn  äho- 
liebe  Ellipsen  aui  der  Linie  cd  nach  dem  Gesetze  der  Parabel 
fortschreiten.  Bezeichnet  man  analog  den  frühem  Beispielen  ok 
durch  r,  oi  durch  nr,  nennt  das  variable  co=:a  und  die  Ooordi- 
naten  der  neuen  Curve  :c  und  y  vom  Anfangspunkte  c  aus,  so 
wird,  bezeichnet  man  durch  p  den  Parameter  der  Curve  fyc: 

^  ,  («— jr)«_  , 

•  •  * 

und 

r*=pa, 

also: 


differeoziirt : 


woraus  folgt: 
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»y + («— «)'=mV«  ; 

2(«-x)=p„.,  «=H2!+J.. 


^=p(^+.) 


9   - 

2 


d.  i.  die  Gleichnng  einer  Parabel ,    deren  Anfangspunkt  um  ^ 

weiter  auf  der  Ab^cissenaxe  zurückliegt  als  bei  der  Parabel  y^=va:. 
Es  Bodet  sonach  hier  das  eigenthfimliche  Verhältniss  statt,  dass 
die  neue  Curve  von  der  alten  nur  dadurch  verschieden  ist,    dass 

ihr  Anfangspunkt  um  -j- weiter  hinausgerGckt  wird.  Ist  die  Ellipse 

rä  Kreis y  d.  i.  it=:l,  so  wird  die  Entfernung  j,  d.  h.  der  »Schei- 
tel der  alten  Parabel  giebt  dann  den  Brennpunkt  der  neuen.  Um 
ono  ditBe  Parabel  zu  verzeichnen,  ist  vor  Allem  nuthig,  p  zu  be- 
«timmeD ,  was  ganz  einfach  auf  rein  geometrischem  Wege  erfolet, 
indem  in  c  der  Scheitel,  in  f  oder  ff  ein  beliebiger  Punkt  der  Pa- 
rabel vom  Parameter  p  gegeben  ist';  man  verbinde  f  und  c  durch 
ehie  gerade  Linie  und  errichte  darauf  in/*  ein  Perpenaikel,  welches 
die  ^scissenaxe  in  m  schneidet,  es  ist  sodann  md^=p.  Die  Ver- 
hSltnisszahl  n  findet  man,   wie  beim  Umdrehungs-Ellipsoide  ange- 

g«bw.  =^  (oder^,  ond  nimmt  man  daon  p  !^«al  «od  trägt 

solches  von  c  rückwärts  auf,  so  findet  man  den  neuen  Scheitel  C], 
v«n  welchem  aus  man  nach  der  gewöhnlichen,  ziemlich  einfachen 
Parabelconstruction  diese  selbst  verzeichnet.  Auf  andere,  ein- 
fachere, Weise  kann  man  auch  den  Scheitelpunkt  wie  beim  Sphäroide 
finden,  so  dass  man  also  nicht  einmal  n  zu  bestimmen  braucht. 
Am  Ende  schliesst  die  Parabel  natürlich  tangential  an  den  ellipti- 
schen Schatten  der  Basis  des  Korpers  an. 

3)  Zwischen  dem  Sphäroide  und  dem  UmdrehungsParabololde 
■ntteo  Ifine  steht  gleichsam  der  dritte  zu  betrachtende  Körper, 
der  nämlich,  welcher  aus  der  Drehung  einer  halben  Hyperbel  um 
Ihre  Absoisaenaxe  entsteht;  denn  in  der  Formel  ist  die  Abweichung 
vom  EHipsoide  gering,  während  er  sich  der  Gestalt  nach  mehr 
dem  Paraboloide  nähert. 

Eine  abermal^e  Wiederholung  der  Zeichnung  wäre  jedenfalls 
überflüssig   und    ich    beschränke    mich  daher  hier   darauf,    blos 
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die  Formel  fiSr  dieScliatteD-ilyperbel  herzuletteo,  zamal  ein  sokiwr 

Kurper  nur  selten  vorkommt. 

Behält  niaa  die  fruhero  BezeichnuDgeo  bei,  so  wird  die  Glet- 
.    chung  der  Ellipse  wieder: 

während  man  für  die  Hyperbel  hat: 


««     r« 


A2 *> 


es  ist  hier  er»  also  auch  x^  vom  Mittelpunkte  (nicht  dem  Scheitel) 

der  Hierbei  aus  gezählt    Fuhr^ -*-  ^—^ — 

wuhnlich  durch »  so  erhält  man : 


differenziirt : 


n  V  +  («-  ^)*= n* .  ^  («*  -  «*); 


und  sonach 


O;«  -« 


aa_n«6«     6« 


d.i.  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  wo  die  grosse  Axe  =  V  a* — ^»*6*, 
die  kleine  =6  ist. 

Einen  Debelstand  bei  der  Verzeichnung  eines  solchen  KOrpers 
giebt  nun  aber  die  Bestimmung  von  a  und  b^  welche  Mos  mittels 
Kechnung  erfolgen  kann,  indem  man  mit  dem  Maasstabe  zu  zw^ 
verschiedenen  Abscissen  in  der  erstem  Hyperbel  zwei  verschie- 
dene Ordinaten  abnimmt;  aus  zwei  Gleichungen  lassen  sich  dann 
zwei  Unbekannte  a  und  b  finden.  Dies  ist  natürlich  blos  nStlng, 
wenn  die  Gleichung  de^  schattenwerfenden  Kurpers  nicht  bestimmt 

fegeben  ist,  da  sich  sonst  hieraus^  wie  oben  gezeigt,  a  und  b 
nden  lässt.  Ein  um  so  günstigeres  Verhältniss  ist  es  daher,  dass 
gerade  dieser  Kurper,  wie  schon  erwähnt,  zu  den  seltenen  ^ehuft 
und  durch  das  früher  beschriebene  Hyperboloid  vertreten  wird. 

Ich  hoffe,  dass  durch  das  Vorhergehende  das  Princip,  auf 
welches  es  wesentlich  ankommt,  hinlänglich  deutlich  geworden 
sein  wird ,  so  dass  man  in  vorkommenden,  mehr  oder  weniger  ab- 
weichenden Fällen  im  Stande  ist,  sich  selbst  neue  Formeln  and 
Abhängigkeiten  zu  entwickeln. 

Zum  Schlüsse  der  Betrachtung  über  ^Rotationskörper  will  ich 
blos  noch  ein  Beispiel  anführen,  um  zu  zeigen,  dass  das  Vereh- 
ren sich  nur  wenig  ändert,  wenn  die  Lichtstrahlen  nicht  paralld 
der  Ebene  seiner  Neigung  auf  den  KOrper  faUen ;  es  treten  dano 
zusammengehörige  Durchmesser  an  die  Stelle  der  Axen. 
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Wa  ^  abo  (Taf.  IL  Fig.  2.)  ein  SphSroid  ABCD  von  ein^n 
ftowohi  im  Grand-  als  Aufriss  schief  stehenden  Lichtstrahl  X  be- 
leachtet  und  es  soll  der  Schatten  gefunden  werden,  den  es  auf 
die  horizontale  Bodenfläche  wirft* 

(Um  auch  die  sehr  nützliche  Anwendung  auf  dad  geometrische 
ZeicoDMi  darztttbun,  sei  es  mir  erlaubt,  hier  abweichend  darauf 
infinerksam  zu  roacbeli,  wie  leicht  sich,  bat  mwi^AiBiCiDilok 
Anfrtss  gegeben,  diese«  EUipsoid  in  den  Grundriss  zeichnen  läi^st;) 
man  bat  blos  nOthig,  die  Linien  a%,  /3/3|  tangential  von  d^r 
Ellipse  des  Aufrisses  herabzuziehen,  so  giebt  ap  eine  Ajec  der 
Ellipse  im  Grundriss,  während  die  zweite  rechtwinklig  dagegen, 
FG,  oatüHicb  gleich  C^Di  ist;  hieraus  verzeichnet  man  oann 
leicht ,  am  besten  durch  Krümmungskreise,  die  Ellipse.  Es  genügt 
ZOT  Erklärung  dieses  Verfahrens,  vorher  zu  wissen,  dass  wieder 
eine  Ellipse  resultiren  müsse,  und  dies  ist  einleqchtend,  da  man 
sich  als  JBlIipsen  darstellende  Kreise  bat,  die  wieder  nach  einer 
projidrten  Ealipse  fortschreiten,  ganz  ähnlich  wie  bei  dem  früher 
Mschriebenen  Falle  der  iSchfittenconstruction.) 

Blaa  verzeichne  sich  zuerst,    ganz  wie  früher«   den  Schatten 
eiaer  durch  die  Axe  CD  gehenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des 
Kdqiers,    also   auch    rechtwinklig    zur    Aufrissebene,    uegendeo 
Schaittebene,   abfg^    und  hieraur  den  Schatten  eines  Kreisdurch- 
«cboittes  des  Korpers,  am  besten  den  durch  die  Mitte,  als  cdfg. 
Es  ist  nicht  nuthig,    beide  Zeichnungen  auszufahren,   sondern  es 
genSst,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  einer,  nämlich  am  besten 
der  kleinern,  was  von  der  Neigung  des  Ellipsoids  abhängt;    hier 
md  man  also   blos  ahfg  auszufünren  haben.     Die  Construction 
AcwT  Ellipsen  ergiebt  sich  daraus,    dass  sowohl  ab  und  gf^  als 
auch  fy  und  cd  zusammengehörige  Durchmesser  derselben  sind, 
woToo  man  sich  dadurch  überzeugen  kann ,    dass  sowohl  die  Axe 
ABy  aJs  auch  der  Kreisdurchmesser   CD   alle  mit  dem  andern 
Durciimesser  parallele  Sehnen  halbirt,  was  auch  im^  Schatten  blei- 
ben musa.    Die  Aufgabe  besteht  nun  eigentlich  darin,  die  Urahül* 
loosscurve  zu  suchen,  welche  aus  der  Fortbewegung  von  Ellipsen 
ibolich  cdfg  auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  von  Pa- 
rallelen mit  gf  oder  of  in   der  Ellipse   abfg   entsteht;    dasselbe 
Resultat  ergient  sich  aber  auch,   wenn  man  umgekehrt  Ellipsen 
ähnlich  abgf  auf  cd  nach  den  Ordinaten  der  Ellipse  cdyf  sich 
fortlaufend  denkt,    was  auch  aus  der  Betrachtung  des  Ellipsoids 
selbst  hervorgeht,    und  darauf  gründet  es  sich,    dass  man  eine 
beliebige  der  neiden  Ellipsen  ausziehen  kann,  nämlich  die,  welche 
man  als   fortschreitend  annimmt,    wozu  man  natürlich  lieber  die 
kleinere    wählt«     Dass   aber   überhaupt  eine   Ellipse   ausfj^ezpgen 
werden  muss  und  man  nicht  wie  bei  dem  frühern  Falle  einer  pa« 
ratlelen   Beleuchtung   verfahren    kann,  soll  gleich  im   Folgenoen 
näher  gezeigt  werden.     Will  man  nämlich  diese  Aulgabe,  wie  sie 
hier  gestellt  ist,   sogleich   leisen,    so  wird  man  nicht  nur  Winkel 
einfOnren  müssen,   sondern  auch  ziemlich  grosse  Ausdrücke  der 
Abbingigkeit  erbalten ;  welche  für  die  Zeichnung  unbrauchbar  sind ; 
dagegen  kommt  man  zu  einem  sehr  einfachen  Resultate,   wenB 
man    die    zusammengehörigen    Durchmesser   der   fortschreitenden 
ESipse  verlegt,  nämlich  so,  dass  der  eine  auf  die  Linie  ßLllt,  auf 
der  die  Ellipsen  fortschreiten ;   es  wird  dann  hk  der  eine/  mn  der 
andere  der  zusammengehörigen  Durchmesser.  Hiernach  lassen  sieh 
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QUO  einfädle  AbhlagidceitsverbfiltDisse  der  UnütdUiingscarTe  finden. 
Bezeichnet  man  ok  als  Halbmesser  der  sich  verändernden  Eltipee 

durch  r  und  cm  durch  nr^    also  -x=n>  so  wird,  behält  man  die 

andern  Bez^chnWngen  wie  früher  bei,  so  dass  also  oe=zod=a, 
of=og=:bf  a:=£ntfemung  des  r  von  o,  a:  die  Abscitwe  der  Um- 
höllangscurve  von  o  a«s  und  y  die  dazu  eehOrlge  Ordinale  paral* 
kt  r  ist,  da  fiir  zusammenffefa$rige  Darchmesser  dieselben  Glei- 
chnngen  als  ffir  die  Axen  gelten : 

.  4 


r=|Li-Va*— «*, 


und 

6 
a 

wo  fi  das  Verhäitniss  angiebt,  in  dem  die  mit  h  parallelen  Dnrch- 
raesser  zu  dem  variablen  r  stehen  (es  ist  dies  ein  constantes  Ve^ 
hältniss ,  da  beide  Linien  immer  denselben  Winkel  ein8chliess6D4e 
Durchmesser  ähnlicher  Ellipsen  sind).  Es  ist  nun  aber  htemKbhf 
in  dem  Stande  wie  ok=(ih,  und  bezeichnet  man  diese  constanfip 
Grösse  durch  /,  so  wird  demnach: 

und  folglich 

welche  Gleichung  wir  auch  früher  hatten,  nur  dass  hier  /  statt 
dort  b  steht.    Ganz  ähnlich  wird  daher  auch  das  Resultat: 

die  Gleichung  einer  Ellipse  zwischen  znsammengchtirigen  Durch- 
messern, von  welchen  einer  =V^a*-f  n*/*  ist  und  der  andere  =/ 
bleibt. 

Um  also  den  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Ellipse  auf 
der  verlängerten  cd  zu  finden,  errichte  man  in  o  ein  Perpendikd, 
mache  dasselbe  =n/,  d.  i.  r=ofn,  und  ziehe  die  Hypotenuse  pc, 

welche  die  verlangte  Grösse  Va*+^*?^ciebt.  Aus  den  zusam* 
mengehurieen  Durchmessern  kk  und  st  beschreibt  man  nun  wie 
gewöhnlich  die  Ellipse. 

Die  Construction  der  fiUlipse  aus  zusammengehörigen  Durch- 
messern kann  auf  verschiedene  Welse  erfolgen ;  eine  ziemUch 
einfache  Art  will  ich  hier  anhanesweise  noch  beifügen,  ohne  jedoch 
einen  weitem  Beweis  dafür  zu  liefern. 

Man  t^schreibe  um  den  einen  Durchmesser,  am  besten  den 
^usaem«  AB  (Taf.  I.  Fig.  4.),  einen  Kreis  pder  Halbkreis,  er- 
richte aiif  AB  im  Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  CF  und  ver- 
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biode  FE;  leet  man  nun  durch  beliebig  Punkte  (\,  €^9  Ca,  C4  etc. 
der  AB  ännliche  Dreiecke  im  Halbkreise^  was  leicht  durch  Paral- 
leleo  geschieht,  so  erhält  man  in  £|,  E29  E^,  £4  etc.  beliebig 
viele  Punkte  der  Ellipse. 

Man  kann  auch  die  Methode  der  Constniction  durch  Krfiro- 
mnngskreise  hier  anwenden,  obgleich  mit^  weniger  Vortheil,  als 
wenn  die  Axen  gegeben  sind. 

Nachdem  nun  ko  das  Princip  festgestellt  und  auch  die  Rota* 
tioDskSrper  ziemlich  ausführlich  Detra<»tet  worden  sind»  bleibt  es 
Bor  noch  übrig,  auch  mit  wenig  Worten  auf  die  gekrümmten 
FlSchen  der  zweiten  Ordnung  überhaupt  einzugehen  und  deren 
Relationen  zu  den  beschriebenen  Umdrenungskurpern  der  zweiten 
Ordmmff  anzugeben«  Die  hierhergehörigen  Korper  sind  nament- 
lich:., w  Elltipsoid^  das  Paraboloio  (elliptisches  Paraboloid),  das 
Hyperboloid  und  zwar  mit  einem  und  mit  zwei  Mänteln  oder  mit 
anoDterbrochener  od^getrennt^n  HdUungen,  und  endlich  das  hyper- 
bolische Paraboloid.  * 
,  Was  das  Ellipsoid  betrifft,  so  ist  das  Verfahren  bei  der  Schat- 
tenzeicbnung  ganz  wie  beim  Sphäroid,  nur  dass  ein  elliptischer 
DnrehschniÖ  sich  statt  eines  Kreisdurcfaschnittes  im  Schatten  als 
Ellipse  projtcirt»  Der  einzige  Unterschied,  der  eintreten  kann,  ist, 
dass  sich  bei  paralleler  Be^uchtung  schon  ein  Fall  ähnlich  dem 
nüetzt  erwähnten  bei  schiefer  Beleuchtung  herausstellt,  was  von 
d«r  Stellung  der  Neigung  des  Körpers  abnängt. 

Das  elliptische  Paraboloid  Terhält  sich  zum  Umdrehunffspara- 
boloid  gans  wie  das  Ellipsoid  zum  Sphäroid,  so  dass  hierüber 
iMchts  weiter  zu  sagen  ist,  und  ebendasselbe  gilt  von  einem  Hyper- 
boloide mit  einem  Mantel  zam  Umdrehungshyperboloide,  wie  aus 
der EiAstehung  solcher  K5rf)er  sehr  leicht  folgt ;  s.  Leroy  „Dar- 
stellende G-eometrie'S  deutsch  von  Kauffmann.    S.  38. 

Dts  Hyperboloid'  mit  zwei  Mänteln  oder  getrennten  Hühkinffen 
Codet  seinen  Repräsentanten  in  dem  dritt«{n  der  drei  zuletzt  he- 
tracbteten  Rotationskörper,  der  aus  der  Drehung  einer  Hyperbel 
WB  ibre  wirkliche  Axe  entsteht  >  nur  dass  wir  im  Beispiel  sicn  blos 
6ioe  halbe  Hyperbel  drehen  liessen ,  während  bei  diesem  Hyperbo- 
loid die  andere  Hälfte  nicht  vernachlässigt  werden  darf.  Es  hat 
dies  noch  den  Vortheil,  dass  man  dann  gleich  den  AjcenwerthiO 
mit  Im  Sf^hatten  erhält. 

Der  letzte  dieser  Korper,  das  hyperbolische  Paraboloid,  hat 
«war  keinen  Vertreter  im  rrühern ,  doch  werden  w«  auch  darüber 
kurz  hinweggehen  können ,  iiidem  der  Körper  zu  ungewöhnlich  isi, 
tun  eine  Formelableitung  zu  lohnen,  bei  welcher  man  es  offenbar 
Dicht  mit  einer  Umhüllungscurve  fortlaufender  Ellipsen,  sondern 
vielmehr  von  Parabeln  oder  Hyperbeln  zu  thun  hat«  die  nach  einer 
andern  Parabel  fortschreiten. 
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V. 

ITelier  die  Terseliiedeneii  Ausdriieke 
desHTOmiiiiinssliallbiiiessers  einer  s^" 

seltenen  darre. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

aBtronomischen  Reebner  an  der  Königl.  Sternwarte  m  BerUn. 


In  den  Lehrbuchern  der  Mechanik  koromeB  verschiedene  A«»* 
dröcke  dee  KrümmangshalbBiesaers  in  Anwendung,  je  nachdem 
man  andere  Coordinaten  oder  ändere  Urvarlabeln  annimmt.  Einige 
derselben  werden  auf  nicht  ganz  einfache  Weise  hergeleitet,  fre»- 
halb  hier  einmal  der  Versoch  gemacht  werden  soU«  dieselbea  syste- 
matisch herzuleiten.  Hierbei  wird  jedoch  die  Aufgabe  in  so  lera 
beschränkt >  als  nur  eine  Cunre  einlacher  Krümmung,  die  also  in 
einer  Ebene  liegt,  betrachtet  werden  soll. 

J|.  1.  Aufeabe.  EsisteineCurve2lP(TafJI.Fig.3.)iiDdäiif 
er  Punkt  P  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  AR=jc  aod 
PB-=y  gegeben;  man  soll  den  Krümmungshalbmesser  der  Cunre 
in  diesem  Punkte  bestimmen. 

Auflosung.  Sind  AD=a  und  CD^zß  die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  o  des  osculirenden  Kreises,  ist  y  sein  Radius,  d.  h. 
der  gesuchte  Krfimmun^halbmesser ;  so  müssen  bekanntlich  fiSr 
die  Curre  und  den  Kreis  sowohl  die  Coordinaten  des  Punktes  jP» 
als  auch  ihre  ersten  und  zweiten  Differentiale  identisch  sein.  Da 
nun  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  ist: 

1)  y»=(y-ft«+(^-«)«, 

so  ergiebt  sich  hieraus  durch  zweimalige  Differentiation,  weil  y,  er 
und  p  constant  sind ; 

2)  0==(y-/S)rfy+(a:-.a)€te, 
3)  0=rf^+dx«+(y-./3)iWy+(a:— a)rfdx. 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man 


«1 


4)        Q_   iih*+di>ß)dx 
dyddx — dxdd\ 


dxddy 
und 


5)  X-  K-^-  (^i^+'^')^y  . 

^  dyddx — dxddy 


Substituirt  man  die  letztern  Werthe  in  1)  und  zieht  akdann  die 
Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt  sich 

j       _     {dy^-k^dx^^ A»  > 

^^dyddx'^  dxddy     dyddx^^  dxddy 

Hier  bezeichnet  d$  =  Sfdafl + dy^  das  Element  des  Bogens  der 
Curre  und  es  ist  hier  keine  der  VerSnderlichen  x^  y  und  $  als 
»Tariabel  vorausgesetzt 

Zasatz  J.    Nimmt  man»  wie  es  gewOhqlich  geschieht,  x  als 
nrrariabel,  also 

dd.t^Q 

an,  so  erhält  man  sogleich 

.    *    ^     *^     dxddy  dx ddy 

lo  dieser  Formel  pflegt  man  wie  hier  das  negative  Zeichen  zu' 
wiUen,  wenn  die  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  concav  ist. 

Dnler  derselben  Voraussetzung,  dass  ddx=0  sei,  erhält  man  aus 
d^zudx^-i-dy^: 

dsdds^=dyddy, 
■od  so,  wenn  man  ddy  aus  IL  elialintrt: 

"*•    y=-d^' 

Zusatz  2.    Nimmt  man  y  als  urvariabel  an,  setzt  also 

ddy=zO, 
«0  folgt  aus  I.: 

IV.    y= 


dyddx' 

Unter  derselben  Voraussetzung  folgt  aber  aus  dfis:dsfl+dj^: 

{hdds=^  dxddxy 

und  wenn  man  dab^r  ddx  aus  IV.  eliroiiiirt : 

V       _d$^'dx 
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Zusatz  3.    Manmt  man  endlicb  s  als  orvariabel,  also 

dd$  =  0 
au,  so  wird  aus  rfj*  =  lir*  -|-  dy^: 

Oz:rdj:ddX'\-  dyddff. 

Wenn  man  nun  mittelst  der  letzten  Gleichung  zuerst  ddy,  dann 
ddx  ans  I.  eliroinirt,   so  erliält  man 

V"-  r=-|f. 

§•  2.  Aufgabe.  Man  soll  (Taf.II.  Fig. 4.)  den  KrCmmao^- 
halbmesser  im  I^unkt  P  der  Curve  AP  ausdrücken  durch  Polarcoor« 
dinaten«  indem  dieser  Punkt  durch  den  Radius  Vector  PMz=r 
und  den  Winkel  PMAz=zv  bestimmt  wird. 

Auflösung.  Es  sei  die  Länget  AT»  durch  welche  die  Lage 
des  Pols  J!f  gegen  den  vorigen  Anfangspunkt  bestimmt  wird»  consturf 

=  a. 

Alsdann  erhalten  wir  sogleich  zwischen  den  rechtwinklige« 
Coordinaten  des  §•  1.  und  den  jetzigen  Polarcoordinaten  die  zwa 
Gleichungen : 

1)  j?=a — r cosr, 

2)  ^=rsino. 

DlfTerentüren  wir  diese  Gleichungen«  ohne  Annahme  einer  bestimm- 
ten Urvariabeln,  so  erhalten  wir: 

3)  c2a;=rsin«<fe— co6«i2r, 

4)  <?y  =r  cos  vdv  +  sin  v  dt. 

Aus  3)  und  4)  ergiebt  sich  sogleich«  wie  bekannt: 

dx^-\^  dy'^—  &ab=ra  €fr«+  rfr«. 
DifTerentiiren  wir  ferner  3)  und  4)  noch  einmal«  so  folgt: 

5)  ddx:=zT cosr rfi;*+  2 sinr^frrfr+r Bvavddv — cosvddr, 

6)  ddy=^ — rsiDvdv^  +  icoBvdrdv+rcosvddvt-sinvddr. 

Substituirt  man  die  so  erhaltenen  Werthe  von  tb:,  dy,   ddx  «ad 
ddy  in  1. ,  so  ergiebt  sich : 

VIII (f^dv*+dr^^ 

>'"*•    y—r^dv9+2d7^dv-^rdcddr+rdrddv 

d$^ 


T^de^+2dr^dv^rdtddr-t^rdTddv 
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Hier  ist  keine  der  drei  verSnderlyi^hen  Grössen  s ,  r  und  r  als 
orvariabei  angenommen. 

Zusatz  1.    Nimmt  man  r  als  nrvariabel,  also 

ädt>  =  0 
an,  8o  erhält  man  aus  VIII.  unmittelbar: 

Unter  dieser  Voraussetcung  wjrd  aber  aus  d!i*=r*r/c*+ifr*: 

dsdds  =  rdrdffl  +  drtldty 

and  wenn  man  mittelst  der  letzten  Gleichung  ifc^  aus  IX.  eliminirt, 
nach  einiger  Reduction: 

d^dt 

^'    ^-^^dMdrdv'^-rddsdv 

Znsatz  2.    Nimmt  man  r  als  nrvariahel,  also 

ddr  =  Q 
aio,  so  erhält  man  ans  VIII.: 

XI.    V—'i^dv^^'ltlr^dv-S^rdrddo' 

Wir  erhalten  aber  bei  dieser  Annahme  aus  cb^sri^dv^-f  rfiJ: 

dsdds  =:rdrdty^  +  r*dvddvy 

und  wenn  man  nun  ddv  aus  XI.  eliminirt  und  reducirt : 

VII        —        rds^dv 
^"-    '^'-Tdsd^^drdds 

Zusatz  3.    Endlich  wollen  wir  s  als  urvariabel  oder 

dds=z9 

annehmen.    Alsdann  folgt  aus  rfi*=r*cfo*+rfr*: 

0=rrfrrfr*+r*<forf€fo +€fr  ärfr. 

Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung  zuerst  ddty  dann  ddv  aus 
Vni.,  so  erhält  man' nach  kurzer  Reduction: 

dsdt 
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Anmerkung.  Hiennit  sind  alle  einzelnen  Fälle »  welche  M 
rechtwinkligen  und  Polarcoordinaten  vorkommen  kOnnen ,  erschöpft; 
dagegen  lässt  sich  noch  ein  recht  einfacher  Ausdruck  (iSr  den 
Krümmungshalbmesser  darstellen ,  indem  man  das  yom  Pol  M  auf 
die  Tangente  in  P  gefällte  Perpendikel  MQ  als  veräDderliche 
Grosse  einführt.  Setzen  wir  demnach  itfQ=p,  den  Winkel  JP^Af, 
welchen  die  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet >  =d  and  den 
Winkel  QPM=b;    so  ist  bekanntlich 

^     du      .    ^     dy       ,         ^     dx     , 
taiigo=^,  Binozzz-f  und  cos  0=21  • 

Femer  haben  wir 

€  =  d  -|-  tj, 

cos  vdy  4-  sin  vdx 
sin  e = ^-^ . 

Snbstituirt  man  hier  die  Werthe  von  dx  und  dy  aus  §.  2.  uBter 
No.  3.  und  4.9  so  wird: 


und 


rdv 
sm  f =-^ 

/7=rsince= 

d$  ' 

Nimmt  man  nun,  wie  in  §.  2.  Zusatz  1.,  v  als  urvariabeU  also 

ddv  =  0 
an»  so  erhält  man  durch  Differentiation  der  letzten  Gleichung: 

,        ^irdrdv    r^dvdds 

'^p=-di 3?- 

rdr\7^dv^ — rdy  €Uir+2df^  dv\ 

—  as»  • 

Vergleicht  man  dieseit  Wertfa  mit  IX.»  so  erhält  man  sogleich 

^'  y^d^' 

Es  scheint  nicht  unangemessen,   diese  seltener  vorkommende 
Formel  durch  einige  Beispiele  zi^  erläutern. 
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BeUpiel  1.  Es  sei  ATMB  (Taf.  lI.Fig.S.)  4^ine  Ellipse,  deren 
halbe  grosse  Axe  =o  und  halbe  kleiite^  Axe  =6  Ist.  Für  den 
Mitt^aolct  C  als  Anfangspunkt  oder  Pol  und  die  grosse  Axe  als 
Aksdssenaxe ,  sei  die  Abscisse  CQ  des  beliebigen  Punktes  >ilfc=fr, 
die  Ordinate  MQ=zy,  der  Radius  Vector  C3f=r,  TMJR  die  in 
Jf  gezogene  Tangente  und  CT:=zp  das  auf  sie  gefällte  Perpen- 
dikd.    Aus  der  Gleichung 


folgt  sogleich 


Ferner 


l)^«  =  ^'(a«-j^») 


2)tang«=:-^=^.-. 


/» =  ^  to^  +  ^>  «'"  "' 


d.  h.  weil  sin  a  =  ^.  ^    ''    ==  ist : 


od»,  indem  man  dx  eliminirt: 


Ans 


a:«     "* 


|«  +  |»=lB»*^" +  »'='* 


erh&lt  man  aber 


aod  wcDD  man  diese  Wertbe  in  4)  substituirt: 

^^~  Vo«+6»— ^' 
ffirmiu  erhält  man  durch  DifferentiatioD : 

dp oAr 

od  ao  nach  XV. 

(q*+6»-r*)*. 

TiMaix. 
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Beispiel  2.  Es  bidbe  alles  ^ie  im  vorigen  Bfispele,  j 
iiiege  der  ADfaugspiuikt  der  Coordinaten  oder  der  Pol  in  dem  ektm 
Brennpiuikte  F.  Es  sei  der  Radius  Vector  FJIit=r'  und  das  mm 
F  auf  die  Tangeute  geßUlte  Perpeodikel  F'r=p'.  Alsdauo  ist 
weil  der  Abstand  FVz^ae  iBt,  wo 

a 
die  EzcentricitSt  bezeichnet > 

p'  =p  ^  ae  sin  a 
oder 

Ist  nun  iP  der  zweite  Brennpunkt,  so  wird  im  Dreiecke  FMP, 
dessen  Seite  FP  in  C  halbirt  ist,  nach  einem  bekannten  Salie 
der  Elementargeometrie : 

r'«  +  (2a— O«  =  2r«  +  2a«e«  =  2r«+  2««-  2Ä» 

und  so : 

2)  a*  +  6«  — r«=:2ar'  — r'«. 

Ferner  aus  r'*  ==  y»  +  (ae  +  x)^: 

3)  ejp=t^-*-o. 

Substitnirt  man  nun  die  Wertbe  von  2)  und  3)  in  1);  so  erhält  num 

br' 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 


und  nun  nach  XV. 


*'  "^{2ar'-.r'^^' 

(2iir'  -O* 
ab 


Dieser  Ausdruck  würde  sich  auch  unmittelbar  ergeben  haben, 
man  den  Werth  von  a*+6«— -r*  aus  2)  in  die  Gleichung  (ür  y 
vorigen  Beispiels  substitiurt  hätte. 

Beispiel  3.  Es  sei  AMB  (Taf.  IL  Fig.  6.)  eine  hyperbolisclie 
Spirallinie ,  also  wenn  ^  HCM  =  v  und  der  Radius  Teotor  CM  «s  r 
gesetzt  wird,  ihre  Gleichung 

1)  rü  =  a. 
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wo  a  constant  ist  Die  gerade  Linie  TMR  sei  eine  Tangente  an 
der  Cnrre»  dieselbe  bilde  verlängert  mit  der  Axe  ACR  einen  Win- 
kel =  6,  Ferner  sei  CT=p  das  von  C  auf  die  Tangente  geföllte 
Perpendikel»  endlich  CG =x  und  3IG=:y  die  rechtwinkligen  Coor- 
dioaten  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  C  als  Anfangspunkt  und  CR 
als  Abscissenaxe.    Da  nun 

2)  ar  =  —  r  cos  v , 

3)  y  =  r  sin  t? ; 

80  ersiebt  sich  durch  Differentiation  der  Gleichungen  1),  2)  und  3) 
and  Verbindung  derselben : 

4)  da:^=:t9lnf>dv-\ , 

5)  ay=rcosrac^ . 

Hieraus  folgt: 

„^  ^        ,          dy      sin»  —  ocoso 
6)  tanga  =  — :jf^= .  ^^._^, 


dx      cosv-{'VB\nv 
sinr  —  vcost> 


7)*-*=-7i^ 


f«B« 


Ds   n^        ».  .      COS«)  +  »«in« 

8)  fiG=subtaDg  =»•««» %i„„_«i^». 

9)  CR=x  +  mibtang  =  ^{„„.T^^^^^; 
ndieh,  w«U  C7'=C£8{Dd: 

ins  »^ <"* 

Jlw  10)  folgi: 

,  ^ g* 

*"~(a«  +  r«)^ 
md  M  nach  XT. 

y=— 5i — 

Snbstitnirt  man  statt  r  seinen  Werth  durch  i  nach  1),    so  erhält 
SEQch: 


»> 


y 


g  (1  +  c«)* 


&♦ 
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Bemerkungen  ttber  die  Kurve  der 
firfimmung^mittelpunkte. 

Heim  Doctor  F.  Arodt, 

Lehrer  am   Gymiiuimm   tu  Straliund. 


DaBB  der  geometrisch 
die  Puolcte  einer  Kurve  vo 
der  letztern  ist,  hat  unter  A 
cul  diir.  etc.  Tom.  I.  p. 
p.  630  —  31  auch  analytisch 
lanoiren  neder  den  Ort  der 
Differential  des  Bogens  dei 
mungsradius  gleich.  Ich  hs 
Differentialien ,  sowie  die  i 
Krfiminungsradius  aufgesuch 
Bcbehen  ist«  und  deshalb  hie 
Unters ucboDgen  von  Nutzen 

Bezeichnet  ^v.y,  x  einen  beliebigen  Punkt  einer  Kurve  in 
Räume,  a,  ß,  y  den  ihm  nigehGrenden  Krümmungsmlttelpuabt ,  f 
den  Krümmongsbalbmesser , 

1.    Ä{x~u)  +  B(s-jJ)  +  C(i-y)=0 

die  OsGulationsebene  im  Punkte  x,  y,  t,  deren  Durchschnitt  mit 
der  Kugel 

2.  (^-«)«  +  (g-ß)'  +  (i-y)«=  9* 

den  Osculatinnskreis  giebt,  so  gehören  dem  letztern ,  weil  er  dnnfc 
drei  unendlich  einander  benachbarte  Punkte  der  Kurve  geht,  bekannt 
lieh  noch  folgende  Gleichungen  an ,  die  durch  zweimalige  Differen- 
tiation der  beiden  vorhergehe  öden  nach  ^,  y,  t  entstehen  : 


*)  ManTergLaadiLittrDW  anal^L.  Geometrie.  p.2M.Wien.II 
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3.  Ada:+  Bdy  +  Cdz  =  Q, 

4.  (j:— a)aj:  +(i/-/?)S:y  +  (x-y)ax=0, 

5.  ^a«:r  + /?a«y  +  C825  =  0, 

6.  (ar—a)8«r+(y  — 13)823^ +  (z  —  y)a%+ai«=0; 

sro  dl*  =  d:t*  -f-  8^'  -|-  8z*  ist.  Man  findet  hier  die  Coefficienten 
der  Osculationsebene : 

|2l=8ya«x— 8z8^y, 
Ä=:3z8«^— Sxa4, 
C=:8a:8«y— 8^3«j:; 

und  ffir  die  Coordinaten  des  Krfimmungsmittelpunktes  die  Glei« 
clmngen 

8.  />«(;r^a)  =  P8s»,Z)*(y-/3)  =  Qaf2,jD«(z— y)  =  Ä8»«; 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

C8y  — ä82=P, 
-  ^2— C8ar=Q, 
Ä8a:— J8y  =  Ä, 

Eliminirt  man  aus  den  drei  Gleichungen  8.  j;  (also  auch 
9>  s  ah  bekannte  Funktionen  von  x)^  so  bekonrat  man  zwei  Glei- 
chngea  in  o»  ß^  y,  welche  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
«MiMlekenu 

Es  sei  nun  S  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  an  die  Kurve 
derErüromunesmittelpunkte  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben 
ff,  ß,  y  mit  oem  entsprechenden  Krümmungsradius  bildet ;   da  die 

Cüeichungen  der  Tangente  sind  JIT— «=|^(Z-y),  F-jfc=^Z-y); 
die  GlncbnngeD  des  Krfimmungsradius  X — x^=—j^{Z'—t), 
V-yzJ^iZ-i);  80  ist 

10.  cose=i:^^-">^-'-^V-<^>^<^  +  ^^-y>^. 


ITC  </tf  =  V^8a*  +  3fP  +  8y*  das  Differential  des  ßogens  der  Kurve 
der  KrUmmunesmittelpunkte  ist.  Die  Differentiation  der  Glei- 
dniDg  2.  mit  Kücksicht  auf  4.  giebt  aber 

11.   (:i:— a)8«  +  (y— ft8jJ  +  (i^y)8y=-^p, 

folglich  nach  lO«  und  11. 

12.  8^  =:  db  eos  0da. 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an ,  den  Winkel  S  zu  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  muss  man  eine  andere  Relation  zwischen  den  Differentialen 
dQi  da  suchen. 

Differenziren  wir  die  Gleichui^en  l.  und  4. ,  indem  Alles  ver- 
änderlich gedacht  wird,  und  berücksichtigen  dabei  3.  und  6.,  so 
kommt  - 

— 2«a«— ÄSj?  -  C8y  +  (o:— a)a2l  +  (y— /5)  aJ5  +  (2— y)  3C=fO, 

8x8a  +  Sydß  +  öt3y=0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  der  Reihe  nach  dyt 
dß,  da  und  setzt  zur  Abkürzung 

13.  (a!'--u)dA  +  (ff—ß)dB-{-  (Z'^)dC=Ada+Bdß  +  CSy=r, 

so  erhält  man 

r  Q8u  —  Pdß  =  TSz, 

14.    }RBß'^Qdy:=:\Tdjr, 

CPdY^RBa=Tdy. 

Nun  betrachte  man  die  Gleichung  11.,  multiplicire  sie  der  ReAe 
nach  mit  P,  Q,  R  und  setze  im  ersten  Falle  für  Pdß,  Pdf,  in 
zweiten  für  Qdcc,  Qdy,  im  dritten  für  Rda,  Rdß  ihre  sich  ans  M 
ergebenden  Werthe,  so  kommt  für  P(p;^a)  +  Q(y'-ß)  +  Ä(2— y)=F- 

P3a=  Tdz(^^ß)^  Tdy(2'-y)  —  PQdQ, 
73ar(z— y)  —  Tdzix—a)  —  Qifig, 
7%(a?— a;  —  7B.r(y  — /?)  — Ä^p. 

Jetzt  quadrire  man  diese  Gleichungen ,  addire  die  Quadrate  w^ 
ziehe  die  Wurzel  aus,  so  erhält  man 

16.     üdo=  V[{Tdz{y^ß)^Tdy{z^y)^P(ßQf 

-{-{Tdy(x^a)^Tdx{y^ß)^RQdQ)^\ 
Setzt  man  aber  für  o:  — a,  y  —  ß,  z — y  ihre  Werthe  aus  8.,  «) 

wird  t7= ^^^~ — 3jf*;    bekanntlich  ist  aber  P«+ <?*+/? 

=zJDßds^,  also 

17.  ü=a»4. 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16.  giebt  die  Entwickelung 

{ m(y-ft—  Tdy(z-^y)\^  +  1 7^x(i— y)—  Tdzix-^ä)}^ 
+  l7%(a:-a)-7B^(3(-j3)P=  7*^%»; 

femer,  mit  Berücksichtigung  von  8.: 

P{ai(y-iJ)-ay(2— y)}  +  Q{aa:(2-y)-&(a:-a)} 

+  ßta^(a:^a)-aa;(y-i3)!  =  0. 
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ond  somit  v^waadelt  sich  die  CHeichung  16.  in 

18.   Bs^da^gVy^TT^Q^' 

Weil  endlich  der  Krümmungsradios  qzzz-jt-,  so  hat  man  statt  18. 
die  GleichoDg 


19.  dc=^(^y+BQ*- 


rp  *  "fp 

Ana  dieser  Relation  folgt  leicht  jt  =  sin  68o   oder  sin  B  :=  -^-k- 

2J5a Daraus  sieht  man,   dass   B  zugleich  der 

Winkel  ist,  welchen  die  Tangente  mit  der  Osculationsebene  bil- 
det, dass  folglich  die  Prbjection  der  Tangente  auf  die 
Osculationsebene  der  Krümmungsradius  ist. 

Für  die  GrSsse  T  ist  jetzt  ein  Ausdruck  zu  suchen,  in  weU 
diem  Mos  die  Elemente  ier  geg^benea  Kurve  vorkommen.  Ein 
«olcher  ergiebt  sich  leicht  aus 

r=(a?— a)SJ  +  (y— /5)8Ä+  (x— y)aC. 

Denn  man  bat 

dA = dydh — 3z8'^ , 

dC=dxdhf—dyd^x; 

^oUich,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  yorhergehende  Gleichung 
einMrt  und  für  x^a,  y — j8,  z — y  ihre  Werthe  aus  8.  nimmt: 

«.  T=^{Ad^x  +  m^y  +  ca^x) 

+  ai(S«ara«y— 3^3'a;)]. 

Bezeichnet  t  den  Flezionswinkel,  so  ist  bekanotermassen 

21.   T=%ds^, 

and  die  Gr5sse  t,  also  auch  7  verschwindet,  oder  es  wird  8^  =  dbdtf, 
^=0,  wenn  die  j^egebene  Kurve  von  einfacher  Krümmung  ist.  Nur 
in  diesem  Falle  ist  folglich  die  Kurve  der  Krfimmungsmittelpunkte 
eine  Evolute  der  gegebenen. 

AR     C 

Für  die  Verhältnisse  'n  •  J\  >'n  endlich  kann  man  die  Cosi- 

nwse  der  Neigungswinkel  der  Osculationsebene  gegen  die  Kbeneü 
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der  yz,  xx,  xy  emffihreii ;    heisseii  diese  resp.  y,  ^,  i»  00  ist 
nach  20. : 

22.    r  =  -g-  (cos  vS'o:  +  cos  ^^  +  cos  ISH) 
=  99i(cos  v3^;r  +  cos  ^^y  +  cos  Aö'i). 


^ 


VII. 

Beweis  eines  Tlieoreiiis  von  den 

Kei^elsclinitten. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnatiam  sa  StraUand. 


Durch  Tier  Punkte  in  einer  Ebepe  sei  ein  beliebiger  Ke^Ischnitt 
seles^t;  es  wird  die  Richtung  der  beiden  Axen  (der  einen  Axe 
der  Parabel)  gesucht. 

Nimmt  man  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  vier  Punkte  bestimm^ 
ten  Vierecks  als  Coordinatenaxen  an,  welche  den  Winkel  at  ein- 
schliessen,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  beiden  auf  der 
Axe  der  x  liegenden  Punkte  durch  of,  0;  «',  0;  die  Coordinaten 
der  beiden  andern  auf  der  Axe  der  y  liegenden  Punkte  durch  0,^; 
0>  ^' \  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  der  um  das  Viereck  be- 
schrieben worden,  durch 

Ay^\^Bxy\tx^\^Dy\1Ex\Fz=,^\ 

so  hat  man  folgende  Relationen: 

1.  Ca«  +  2JSa  +  F=:0, 

2.  Ca'«  +  2£Ä'+F=0, 

3.  ^/J«  +  2/>/J  +  F=:0, 

4.  ^/S'«+2Z>jS'  +  F=0. 

EFiminirt  man  £  aus  den  beiden   ersten  Gleichungen ,    D  aus  den 
beiden  andeim,  so  kommt 
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^      F  F 

bt  oim  £  der  Winkel«    welchen  die  Axeo   des  Kegelschnitts  mit 
der  Axe  der  or  bilden,  so  hat  man  bekanntennassen 

ß   X       nt-  Csin2t« — 2£^sintt 

0.  tang 2S=  ^_2Äcostt+Ccos2u' 

folglich,  wenn  man  die  Werthe  von  A  und  C  aas  5.  in  6.  einffihrt : 

Fßß'  sin  2tt—  2g««^  /?/3^  sin  u 
7.  tang  -.1  -  p^^^,  ^ßß,  ^^g  2«)  —  <2ß  aa'  ßß'  cos  u 

Damit  ist  die  Richtung  der  Axen  nur  von  dem  Verhältniss  p  ab- 
hängig und  somit  noch  anbestimrot,    wie  es  auch  sein  muss,   in 
dem  durch  vier  Punkte  unendlich  viele  Linien  zweiten  Grades  gelegt 
werden  künnen. 

B 

Indessen  giebt  es  einen  Fall,  in  welchem  tang  2|  von  -^r  un- 
abhängig ist,  und  um  diesen  aufzufinden,  setze  man  tang  2$==v ,  indem 
j  eine  constante  Grösse  bezeichnen  soll.    Bringt  man  die  Gleichung 

Fßß'  sin  2tt  r-  2/^ ««'  ßß'  »»n  u 

F(aa'  +  ßß'  cos  2«)  —  IBan'  ßfcoa  m  ~  ^ 

tof  Null ,  so  erhält  man 

FlftJ'  sin  2m  -  y  {ctd-^ßß'  cos  2«)  j  -  2Äaa'  ßß*  (sin  u-y  cos  u)  =0, 

ood  da  diese  Gleichung  für  jedes  B  gelten  soll ,  einzeln  : 

8.   /3/3'sin2M'-y(«a'  +  /S/3'cos2M)=0,  • 

9.   sinu — ycosu=:0. 

Eliminirt  man  v  aus  diesen  beiden  Gleichungen,   so  entsteht 
(J?^'*aa')siut<=:0,  also,  da  sin«  nicht  verschwindet, 

10,  ßß'^zaa'. 

Man  erhält  femer  aus  9.  tangu,=y,  also  * 

11.  tang  2$  =  tang  tf. 

Man  übersieht  leicht,  dasn  der  Gleichung  10.  der  Fall  entspricht, 
in  welchem  die  vier  Punkte  in  einer  Kreislinie  liegen,  und  da 
nach  11. 

|z=iti  und  |=:90ö  +  ;tt, 

so  haben  wir  folgendes  Theorem,  welches  mir  vor  längeicer  Zeit 
als  ein  von  C lausen  gefundenes  von  dem  Herrn  Herausgeber 
gelegentfich  zum  Beweise  vorgelegt  wurde: 
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»»Beschreibt  man  durch  vier  in  einer  Kreislinie 
liegende  Punkte  unendlich  viele  l^inien  des  zwei- 
ten Grades,  so  sind  deren  Axen  einer  und  der- 
selben Richtung  parallel,  derjenigen  nämlich, 
welche  die  von  den  Gegenseifen  des  Vierecks 
gebildeten  Winkel  halbirt.«' 


Elementare  Darstellungr  einer  höchst 
einfticlien  Berechnungr  des  Kreisirer^ 

hältnisses» 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Matzka, 

ProfeMor  der  Mathematik  lu  Tamow. 


1.  J.  Schwab  (gestorben  1813  zu  Nancy)  hat  bekanntlich 
in  einem  kleinen  Werkcnen  (Blemens  de  g^oroetrie.  8.  Nancy. 
1813.  p.  104)  ein  äusserst  einfaches  VerTahren  gelehrt  *),  das 
VerhältnissTcder  Kreislinie  zum  Durchmesser  nähemngs- 
weise  zu  bestimmen,  welches  auch  bereits  einige  (freilich  nur 
wenige)  neuere  Lehrbficher  der  Geometrie  aufgenommen  haben; 
z.  B.  Vincent  in  seinem  Cöurs  de  g^omätrie. 

Es  gründet  sich  dieses  Verfahren  auf  den  leicht  nachweis- 
baren Zusammenhang  umfangsgleicher  regelmässiger  Vielecke,  dass, 
wenn  R,  r  bei  einem  regelmässigen  necke,  una  R' ,  r*  bei  einem 
regelmässigen  "Inecke,  welche  gleiche  Umfange  haben,  die  Halb- 
messer der  um-  und  eingeschriebenen  Kreise  vorstellen. 


*)  Terqnem  weist  in  Liouville  „Journal  de  math^m.'^  tS. 
an.  1838.  p.  98.  nach,  das«  schon  Descartes  (.,0eaTre8  de  Descar- 
tee'^  pabl.  |iar  V.  Cousin,  t.  11.  p.  442.)  diesen  Vorgang  relehrt  nnd 
Enler  im  J.  17S9  („Novi  comm.  Petrop.*^  t  8.  p.  157.)  daran^ inf- 
merksaM  gemacht  hat.  —  So  muss  das  in  den  Bibliotheken  Verj^rabeoe 
iinmer  wieder  neu  erfunden  werden! 
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Ist  Verdoppelt  man  nvn  die  Seitenzahl  fortwIlireDd  und  etelit  die 
Haihmesser  der  sacceesiven  Vielecke  in  die  Reihe 

r,jB;    r',Ä';    r",«'-,    r^,/^;....; 

80  ist  vom  dritten  Gliede  an  jedes  folgende  erst  das  arithmetische 
ond  dann  das  geometrische  Mittel ;  ja  sogar »  wenn  bei  weiterem 
Vorschreiten  die  Glieder  sich  hinreichend  einander  gen&hert  haben» 
auch  nur  das  arithmetische  Mittel  seiner  beiden  Vorgänger.  Und 
die  Grenze  der  Glieder  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  Ton  dem- 
selben Umfange  >   wie  alle  diese  regelmässigen  Vielecke. 

Sind  dann  einmal  zwei  solche  Gliedert  lind  A  erreicht,  deren 
geometrisches  Mittel  mit  dem  arithmetischen  in  so  viel  Dezimal- 
»fem  als  man  fOr  die  Grenze  verlangt,  übereinstimmt,   so  findet 

man  sogleich  die  geforderte  Grenze:  ==ÄH jp— =Ä s — . 

2.  Leider  iSsst  diese  so  leicht  herzuleitende  und  buchst  ein- 
fache Rechnung,  weil  der  Zusammenhang  der  eigentlich  zu  suchen- 
den Zahl,  »,  mit  der  vorläufig  zu   berechnenden  HilfsgrOsse  ^— 
Halbmesser  des  Kreises  von  gegebenem  Umfange   —   nicht  offen 
ttod  klar  vor  Augen  liegt,    nicht  überschauen ,   wie  man  dem  vor- 
f^esteckten  Ziele,    d.  i.  dem  Verhältnisse  der  Kreislinie  zu  ihrem 
Durchmesser ,    durch  allmälige  Feststellung  seiner  nach  einander 
folgenden  Dezimalziffern,  Scnritt  für  Schritt  näher  rückt,  was  mart 
hei  einem  mündlichen  Vortrage  dieses  Verfahrens  ungern  vermiest, 
ihs  hewog  mich,    eine   andere  Hilfsgriisse  ausfindig  zu  machen, 
^«Iche  diesem  Mangel  abhilft.    Als  sokhe  fand  ich ,  wie  die  nach- 
folgende Herleitung  ausweisen  soll,  am  zusagendsten  das  umgekerte 

oUge Verhältniss ,  — ,  nemlich  jenes  des   Durchmessers  zur 

Kreislinie»  so  wie  zum  Umfange  des  ein-  oder  umge- 
schriebenen regelAiässigen  Vieleckes;  da  man  hier  aie- 
«elbe  bequeme  wi^erholt  abwechselnde  Berechnung  des  arithme- 
tifldien  und  geometrischen  Mittels  benützen  darf. 

3.  Sei  (in  Taf.  III.  Fig.  1.)  d  der  Durchmesser  eines  Krei* 
<f<;  TOD  dem  ihm  eingeschriebenen  r^elmässigen  necke  und  anecke 
eine  Seite  AB  und  ÄC,  der  Umfang  o  und  p' ;  von  dem  umge- 
«chriebenen  regelmässigen  necke  und  znecke  eine  halbe  Seite  CE 
und  GHf  der  Umfang  P  upd  P ;  >o  dass  man  hat: 

p=:n.AB=n.2AD, 

P=n.2CE, 
P'z=2n.2GH; 


also 


^"~AD-  2AF=zAC—  CE—2ÜH' 

i.    Hiervoo  benutzen  wir  vor  Allem  die  Proportion 

P'.p  =  2GH.DA, 
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verlängern  CO  zum  Durchmedser  CJ  und  fahren  AJ,  wodnrdi 
^JDAcoOGH  winl  %    Aus  dieitem  folgt: 

GH:DA=OG:JD\=zyJD, 

dftlier  wird  P'ip=:di  JD. 

Zur  Weeschaffuns  der  JZ>  betrachten  tvjr  das  Dreieck  OCE, 
in  welchem  DA  \\  CE±  OC;   daher  erhalten  wir 

ODiDA  =  OC'.CE, 

aUo  wegen  DA:p=:CE:P: 

=  JD'.p+P, 

I  ■ 

und  hierikus 

</:JZ>=P:&i-. 

(  • 

t 

lUithip  geben  beide  Proportionen  vereint 

P':p=zP:^^', 

I  _ 

und  sofort,  wenn  p,  P,  P'  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Längen- 
mnheit  die  Maasszahlen  oder  Zahlwerthe  der  betreffenden  Viel- 
ecks-Umfönge  vorstellen: 

So  einfach  auch  diese  Gleichung  schon  ist,  so  wird  sie  doch  noch 
einfacher,  wenn  man  ihr  Umgekehrtes  nimmt  und  die  Theilung 
einzeln  vollbringt,  da  dann 


^<h*^>^ 


wird.  Ihr  gemllss  ist  fBr  jede  Längeneinheit  der  umgekehrte  (re- 
ciproke)  Werth  des  Umfanges  P'  des  umgeschriebenen  2itecks  das 
arithmetische  Mittel  der  umgekehrten  Werthe  der  Umfange  p  und 
P  der  ein-  und  umgeschriebenen  necke ;    oder  der  Umfang  P'  des 


*)   Aehnliche   «o  wie  auch  coagmente  Dreiecke   pflege  ich  jedeneit 
•o  la  beseichnen ,  das«  gleichTielte  Bnchstaben  die  Spitien  gleicher  Win-  " 
kel  andeaten ;    wonach  auch  jede  zwei  mit  gleichvielten  Bachsteben  be* 
seichneteii  Seiten  homolog  sind,    und  man  dengemäM  sehr  leicht  ober- 
•ieht,  welche  Winkel  gleich  nnd  welche  Seiten  gleichliegend  seien. 
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umgeschriebenen  S^ks  iftf\da8  harmonische  Mittel  der  Umfönge 
p  und  P  der  ein  -  ^d  umgeschriebenen  necke  *). 

5.  Die  bei  F  und  D  rechtwinkligen  Dreiecke  CDA  und  CFO 
haben  den  Winkel  an  C  ^eit^inschaftliqh )  also  sind  sie  ähnlich^ 
und  daher  ist  \    / 

CAiDA  =  COiFO,  «hI  ffs^pb  dem  Obigen  in  3- 

folglich 

d 

D^ieöke 
lOG,  mithin 

GO:FO=  GH.FA, 

oeiblich 


Feraer  ist  zur  EliminatioD  tod  PO  Xm  DA»ie^ke  OGH  die  FA  \\  GH 


^.FOz^P-'.p'; 

'        ^  \ 

abo  giebt  die  Vereinigung\{>ei5ier  Fi;op5irtionen  die  neue 

.  '  H  J  ♦ 

«idfaraus,  w^nn  wieder. p^pS  l^die  Zahlwertbe  der  betreffen-» 
ätn  Ümfönge  vorstellen ,  ist 


Nimmt  man,   der  Gleichförmigkeit  wegen,   auch  hiervon  das  Um- 
gekehrte, 80  wird 


6.    Zwischen  d^n  Umföngen  p  und  P  der  beiden  regeli|iSssi- 
gen  necke  besteht  eines  Theils  die  Proportionalität  derselben  zu 

den  Halbmessern  01>und  j  der  ihnen  eingeschriebenen  KreL^, 
oenmch  (wie  auch,  in  4.) : 

p:P=OD:^; 
ood  andern  Theik  ist  im  rechtwinkligen  Dreiecke  OAD: 


I    '  • 


*)  Die  le totere  Auslegung  obiger  Gleichung  fand  ich  blo«  in*  van 
Swinden'c  „Elem.  d.  6eoin.^%  übersetzt  von  JacöbT,  Jena  lä34, 
■■gcidgt;  obwohl  «lo  schon  iiamy'(t  ITlft)  und  Horrobow  (17^) 
nanteii. 


TS 


daber 


Diese  Proportion  wird  vereinfacht,   wenn  man  durch  p*  and .«? 
theilend  ihr  die  Form  anweist: 

1        11 


oder 


\p)  -\p)  -^^' 


BO  das8  man  danach  aus  jedem  der  umgekehrten  Werdie  der  Vm^ 
fSnge  p  und  P  den  des  andern  leicht  berechnen  kann. 

7.  Die  letzte  Gleichung  macht  dadurch,  dass  sie  noch  mehr 
an  Einfachheit  gewinnt,  wenn  man  sie  mit  cP  multiplizirt»  d.  h. 
die  Umßlnge  p  und  P  zu  dem  Durchmesser  d  ins  Verh&ltnits 
nimmt,  folglicn  in 

überseht,  darauf  aufmerksam,  dass  dieses  Verfahren  föglich  asdt 
auf  aie  früheren  zwei  Gleichungen  anzuwenden  sei.  Creschleht 
dies,  indem  man  selbe  mit  d  roultiplizirt,  so  erhalten  sie  folgende 
Gestalt: 


<*)  P>=(hih 


8.    Kennt  man  demnach  eines  der  beiden  Verhältnisse  p  und 

^,  so  sucht  man  das  andere  mittelst  der  Gleichung  (1.),  dattn  zu 

^  d 

ihnen  gemäss  der  Gleichung  (2.)  das  aritbmeüsche  Mittel  p^  und 

d 
zu  diesem  und  zum  nächst  vorhergehenden  Verhältnisse-- gemäss 

der  Gleichung  (3.)  das  geometrische  Mittel  -7. 

Auf  diese  Weise  Hegt  jedes  nachfolgende  VerbUtniss  zwischen 

den  zwei  unmittelbar  yorn  ergehenden  und  diese  Verhältnisse  nähern 

sich,  bei  unendlichem  Wachsen  der  Seitenzahl  n,  einer  Grens^ 

welche,   weil  für  lim  n=x,    wenn  man  die  Kreislinie  c  nennt; 

de  1 

sowohl  lim  fli=c  als  auch  lim  P=e  ist,  --■=l:--j-=rl:«=--ieiii 


79 

1II110S.  Da  miD  aocb  diese  Grenze^  zwischen  jedep  zwei  oaeh  ft|q- 
ander  berechpeten  VerliäUnisseD/iiefft^  so  mflssen  diejenigeD  und 
so  yiele  ADfan^ziffero  derselben  ricntig  bestimmt  sein ,  als  n^Icbe 
nnd  wie  Tiele  m  beiden  Verbältnissen  die  nemlicben  sind. 

9*    L^  man  z.  B.  das  eingeschriebene  regelmässige.  Sechs- 
ec|c,  ft=r6,  zu  Grunde,    so  ist  seine  Seite  gleich  dem  Halbmesser 

-A ;  daher  sein  Umfang 

p=:d-^=x3d  und  sonaöh  -^=-3f 
Daraus  findet  man 


d 
P 


==V^i^=T^^2ni=^v3. 


Bedient  man  sich  bei  der  weitern  Rechnung  der  Tstelligeu  Loga- 
rithmen, so  findet  man  allmälig  folgende  zusammengehörigen  Ver- 
hältnisse : 

n  d:P  dip 

6  0'288675  Ö-333333 

12  0-311004  0-321975 

24  0-316489  0-319220 

48  0-317854  0-318536. 

Von  0-319220  und  0*317854  ist  das  arithmetische  Mittel  =0-318537 
binreiehend  nahe  gleich  dem  geometrischen  0*3185364.  Nimmt  man 
mm  <Be  b^den  leteten  Zahlen  0-3178^ 

und  0-318536    ' 

M  ist  ihr  Unterschied 682 

sein  Drittel 227 

, ^  .      , 

also  die  Grenze  —  =  0-318309. 

Es  ist  demnach  in  6  Anfangsziffem  nahe  richtig  — =<f:e=4)-318309; 

daher  findet  man  das  eigentlich  yerlangte  Kreisverbältniss  n:=e:d 
=3-14160.  Der  richtige  Werth  ist  ;r=3-14159266,  daher  der  gb^ 
fandene  erst  in  der  6ten  Ziffer  um  1  zu  gross. 


Nachtrag« 

10.    Eben  als  Ich  das  Maouscript  zur  Absendung  bereit  lege, 

OUIt  mir  noch  der  Gedanke  bei,    aass  sich  selbst  der  Methode 

Seh  w  ab 's  der  Vortheil  verschaffen  lässt»   nicht  erst  die  eotferp- 

(ere  Hilfkn'ttsse,  den  Halbmesser  des  Kreises ,  von  voraus  Ibstsa- 

setztem  Umfange,   sondern  die  dem  gesuchten  n   nächste  Hurs- 

1 
grosse,  —9  sogleich  zu  berechnen,   indem  man  gleich  im  Anfang 
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der  Rechnung  von  den  Halbmessern  der  regelmässigen  Videcke 
auf  die  Verhältnisse  ihrer  Durchmesser  zu  ihrem  sicn  gleich  blei- 
benden Dmfange  übergeht. 

11.  Hiebei  nehme  ich  zugleich  Gelegenheit,  obige  Beziehungs- 
gleichungen  zwischen  den  Tieleck^halhmessern  nach  einem  Verfah- 
ren abzuleiten ,  das  noch  einfacher  und  Hberschaulicher  als  das  ?0D 
Schwab  a.  a.  O.  gewiesene  ist,  und  welches,  wie  mir  mein  Ter* 
ehrter  Freund,  Herr  Professor  und  Reeierungsrath  von  Ettings« 
hausen,  im  Julf  1838  erzählte,  sein. damaliger  Adjunct,  nunmeh- 
riger  Professor  der  Physik  zu  Inasbruck,  Herr  Baumgarten,  in 
einem  alten  Buche  gefunden  habe. 

12.  Sei  (in  Taf.  UI.  Fig.  2.)  AB  die  Seite  eines  regelmSsd- 
gen ,  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks.  Führt  man  auf  sie 
senkrecht  den  Halbmesser  OCf  so  balbirt  dieser  den  Winkel 
AOB,  und  die  Sehnen  CA,  CB  werden  einander  gleich.  Verbro- 
det man  die  Mitten  A'  und  ß*  derselben  durch  die  Gerade  A'Bki 
so  ist  sie  die  Seite ,  OD*  der  kleinere  und  OA'  der  grossere  Halb- 
messer eines  regelmässigen  Vieleckes,  welches  doppelt  so  tI^ 
Seiten,  aber  doch  denselben  Umfang  wie  das  gegebene  hat. 

Denn  so  wie  OC  den  Winkel  AOB  halbirt,  eben  so  halliirfl| 
die  zu  den  Mitten  A^  und  B'  der  gleichen  Sehnen  CA  und  CB 
gehenden  Radienvectoren  OA'  und  OB'  wieder  seine  Hälften  COä 
und  COB;    folglich  ist 

COA'=A'OA=COB'=B'OB=lAOB 

und 

A'OBz=iCOA'^COB  =  \AOB. 

• 

Femer  liegen  die  gleichen  Sehnen  CAy  CB,  also  auch  ihre  M^ 
ten  A'i  B i  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ab,  nemllch  es  ist  OJt 
z=,OB\  daher  das  Dreieck  A'OBf  gleichschenklig,  und  des  Wiii- 
keU  A'OB  Halbirungslinie  OZ>'±  J'^;  folglich  ist  A'OB  der 
Winkel  am  Mittelpunkte,  ÄBf  die  Seite,  OA'  der  grossere  und 
Oiy  der  kleinere  Halbmewer  eines  regelmässigen  Vielecks  von 
doppelt  so  viel  Seiten,  als  ihrer  das  gegebene  besitzt. 

Weil  endlich  im  Dreieck  ABC  die  A'B  \\  AB,  als  zugleich 
senkrecht  auf  der  OC,  ist,  dabei  CA'  und  CB  die  Hälften  der 
Seiten  CA  «nd  CB,  also  zu  diesen  proportional  siod:  moss  A'B 
gleicblaUs  die  Halftö  derselben  AB  sein.  Das  entstehende  reed* 
massige  Vieleck  hat  daher  doppelt  so  viel,  aber  halb  so  kleuM 
Seiten  als  das  ursprüngliche,  mithin  einen  eben  so  grossen  Um- 
fan]^  wie  dieses. 

13.  Sei  nun  0^=  OB—  OC=R  der  grössere,  OD=t  der 
kleinere  Halbmesser  im  ursprünglichen  regelmässigen  Vieleck;  da- 
her im  doppelt-  so  viel  -  seitigen  der  grössere  mlbmesser .  Oil' 
=:OB  =  R'  uüd  der  kleinere  üD'=r':        '         . 

So  wie  CA'=AA'  muss  wegen  J'/>' ||  ^Z>' auch.  CB^^PIK 
i^so  P'  di^  Mitte  von  CD  sein ;  dann  ist  Ofy,  das  arithmetißclit 
Mittel  von ;  OC  und  OD,  nemlich 

OD  =  ^p^» 
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oder 

T    =  — ?> — ' 


Die  OA'  ist,   weil  auf  ihr  die  AC  senkrecht  steht,  jeine  Projec- 
tion  der  OC;    und  Oö',  weil  auf  ihr  die  A'B'   senkrecht  steht, 

portionale 


wu  UV71    vf^,^    uuu  v^f^  ,    weil  aui    inr   aie  ^  x>     senKre< 

ihre  Rückprojection ;    oder  in  dem  bei  A'  rechtwinkligen  Dreiecke 

OA'C\st  A'h'±.OC;   daher  ist  OA'  die  mittlere  Proi 


zwischeu  OC  und  OD' ;    nemlich 

OCiOA'  =  OA'iOiy, 

oder 

Ä:ß'  =  Ä':r'. 
Mithin  ist 

Ä'  ==  >fW  *). 

14«  Bezeichnen  wir  jetzt  bei  diesen  zwei  regelmässigen  Viel- 
ecken ihre  kleineren  Durchmesser  mit  c/,  d'  und  ihre  grösseren 
mit  Z>,  //,  so  dass  diese  Durchmesser  die  Doppelten  der  gleich- 
Dunieen  Halbmesser  r,  r*,  B,  R'  vorstellen ;  so  bestehen  zwischen 
den  Durchmessern  ähnliche  Gleichungen  wie  zwischen  den  gleich* 
vamigeD  Halbmessern,  nemlich: 


rf'=^t^,  2>'=\^öd^ 


Stellen  wir  endlich  noch  durch  p  den  in  beiden  Vielecken  gleichen 
\}nba§  Tor,  so  gelten  offenbar  auch  noch  ähnliche  Gleichungen 
Ar  die  Verhältnisse  der  vier  verbundenen  Durchmesser  zu  diesem 
wk  gleich  bleibenden  Umfange,  nämlich 

P      \P      PJ         P      ^  p   p 
Folgficb  ist 

erstlich  —  das  arithmetische  Mittel  von  —  und  — , 
P  P  P 

dann  —  das  geometrische  Mittel  von—  und  — • 
P  ^  P  P 

15.    Gebt  man  nun  ^ucb  hier  vom  regelmässigen  Sechsecke 

aus,  so  ist  seine  Seite  AB=R,  daher  sein  Umfang  p=6A,  und 

1}     2Ä     1  R 

das  Verfalltniss  "^^^Ag^T*    ungleich  macht  die  halbe  Seite  -q- 

mit  den  beiden  Halbmessern  r  und  R  ein  rechtwinkliges  Dreiedc, 
dessen  Hypotenuse  R  ist;  folglich  hat  man 


*)  Zur  Ableitung  diever  Sätxe  in  12.  und  13.  würde  auch  tchoo  dl« 
«af  emer  Seite  der  ffc  liegende  Halbtcheid  der  Fignr  auareicben. 

Theü  IX.  •      6 
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r« 


-f-r-g-J  =Ä>  und  daraus  rss-s-VS. 


Mithin  ist  das  Verhältniss 

d      2r      ÄV3     l   ,, 

1  /£  1 

Man  läuft  daher  von  denselben  zwei  Zahlen  g  v33=  -  unJi  j 

=  —-  aus  und  rechnet  In  gleicher  Weise ;  folglich  erhält  man  auch 
dieselbe  Zahlenreihe  wie  in  obigem  Täfelchen  in  Art.  9.,  nurwW 
das  Verhältniss  -ß  durch  —  ersetzt.  Demnach  findet  man  auch  wie- 

/     1 

der  als  Grenzverhältniss  — =X' 

c      n 

15.  Schlussbemerkung.  Diese  letztere  Rechnunesweise 
des  KrelsverhäJtnisses  lässt  sich  also  nicht  blos  am  einfacfastea 
durchführen ,  sondern  auch  am  leichtesten  rein  geometrisch  abM- 
ten  und  sohin  dürße  sie  wohl  die  vorzuglichste  sein. 


Veber  den  Salz  von  dem  Inhalte  der 

Obelisken. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Herr  Oberlehrer  K.  Koppe  an  dem  Gymnasiittn  zu  Soest 
hat  sich  bekanntlich  durch  die  sehr  zweckmässige  £&ft(ührung  efaier 
neuen  Art  von  Körpern  unter  dem  Namen  Obelisken  ift  die  Ele- 
mente der  Stereometrie  verdient  gemacht  >  und  deren  InhelliAe* 
stinunung  auf  einen  bemerkenswerthen  Satz  zurückgeführt.  Fflr 
diesen  Satz  hat  Herr  Koppe  selbst  in  einem  besondem ,  «sfa 
dem  l*ilel:  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Von 
Karl  Koppe.    Essen.  1843.   erschienenen  Schriftchen  niid  b 
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seinen  Anfangsgründen  det  reinen  Mathematik.  Zwei- 
ter Theil.  Zweite  Auflage.  Essen.  1846,  femer  Herr  Pro- 
fessor Steiner  in  Crelle's  Jonrnal.  Band  23.  Heft  3.;  und 
Herr  Professor  Bretschneider  in  seinem  Lehrgebäude  der 
niedern  Geometrie.  Jena.  1844.  elementare  Beweise  gegeben. 
Ich  glaube  aber,  dass  diese  Beweise,  wenn  auch  nicht  in  ihrem 
Wesen,  doch  in  der  Form  noch  einer  Vereinfachung  fähig  sind, 
da  der  Satz  wirklich  an  sich  so  einfach  ist,  dass  er  sich  eigent- 
lich« bei  nur  einiger  aufmerksamen  Betrachtung,  auf  der  Stelle 
ganz  voo  selbst  darbietet,  und  will  daher  in  diesem  Aufsatze  die 
Art  und  Weise,  wie  ich  den  Beweis  darstellen  würde,  in  der 
Kürze  mittheilen. 


U. 

Ein  Obelisk  ist  ein  Körper,  welcher  von  zwei  parallelen 
Vielecken  von  gleich  vielen  Seiten  als  Grundflächen  und  eben  so 
vielen  Trapezen,  als  die  Grundflächen  Seiten  haben,  als  Seiten- 
liefaen  eingeschlossen  wird. 

Die  Anzahl  der  Seiten  der  beiden  Grundflächen  bestimmt  zu- 
gleich auch  die  Anzahl  der  Seiten  des  Obelisken. 

I>ie  Entfernung  der  beiden  parallelen  Grundflachen  von  einan- 
dar  wird  die  Hohe  des  Obelisken  genannt. 

Die  Figur,  welche  entsteht,  wenn  ein  Obelisk  von  einer  sei- 
nni  Gnmdflächen  parallelen  Ebene  in  gleichen  Abständen  von  den 
bdiiva  Grundflrichen  geschnitten  wird,  heisst  seine  mittlere 
DurAscbnittsfigur. 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  der 
dDen  der  beiden  Grundflächen  Parallelen  zu  den  Seitenkanten  eines 
Obelisken  zieht,  so  heisst  das  Vieleck,  dessen  Ecken  die  Durch- 
acfcoittspqnkte  dieser  Parallelen  mit  der  mittlem  Durchschnittsfigur 
smd,  die  Etgänzungsfigur  des  Obelisken  *). 

Sehr  leicht  lässt  sich  beweisen  und  bedarf  daher  hier  keiner 
besoodern  Erläuterung,  dass  die  beiden  Grundüächen  eines  Obe* 
lisken  und  dessen  mittlere  Durchschnittsfignr  jederzeit  gleiche 
Wbkel  haben  und  dass  jeder  dreiseitige  Obelisk  eine  abgekürzte 
dreiseitige  Pyramide  ist,  d.  h.  dass  die  Seitenkanten  eines  drei- 
seitigen Obelisken,  gehörig  verlängert,  jederzeit  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  zusammenstossen.  Eben  so  leicht  erhellet,  dass 
die  mittlere  Durchschuittsfigur  und  die  Ergänzungsfigur  immer 
gleiche  Winkel  haben.  Endlich  fallt  auch  auf  der  Stelle  in  die 
Augen,  dass  die  Seiten  der  mittleren  Durchschnittsfigur  die  hai^ 
b(^  Summen,  die  Seiten  der  Ergänzungsfigur  die  halben  Differenz 
xeo  der  ihnen  parallelen  Seiten  der  Grundflächen  des  ObeÜs- 
ktt  aiiid. 


*)  Dies  weicht  von  der  Koppe'tchen  Erklärung  der  Ergänzung«- 
%ttr ,  nach  welcher  man  die  Parallelen  mit  den  SeiCenkanten  dureh  einen 
bwli4igen  Punkt  in  der  Ebene  der  mittlem  Durchschnittsfignr  ziehen 
«tt,  ab,  komiDt  aber  offenbar  im  Wetentlichen  anf  daitelbe  ninant  und 
crieichtert,  wie  e«  mir  ■cheint,  die  Darstellung  des  Beweiset. 

6* 


u 


Hl. 

WeuD  man  'm  Taf.  III.  Fie.  3.  i 
•  seitigen  Obelisken  ABCA'B'O  eiai 
stehendcD  Seitenfläche  BCB'  C  uat 
entotebt  ein  Körper  ABCBI^EfC 
ABC  und  Viereck  B'iyEC  als  par; 
Trapest  BCBC,  den  beiden  Paraiieloi 
und  dem  Dreieck  AD'il'  als  Seiteni 

Jeder  Körper  ABCDEFG  (1 
ist  einem  Prisma  gleich,  ivelc 
schnittsfigur  ffE^PG'  des  K 
und  die  Entfernung  seiner  p 
TOD  einander,  d.  h.  seine  Uüli« 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhelle 
durch  die  Linie  VE'  eine  den  paral 
Ebene  legt,  welche  die  nüthigenfall 
Qächen  ABC  und  DEFG  in  den  Lii 
falls,  irenn  es  nüthig  bt,  gehSrie 
Qächen  BCDG  und  AEF  in  denl 
Dadurch  erhält  man  die  beiden  drei 
und  DEKLiy  E ,  von  denen  auf  dei 
Deckung  gebracht  werden  kSnnen, 
etwa  das  obere  Prisma  um  die  Lii 
untere  Prisma  gelegt  denkt.  Hieran: 
der  Stelle  durch  die  einfachsten  Schli 
heit  des  Körpers  ABCDEFG  und  d 
hier  nicht  weiter  erläutert  zu  nerden 


Wenn  nun  ABCDEA'l 
von  beliebiger  Seitenzahl  ii 
Ecke  A  die  den  Seitenkant« 
Linien  ABT.  AC ,  Air,  A 
DPE? ,  wodurch  man  die  Pj 
man  jiun  noch  die  Linien  . 
ABCB'CB''C',  ACDCD' 
per  Ton  der  Beschaffenheit  i 
legt  man  daher  fetzt  nur,  da 
acbnittsSgur ,  CrgiinzuiigsGgi 
durch  M,  E,  H,  O  bezeicli 
AA'SfflTE'  und  der  drei 
ner,  dass  nach  einem  allgen 
der  Inhalt  der  Grundfläche  d 
lieh  die  Summe  der  mittlei 
Pyramide  zum  Obelisken 
M — £  ist;  so  erhellet  nac 
halte  der  Pyramide  und  aus 
Gleichung 


d.  i. 


folglich 
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1         • 
0  =  (M+^E)H, 


Jeder  Obelisk  iat  der  Summe  eines  Prisma  und 
Moer  Pyramide  gleich,  welche  respective  die  mittlere 
Darchschnittsfigur  und  ^le  Ergänzungsfigur  des  Obe- 
lisken  zu  Grundfiächeo   und  die  Höbe  des  Obelisken 


woraoii  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz  ergiebt : 

Jeder  Obelisk    ist   der  Summe    eines  Prisma  und 
einer 
Durch. 
Hsken 
lar  gemeinschaftlichen  Höhe  haben. 

Stellt  man  den  Beweis  dieses  von  Koppe  gefundenen  Satzes 
auf  die  obige  Weise  dar ,  so  bedarf  man  des  sogenannten  Schlus- 
ses Ton  ft  auf  n  +  1  gar  nicht,   der  Beweis  gewinnt,   wie  es  mir 
scheint,  überhaupt  in  mehrfacher  Beziehung  an  Einfachheit,  und 
legt  aach  die  grosse  Einfachheit  des  Satzes  an  sich  deutlich  vor 
Ansen.    Was  hei  der  obigen  Darstellung  der  Kürze  wegen  etwa 
Boeb  aDer5rtert  geblieben  ist,  wird  Jeder  leicht  selbst  hinzufügen 
können.    (Jeher  die  Anwendung  des  Satzes  zur  Berechnung  ver- 
■cUedener  Arten  von  Körpern  findet  man  vielfache  Belehrung  in 
Venoben  angeführten  besondem  Schriftchen  von  Koppe,    auf 
^vekhes  daher   zu  verweisen    für  deutsche  Leser  vuüig   eenügt. 
WeQ  jHoch  das  Archiv  sich  auch  einer  grossen  Anzahl  vonl^esern 
sosrndb  Deutschlands,  ich  darf  wohl  sa^en  fast  in  ganz  Europa, 
selbst  auch  jenseits  des  Oceans,    in  Amerika,    erfreuet,  so  mag, 
njndenSatZy  wie  er  ungeachtet  seiner  grossen  Einfachheit  aller- 
<%8  verdient.    In  einem  möglichst   grossen   Kreise  bekannt  zu 
2^<^lien,  hier  In  der  Kürze  noch  Folgendes  dem  Obigen  hinzuge- 
%t  werden. 


V. 

Eine  abgekürzte  Pyramide  ist  offenbar  ein  Obelisk  mit  einan- 
der ähnlichen  Grundflächen.  Bezeichnen  wir  daher  die  eine  Grund- 
iäehe  einer  abgekürzten  Pyramide  durch  F  und  das  Verhältnis« 
einer  beliebigen  Seite  derselben  zu  der  gleichliegenden  Seite  der 

sodem  Grundfläche  durch  m:n,  so  ist  nach  IL  mi^im  +  n)  das 

Verfaähniss  der  gleichliegenden  Seiten  der  Grundfläche  F  und  der 

»ittlem  Durchschnittsfigur  M,  und  m:±5-(m  —  n)  das  Verhältniss 

^  gleichlieeenden  Seiten  der  Grundfläche  F  und  der  Ergänzung«- 
"8ur  E.  Daher  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre 
»00  der  Aehnlichkeit 


F:ilf=?««:j(m+ii)« 


f 
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F:£  =  ni«:j(m— «)«; 
folglich 

also  nach  IV. 

oder 

Entwickelt  man  aie  Quadrate,  so  ergiebt  sich 

fiezeichnet  man  aber  den  Inhalt  der  andern  Grundfläche  der  al^ 
kürzten  Pyramide  durch  F',  so  ist 


also 


folglich 


oder 


F:F  =  7w«:w«, 


O  =  J^//(F+  V7^  +  F), 


welches  die  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannte  Fonnei 
zur  Berechnnng  des  Inhalts  der  abgekürzten  Pyramide  ist. 

Ein  PontiHi  ist  ein  Obelisk,  dessen  beide  Gmndflflchen  RecM- 
ecke  sind.  Bezeichnen  wir  nun  die  parallelen  Seiten  dieser  Recht- 
ecke durch  a,  ttf  und  If,  6^;    so  ist  nach  11.  offenbar 

E  =  ^{a-a').\ib-b')~(a-a'nb-b'); 
folglich,  %reon  h  die  Höhe  des  Pontons  ist: 

0=~h{(a  +  a!)(b  +  b')+^(a-a')ib^b')\, 
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od^r»  nie  bieraos  durch  leidite  Rechnung  folgt 


oder  auch 


0  =  ~Ata(26  +  6')  +  a'(6  +  26')l 


0=^^h{b(ia  +  a')  +  l/(ai-2a')]; 


welches  die  gewöhnlichen  Formeln  «ur  Berechnung  der  Pontons  sind. 
Auch  aus  diesen  wenigen  Beispielen  sieht  man  schon,  dass 
Herrn  Koppe*s  Satz  zu  vielen  hemerkenswerthen  Resultaten  auf 
i*ehr  einfache  Weise  föhrt,  und  jedenfalls  sehr  verdient,  in  den 
stereometrisehen  Elementarunterricht  immer  allgemeiner  aufgenom- 
men zu  werden. 


X- 

Veher  die  Kntstehunff  der  Obelisken 
und  eine  (geometrische  Anff^abe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  4er  euclidischen  Geometrie  hat  es  von  jeher  als  Regel 
oiaer  guten  Methode  gegolten,  und  wird  auch  immer  dafär  gelten 
nifisseo,  dass  jederzeit  erst  die  Realität  eines  geometrischen  Ob- 
jeeti  nachgewiesen  werden  müsse,  bevor  man  es  überhaupt  unter- 
neboMn  d&'fe,  weitere  Untersuchungen  über  dasselbe  anzustellen, 
voraos  sich  auch  überall  die  öfters  scheinbar  willkührliche  An- 
Hoaudefreihufig  der  geometrischen  Sätze  in  dem  euclidischen 
SfstMoe  auf  das  Genügendste  erklären  lässt,  so  dass  sich,  wenn 
Qiii  nur  diesen  Gesichtspuj^kt  stets  festhält »  dieses  System,  was 
UM  auch  in  neuerer  Zeit  bin  und  wieder  dagegen  gesagt,  und  wenn 
QM  auch  alters  mit  einer  gewissen  Geringschätzung  von  einer  Veral- 
te^ desselben  gesprochen  haben  mag,  in  allen  seinen  Theileo 
w^4as  Vollkommenste  und  Schönste  abrundet  Auch  wüsste  ich« 
stiUt  «yf  die  Gefahr  hin ,   mit  einer  gewissen  Hartnäckigkeit  am 


Allhe^brachten  festzufaalten  beaehnMist  zu  w«rd«Di  in  dCr  IWt 
kein  neiieres  System,  welches  sich  in  Bezug  auf  wabre  geometti- 
scbe  Strenge  UDd  Evideoz  der  Darstellung  der  eigentlichen  geome- 
trischen Gnindelemente  —  denn  nur  Ton  diesen,    keineswegs  von 
den  grossen  und  schönen  E 
Zeit  die  Geometrie  durch  Ai 
so  sehr  bereichert  norden  i: 
mehr  als  ich  anzuerkennen  b 
Rede  svin  —  dem  euclidiijcl; 
weshalb  ich  denn  auch  diese 
geometrischen  Schulunterricl 
neuerer  Entdeckungen  in  dei 
das  geeignetste  halte,  und  ei 
Grundlage  jedes  streageren 
wobei  icli  auch  nicht  umhin 
meiner  Ansicht  die  Art  und 
Bearbeiter  der  Elemente  gev 
Euclides  uns  hinterlassen  ha 
suchen,  keinesweges  billigen 
schon  hin  und  wieder  bervoi,. 

Die  Einfdhning  der  besonderen  Art  von 
Obelisken  genannt  hat,  in  die  Elemente  der  S 
falls  sehr  verdienstlich  und  verdient  alle  An 
die  Inhaltsbestimmung  dieser  Kfirper  auf 
Satz  zurQckgelffhrt,  welcher  eine  Quelle  i 
besti mm ungen  geometrischer  Körper  ist,  ur 
dem  vorbeigehenden,  absichtlich  von  dem  v 
Aufsätze  eine  für  den  Elementarunterricht 
möglichst  einfache  Begründung  dieses  Satz 
Aber  noch  Niemand  hat,  so  viel  mir  bekai 
strengen  Nachweis    der  Mr>glichkeit  oder  1 

zu  fuhren  gesucht,  was  sich  nach  meinen  oben  dai^elegten  Ab- 
sichten  aber  die  geometrische  Methode  nicht  rechtfertigen  liMt 
Nach  der  Erklänme  der  Obelisken  hat  man,  ohne  um  deren  Reafi- 
tät  sich  weiter  zu  uekfimmem,  sogleich  einige  Eigenschallen  der- 
selben bewiesen,  und  hat  dann,  wahrscheinlich  um  recht  haU 
etwas  in  der  Praxis  Anwendbares  zu  gewinnen,  mit  einer  gewis- 
sen Eile  den  körperlichen  Inhalt  dieser  besonderen  Art  tod  KSr- 
pem  zu  bestimmeo  gesucht.  Die  Nachweisung  der  RealitSt  def 
Obelisken  dürße  aber  um  so  nDthiger  sein  und  ein  besonderes 
Interesse  gewähren,  weil  man,  wie  sieb  nachher  zeigen  wiid, 
wenn  man  dieselbe  zu  gehen  versucht,  zuletzt  auf  ganz  natürlichen 
Wege  zu  einem  Probleme  geführt  wird,  welches  sieb,  so  vieLidi 
weiss,  bis  jetzt  in  den  stereometrischen  Elementen  noch  nidrt 
findet,  und  nach  meiner  Ansicht  durchauR  aufgelöst  irerden  mosa, 
bevor  man  Überhaupt  zur  weiteren  Betrachtung  der  Obelisken  fiber- 
gcheii  darf.  Es  bt  hier  eine  Lücke  im  geometrischen  Systeme 
vorhanden,  welche  man  sieb  hütte  auszulullen  bemühen  solle« 
Wir  (Verden  bald  sehen ,  uelches  dieses  Problem  ist.  Eine  Ai^ 
lüsung  bloss  mit  Hülfe  der  synthetiscben  Geometrie ,  welche  aller- 
dings, um  jene  Lücke  genügend  auszufallen,  erforderlich  s^ 
ivürde  und  vielleicht  ziemlich  einfach  sein  kann,  zu  geben,  ist  tat 
diesem  Aufsatze  nicht  meine  Absiebt.  Es  genügt  mir  nrimebr 
für  jetzt ,   auf  das  Problem  aufmerbum  zu  machen  und  die  syn- 
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Ibetieciie  Avfldsiing  den  Lesern  xu  überlassen ;  daff^en  werde 
ich  aber,  um  eine  genauere  Einsicht  in  die  Natur  desselben  zu 
▼ermitteln  y  im  Folgenden  eine  analytische  Auflösung  geben,  welche 
mir,  sowie  die  Aufgabe  selbst,  nicht  ganz  uninteressant  zu  sein 
scheint 

Wir  wollen  uns  also  jetzt  zuerst  mit  der  Entstehung  der  Obe- 
tifiken ,  deren  Erklärung  wu*  als  bekannt  vbraussetzen ,  beschäfUgen, 
indem  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dass  man  im  Folgeedeo  stets 
festzuhalten  hat,  dass,  in  Folge  der  Definition  alle  einen  Obelisken 
begränzende  Flächen  ohne  Ausnahme  Ebenen  sein  sollen.  Hier- 
nach kann  man  sich  aber  die  Entstehung  eines  Obelisken  auf  fol- 
gende Art  denken,  wobei  wir  im  Folgenden  der  Ktirze  wegen, 
wenn  das  Schneiden  zweier  geraden  Linien  gefordert  wird,  deren 
Parallellismus  dabei  nie  ausschliessen  werden. 

Es  sei  eine  beliebige  ebene  s^eradlinige  Figur  ^|^2^3'^4***'^n> 
welche   wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch  F  bezeichnen 
wollen,    gegeben.     Durch  den  Punkt  ^|  lege  man  eine  beliebige, 
nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende  gerade  Linie.     Hierauf 
1^  man  durch  den  Punkt  A2  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur 
r  fallende   gerade  Linie,    welche   die  vorhergehende  durch  den 
Punkt  Ai  gelecte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schnei- 
det,  was  offenbar  jederzeit  mudich  ist.      Ferner  lege  man  durch 
den  Pankt  A^  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende  gerade 
Lfade,    welche  die  vorhergehende,    durch  den  Punkt  A^  geleste 
g«rade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte   schneidet,   was  wieder 
olenbar  jederzeit  möglich  ist.     Auf  diese  Art  weiter  sehend  wird 
MA  endlich  zu  dem  Punkte  An  gelangen.     Durch  diesen  Punkt 
wttien  wir  wieder  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende 
gerade  Linie  legen,   welche  die  vorhergehende,  durch  den  Punkt 
Am^  gelegte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet, 
za  legen  haben«  was  offenbar  jederzeit  muglich  sein  würde.    Soll 
mm  aber,   wie  es  nach  der  Definition  des  Obelisken  erforderlich 
Ist,  auch  die  letzte  durch  die  Kante  AnAi   gehende  Seitenfläche 
ilesselben  eine  Ebene  sein,  so  ist  es  augenscheinlich  nuthig,  dass 
die  letzte  durch  den  Punkt  An  gele&te,   nicht  in   die  Ebene  der 
flgnr  F  fallende  gerade  Linie  nicht  oloss  die  vorletzte,  durch  den 
Punkt  An^^  gelegte,   sondern  zugleich  auch  die  erste,   durch  den 
Punkt  Ai  gelegte  gerade  Linie  schneidet,   und  wir  werden  also, 
indem  wir   den  Nachweis   der  Realität  der  Obelisken  zu  führen 
suchen,   offenbar  zuletzt  zu  der  Aufsähe:  —  wenn  zwei  gerade 
Linien  im  Räume  und  ein  in  keiner  aerselben  liegender  Punkt  ge- 
geben sind,  durch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  gera- 
den Linien  schneidende  gerade  Linie  zu  legen  — •  geführt.     Die 
Auflösung  dieser  Aufgabe  muss  also  im   geometrischen  Systeme 
Dotfawenoig  der  Theorie  der  Obelisken  vorangehen.     Ist  aber  die 
Möglichkeit  derselben  nachgewiesen,   so  wira  man  ohne  Weiteres 
mittelst  einer  der  Figur  F  parallelen  f^enc  einen  nach  allen  Sei- 
ten hin  von  Ebenen  negränzten  Korper  von  der  Natur  der  Obelis- 
ken herstellen  können,  und  also  die  Realität  der  letzteren,  wie  es 
Ae  geometrische  Strenge  fordert,  bewiesen  haben. 

Alles  kommt  also,  wie  man  hieraus  sieht,  auf  die  Auflosung 
der  oben  namhaft  gemachten  Aufgabe  an,  welche  wir  nun,  die 
Anfsudiung  einer  synthetischen  Auflösung  fiir  jetzt  den  Lesern 
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überiassend,  anaMisch  aoflOseii  w«tten,  um  eine  etwas  genauere 
Einsicht  in  ihre  Natur  zu  Termittelu. 

A  M  f  g  a  h  e. 

Es  seien  zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in 
keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben;  man  soll 
durch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  geraden 
Linien  schneidende  gerade  Linie  legen. 

Auflnsung. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebeneu  geraden  Luüen  seien 

x — <?! y — 6i z — Ci  ' 

cos  «1  cos  ßt         cos  Vi  ' 

COS  oj       cos  j?2      COS  y^, ' 

xmA  «3 ,  b^f  C3  seien  die  Coordiuaten  des  gegebenen  Punktes.  Da 
clie  gesuchte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (fizh^c^)  gehen  soll,  so 
sind  ihre  Gleichungen  von  der  Form : 

'     cos  9        cos  t(;       cos  %  ' 

Weil  nun  diese  gerade  Linie  sowohl  die  erste,  als  auch  die  zw^ 
der  beiden  geraden  Linien  1)  schneiden  soll;  so  haben  wir,  wem 
die  Coordinaten  der  respectiven  Durchschnittspunkte  durch  Xi ,  yi, 
ti  und  ^2»  ^2»  ^  bezeichnet  werden,  die  folgenden  Gleichungen: 


3) 


und 


^1  — «i  _  Vi—f^x  ^  ^i  — gl 
cos  «1  cos'iPx         cos  Yi ' 

cos  fp  costf;  cos  % 

^ä~^y  _  t/2  — *2  __  V 


4) 


cos  a^  cos  ^2  c^^  y^ 

X2 — fla  _.y2 — ^  _.  ^2 — <^3 
cos  9  cosi/;  cos^ 


Nimmt  man  zu  diesen  acht  Gleichungen  endlich  noch  die  be- 
kannte Gleichung 

5)  cos  (p*  +  cos  -^^  +  cos  2*  ==  1 9 

so  hat  man  neun  Gleichungen,  mittelst  welcher  die  neun  unbekann- 
ten Grössen  Xi,  jfi,  % ;  X29  yn»  Hl  ^>  '^>  X  bestimmt  werden 
missen« 

ERmimrt  man  aus  den  vier  Gleichiingen  3)  die  drei  Grösse» 
^1»  yi»  ^'   fi^  erhält  man  nach  leichter  Kechnung  die  Gleichnog: 


»1 

+  i (^j  — Cg) coe «i  —  («i  — flg)  cos yi  ]  co8 1(;      J  =0; 
+((«1— «8)cosft— (6j— 6j)cosai|co«% 

uimI  a«f  ganz  ähnliche  Art  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x^, 
lß^9  t%  aus  den  Tier  Gleichungen  4)  die  Gleichung: 

7)    ((&»— fiä)  cosy2  —  (ca— Ca)  cosj52l  ^^^ ) 
+  t(ct — C3)  cososi  —  (cta — O3)cosya}  cost^  \  =0. 

+  t(tt2  — «-Jc^i^a  —  (Ä2  — 63)COS«2)C083{  / 

Diese  beiden  Gleichungen  liefern  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 5)  die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grossen  9),  1^, 
%  erforderliche  Anzahl  ron  Gleichungen. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

Ai^^ißi "— Og)  cosft  —(61  —  63)  cos«! , 

^=(«2 — fls)cos/Sa— (^—*8)  coso^; 

A  =(^1  — *8)  cosyi  —  (^1  — ^^3)  cosft , 

'   ^  Äa=(62— &3)cosya  — (ca  — C3)co8i?2; 

Ci=(Ci  •— C^)  cos«!  — (Oi  —03)  CO871  , 

Ci=(ca— Cs)  cosoa— (oa— Oj)  cos)^; 
M  werden  die  beiden  Gleichungen  6)  und  7) : 

(   ÄiC08g)+ ticO8l/;+-4iCO8  3(=0, 

)  ^co89  +  CaCO8t/;  +  ilaCO82=:0; 
woraus  sich 

10) 


COS  fp = ~A^ — ^"^  ^^^  9^ 


Ä  Cfc —  ^^ 

ergiebt    Also  ist  nach  5): 

C08<D  =  4-      —  ^i^-^rZ-'J^^-'  _ 

woraus  sich,  in  Verbindung?  mit  10),  die  folgenden  Formeln  zur 
Bestinummg  von  9>9  i/;,  ^  ergeben,  in  denen  die  obem  und  untern 
Zeichen  auf  einander  zu  bezieheu  sind: 

, ^-^a'^-'^i^ 

11)  (  co8i|;=  ± di§?-?lAi  , 

,  B1C2 — CiB^ ^ 

cos  Z-  ±  V(  j^  Ä,-Ä,w<a)«+(B,  C,^-QB^*+QA^-Ai  Cy» 


Hat  man  aber  die  Winkel  q>n  '^t  %  mittelst  dieser  Formdn  ge- 
fimden,  so  erhält  man  die  Coordinaten  arj,  jfi,  u  und  x^»  }f%t  ^ 
leicht  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4),  was  wur  hier  nicht  w^ 
ter  entwickeln  wollen. 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  durch  den  Punkt  (a^b^c^  ge* 
benden  und  die  beiden  gegebenen,  durch  die  Gleichungen  1)  cba* 
rakterisirten  Linien  schneidenden  geraden  Linien  sind  nach  2)  und  11): 

Zu  einer  andern  Auflösung  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  seien 

und  /,  fjy  h  seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.     Also 
sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  geraden  Linie  von  der  Form 

14)  x^f=A{z^h),  y^g^üiz^h). 

Sind  nun  x^  yif  Zt  und  x^f  y^t  z»  die  Coordinaten  der  DMvh- 
Schnittspunkte  dieser  Linie  mit  clen  neiden  gegebenen  genAei 
Linien  9  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  acht  unbekannten  Gite^ 
nen  Xit  ffif  Zif  x^9  y^y  z^\  A,  Ü  die  folgenden  acht  GleichuDgco: 

^1— /'=^(2i— A),  .Vi— ^=2((ii— Ä), 
xa— /'=-4(z4— Ä),  ya— 5'=2f(2«— Ä)- 

Aus  den  vier   letzten  Gleichungen  [erh&lt  man   durch  Eliminatioii 
von  A  und  3(: 

.  j  (a:i-/0(*»-A)-(Xa-/)(z,-A)=JB, 
also  vermöge  der  vier  ersten  Gleichungen: 

oder  a 

t  (o,  — o«)  Ji  +  («a*  +  6,  — /) !  s, 

=  (fri-6a)*+(«i*  +  *«-/)n. 
^^'^^       {(«i-«t)*i  +  («»A  +  A-^)ls. 
=  l(A-/»t)A  +  («.A  +  /*>-Ä^)»i; 
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folglich 

19)    {a.A  +  A,-/"+(ffi-«,)i,it(/3,-/S4)A  +  («iA  +A,-^)i,l 
=t«,A+ft -9  + («,-tti)2, 1  |(*i  -  Aa)  A  +  (fli*  +  *a— /)*!  I. 
also,  wie  man  nach  leichter  Entnickelung  findet: 

20)0=t(6,-6a)KA+|J,-^)-(/Ji-|Sj)(aaA+Ä|-/)|A 
l       («i-«a) (*i-6a)A  +  («iÄ+*a-/)  (a^h+ßi-g)  | 
+  j  -(«i-flj)(jSi-/?a)Ä-(«aA+6,-/)(«iA+^.-^)  j  *> 

+  I  («1— «2)(oiA  +  6a— /)—(«!  — 08)(«iA  +  Äs— ^)  1*1* 

Für  zj  =  A  wird ,  trie  man  leicht  findet ,  die  Gleichung  19),  folg- 
Kch  auch  die  Gleichung  20),  erfällt,  so  dass  also 

0  =  {(6i-*»)KA  +  A-5^)-(A-jSa)(flaA  +  ftj-/-))A 
l      («i-«2)(*i-*a)A+(aiA+6a-/)(BaA+jS,-.9)) 
+  I  -(«,-aaO?i-/»a)A-(«72A+6,-/)(«iA+|»a-j^)j  * 

+  l  («i-«a)(fliA  +  6s-/)-(o,-aa)(«iA  +  /»,-^)lA« 

ist.     Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  20),   so 
ciUilt  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

(  M=    («1— a«)(6,— 62)A  +  (a,A  +  6a-/)(«aA  +  A-fl') 

21)  j  -(«1  — «a)(/»i— /»a)A-(oaA  +  i,— /)(«iA+/»a-^), 

'  N=    («,  —  «a)  («1 A  +  öa  -/)  —  (a» — o,)  («lA  +  /»«— ^) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

22)  •(ii-A)tilf+A^(i,+A)|  =  0, 

CO  das«  also  entweder 

z,  —  A  =  0 
oder 

Jlf+iV(z,+A)  =  0, 

« 

d.  h.  «ntweder 

23)    «1  =  Ä 
oder 

24)   2i+A=  — 2^^  ii=— Ä—j^ 

bt. 

Wollten  wir  aber  2i=A  setzen,  so  ivfirde  aus  der  filnften  und 
sechsten  der  Gleichungen  16)  a:t=f,  yi=i7  folgeo,  und  wegen  der 
ersten  und  «weiten  dieser  Gleichungen  müsste  also 
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üetn,  d.  h   der  gegebene  Punkt  (fgh)  würde  in  der  ersten  der 
den  gegebenen  Linien  liegen »  was  gegen  die  Voraussetzung  strei- 
tet,  da  wir  angenommen  haben,   dass  der  gegebene  Punkt  iu  kei- 
ner der  beiden  gegebenen  Linien  liegen  soll. 
Hiemach  kunnen  wir  also  bloss 

■ma 

25)   zi=:— A  — 2v 

setzen. 

Bis  hierher  haben  wir  die  Rechnung  absichtlich  ganz  altge- 
mein geführt.  Um  uns  jedoch  die  fernere  Rechnung  zu  erleicbteni, 
wollen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  jetzt  den  gegebenen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen,  d.  h.  wir  wollen  im  Torher- 
gehenden f=:.g'=zh=0  setzen. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  im  Vorhergehenden 

folglich  nach  25): 

Nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18)  ist 

*       ^i+(oi— 04)2^1' 
also,  wenn  man  den  vorhergehenden  Werth  von  z^  einfiihrt: 

2g\    .  _« ^/^2  ~"  b^h ^ 

Führt  man  nun  ferner  die  gefundenen  Ausdrücke  von  i|  und  ^ 
in  die  aus  15)  bekannten  Gleichungen 

ein,  80  erhält  man  för  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunktedci 
^suchten  Linie  mit  V       ^^^  ^  '•  •       -«     1     -a  j:^ 

Folgenden  Ausdrücke: 


gesuchten  Linie  niit  den  beiden  gegebenen  Linien  überhaupt  die 
foli 


^  («1— «a)/^«  — («1— «2)*a 

und 
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*  (öj —oa)/?! —(«1—02)61       ' 

30)  }  „  _^i  (^A— «2/^2)  ~-  /^afa^i  —  «ift) 
^ya-        («i-a2)/^i-(«i~«2)Äi        ' 
^ ^^2  —  bfjßi 

^*"         («1  -fl«)/^!  -(«1  -«2)61* 

Die  GleichuDgeo  der  gesuchten  Linie  sind 

^__  _  ^  («2^2  ^ <^/^g)  —  ^2  jf^i bi  —  aM^ 

ßl{«<A  —  «2^)— /^2  («i^i  -<lift )  ^ 


^  Mi-  Ml 


oder 


32)  {  =3 


Äi  («2^2  —  a^^  —  62 («1*1  —«lA) 

2 

r^l  («2^2  — fl2^a)  ~/^2(«l^l  — «'l/^l) 

2  

61^2-*  Ml' 


l«t  der  gegebene  Punkt  nicht  der  Anfang  der  Coordiaateo,  son- 
deni  überhaupt  durch  die  Coordinaten  /*,  g^  A  bestimmt,  so  braucht 
nch  durch  denselben  bloss  ein  dem  primitiven  Coordinateo- 


systeme  paralleles  Coordihatensysteni  gele^ct  2u  denken,  und  wird 
dann  feicbt  finden,  dass  man,  um  die  ntithigen  Ausdrück«  zur  3eh 
Stimmung  der  Lage  der  gesuchten  Linie  zu  erhalten,  in  den  vor- 
hergehenden Formeln  bloss,  iiir 

X,  y,  z 
reapective 

X— /,  y—g»  i-Ä; 
uod  für 

b\>  ßl'y     *Ä»  /^2 

respective 

CiA  +  61— /,  cfiA  +  ^i— (7;    «aÄ  +  Äi— /,  «2*  +  /^«-^ 

setzen,  alles  Uebrige  aber  ungeändert  lassen  muss>   was  wir  wei- 
ter auszuführen  dem  Leser  überlassen* 

Schliesslich  wiederholen  wir ,  dass  wir  eine  Auflosung  der  vor- 
iiergehenden  Aufgabe  bloss  durch  Construction ,  so  dass  dieselbe 
Pba  in  den  Elementen  der  Stereometrie  finden  ksum^  für  wün* 
■^ett0werth  halten. 


m 


Snr  les  d<^riTees  d'une  fonction  de 

fonctlon« 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Divers  procöd^s  ont  ötö  propos^s  pour  d^terminer»  en  finf 
finie,  les  d^riv^es  d*une  fonction  qui  dopend  d'une  autre  foncÜM. 
Ce  probltoe,  loin  d*^tre  g^Döralemeot  rösolu,  n'est  abonU  fK 
pour  des  cas  tr^s  sp^ciaux.  Convaineu  de  l'imperfecüoo  de  ii 
ih^oAe  des  d^riv^es,   M.  Oscar   8chl5milch   (Archiv.  T.  TE 

B.  204.)  a  tenU  de  däterminer  les  däriv^es  des  fonctioos  fs^  el/i«. 
a  troovö 

8; A^=^  Ui ^Yx^  +  A^^^r's^  + ....  +  Anaf^f^J!  \  , 
dans  laquelle 
»      1.2....n 


et 

n 

le  coefBcient  Ap  ätant  doirn^  dans  cette  formule  par  l'^uatfon 

eu  obaervant  qae  dans  les  deux  formales  Pi ,  t^>  ••••  d^gsent  iei 
coefficients  binominaux  de  Texposant  p»  Li  auteur  a  dämonM  oe* 
formules  par  induction»  en  indiquanf:  qu'elles  seront  vörifi^es  po« 
les  därivees  de  l'ordre  n  +  l,  lorsquon  les  suppose  exactes  poiv 
l'ordre  n.    D  a  ajoutö  ^tre  parvenu  k  ia  döterminaaon  des  coefBaeoti 
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Par  une  m^thode  qui  lal  est  propre;   et  il  est  ä  regretter  qu'il  ne 
a  pas    communiqu^e,    puisque  la  methode  est  souvent  plus  in- 
structive  que  le  r^sultat  n'est  interessant. 

Depuis  longtemps  favais  trouv^  les  m^mes  formules,  mais, 
occup^  par  d'autres  recherches,  je  ne  les  avais  pas  r^digees.  En 
lisant  receroment  l'article  eit^  de  M.  8 eh lö milch,  j*ai  fixö  de 
nouveau  1  attention  sur  ce  sujet,  et,  en  attendant  que  Tauteur  faisse 
connaftre  la  methode  par^  laauelle  il  est  parvenu  a  seB  formules, 
j*exposerai  le  proc^d^  qui  m  a  conduit  ä  une  fonnule  gönörale  qui 
embrasse  les  (ormules  eitles  eomine  eas  particuliers. 


Pui8qu*on  a  generalement 

il  laut  que  soit 

lorsque  t  däsigne  une  variable  qui  s'^vanouit  apres  les  diff^rentia- 
tions.    Si  done  y  repräsente  une  fonction  de  :r,  et  qu'on  pose 

<m  iwa  de  m^me 

el  lorsqpi'on  fait 

n  «'ensuit 

ce  qnl  cfaange  Täquation  (1)  en 

(3)  8;A=8;A+»,- 
De  plus ,  on  tire  de  lequation  (2) 

(4)  6t  =  yj.+t  — y, 

ce  qoi  montre,  non  seulement  que  ße  dopend  de  j;  et  e,  mais  en- 
core  qne  ßg  s'ävanouira  avec  b,  du  moins  sl  Ton  excepte  les  va- 
leors  particuli^res  de  x  pour  lesqueiles  il  y  a  Solution  de  continuitä. 
Oa  aura  par  suite 

/i+e, =fy+ A  ^i  +  o  A  ö'"  +  rhif"^  *•' + 

et,  en  vertu  de  F^quation  (3), 


•  •••5 


■  J 


9» 

ou,  pvisqne  y  est  ind^endant  de  e, 

On  s'assorera  aisöment  que  la  s^rie  dans  le  second  membre  de 
cette  fonnuie  s'arr^tera  au  terme 

Sareeque,  selou  r^qaation  (4),  le  premier  terme  da  däveloppement 
e  &e  suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  e  etant  pro- 

portionel  a  e,  le  premier  terme  du  däveioppement  de  ö^serapro- 

portionel  ä  €"*,  et  qu'un  terme  de  la  forme  d^  £*"9>f  s*^anoniiaav6c 

B,  lorsque  m  est  plus  grand  aue  n,  et  que  (pe  reste  fonction  conü- 
nue  pour  £=:0.    La  formule  (5)  peut  douc  dtre  mise  sous  la  fonoe 

dans  laquelle  on  a  pos^,  pour  abreger, 

(6)  kl  =  1.2.3....*; 

et,  si  Ton  substitue  ä  Se  sa  valeur  tirc^e  de  l'^uation  (4) ,  ilviendn 

(7)  ^Ä=*2?  r/y'^'^if+'-if)'- 

Posons  encore,  pour  abr^er, 

(8)  (*)-  1.2.      3 rö ' 

on  aura,  en  däveloppant  le  binome  (yjr+«— y*-)*, 

et,  si  Ton  a  ^gard  ä  T^quation  (I),   et  qu'on  obsene  que  d^y^ 
=:?d*  1=0,  il  rösultera  enfin 

Yoici  la  formule  göp^ale  annonc^e  aui  subsistera  pour  tonte 
fonction  /y  de  y  et  pour  toute  fonction  y  de  or,  en  exceptant  too- 
jours  les  cas  partieuliers  oü  Ion  attribue  k  x  ine  valeur  telk  qot 
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U  conännit^  sera  interrompae.  Eh  prenant  successivement  jf=x^ 
et  ^=^,  eile  founiira  les  formules  deM.  Seh  18 milch  rapportees 
au  commencement  de  cet  article.  II  faut  observer  toutefois  qae, 
quoiqne  la  forinule  (9)  soit  plus  däveloppäe  que  la  formule  (I)t 
Celle -ci  Temporte  par  sa  simplicite:  c'est  pour  quoi  nous  allons 
nou8  en  occuper  encore  un  instant 

Faisons 
on  aura 
d'oü 

et  la  foruiule  (7)  donnera 

(10)         8:^,.=*2^'ie**/2'a:(e'-i)*  ; 


Or,  i  ^tant  ögal  ä  z4to. 


h^lie'-l)^ 


n! 
Mn  le  coefBcient  de  u'  dans  le  döveloppement  de 

(e«  - 1)» 

smnai  les  puissances  entieres  et  positives  de  «.     Done,  si  Ton 
ieeiffie  ce  coeißcient  par  Bk,  n,  on  aura 

ai)  €^e'=*X'  ^I^'"  '^'^?'* 

Lorsqn'on   voudra  appliquer  la  formule  (7)  k  la  d^terminatlon  de 
hdi^öe  ^fjt**»  U  sc^  phi^  commode  de  snbstituer  d'ab<ird  ^t  a 

<  et  par  guite  —dt  k  dg,  ce  qui  la  cfaangera  en 

'12)     a:/,  =^*jy  Jj/^*'s;iy*<i+»)-»i»- 

Ibintenant  si  Ton  falt 

y  =  y,  =  arM, 
on  anra 

ctr<m  trourera»  k  l'aide  de  la  fonnule  (12), 
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dönc,  81  Ton  pose 

(14)  3:/>=i     ^,    -pA,,n^>'f^, 

U  saivra  qae  Ak,n  sera  le  coefficient  de  u"  dans  le  d^veloppement  de 

suivant  les  puissances  eati^res  et  positives  de  tf.    iSoit  encore 

^  =  yx  =  ^, 
on  aura 

doü 

y*(i+o  — y  =  '(l  +  0• 
Cette  valeur  de  j^  Substitute  dans  la  fonnule  (12),  U  viendra 

et,  81  Ton  pose 

on  sera  assure  que  Ck,n  represente  le  coeflicient  de  ii"  dans  le 
däveloppement  de 

{^(l  +  ti)l* 

suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  u.  On  voit,  par  ce 
qtii  präc^de,  en  quoi  consiste  Tavantage  que  fournit  la  ronmue  (7), 
puisqu'elle  montre  Torigine  des  coefBcients  A,  B,  C,  de  iiiaiiidn& 
au'on  pouira  maiutenant  etudier  ces  coefücients  ind^pendamment 
oes  fonntlles  dans  lesquelles  ils  se  sont  pr^entös. 

Nous  examinerons  donc  ces  coeflieients  dans  un  article  sp^iaL 


Anmerkung  des  Herausgebers.  In  Tkeil  VHI.  Nr.  XXXllI.  nnd 
Nr.  XLI.  befinden  sich  noth  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  ProfeMor  Dr. 
Schlömilck  über  höhere  DifftreiUialquotiem^n. 


idl 


Snr  le  developpemeiil;  de  la  fonctlon 

(1 + tt)i">-^  1 )  * 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de   Groningae. 


Les  applications  da  No.  pröc^dent  nous  ont  condait  aux  coef- 
fidents  des  puissances  de  u  dans  le  däveloppement  des  fonctions 


1(1 +  «>»-. U*,  (c»— 1)*  et  {l(i  +  u)]K 


'1 


La  d^tennination  de  ces  coefficients  offre  beaucoup  de  diflicuUes, 
et  jasqalci  on  ii*a  pas  trouvö  d'expressions  dont  la  simplicit^  soit 
comparable  k  celle  des  coeiBcients  binomiauz.  Ain  d«  <^ntri- 
Imer  4  la  coimaissance  de  ces  coefficients,  je  vais  en  signaler 
qoelqiiefl  relations. 


Le  dävdoppement  de  la  fonction 

(l  +  ttV-l 

en  särie  suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  u  commence 
par  ^u,  donc  le  däveloppement  de 

fAtf 

commencera  par  Tunit^.    Au  lieu  de  la  Fonction 

t(l+tt)^— 1)'^  * 

noos  consid^rons  donc  plutdt  la  fonction 

(l-fM)M— H^ 
^         1   ' 


•  •  •      •  •    * 

•  .     •      •        • 


•     •         • 


r  • 
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dont  le  däveloppement  aura  runitö  pour  premier  terme. 
nous  nous  occnperons  des  fonctions 


De  meme 


«•— li* 


/(!  +  «)>« 


au  lieu  des  fonctions 


tc«— 11«  et  t/(l  +  M)l^ 


et  nous  posons 

(t) 

(2) 
(3) 


fp=0 


n  ötant  un  nombre  entier  et  positif,  tandisaue  x  et  ft  d^ignent 
des  nombres  quelconques.  11  suit  de  \k  qu  entre  les  coefficiente 
A,  B,  C  de  Tarticle  präc^dent  et  entre  les  eoefficients  H,  Jb*  € 
U  y  a  les  relations 


k  ^tant  an  nombre  entier  et  positif.  On  8*as$arera  de  plus,  ptf 
le  th^or^me  de  Caücky,  qne  les  ^qnations  (l)€it  rS)  ne  subsistent 
que  pour  un  module  de  u  inf^rieur  ä  1,  et  que  löquatiou  (2)  ne 
sobsiste  que  pour  «n  module  de  te  inf<6rieur  k  2n;. 

iMsignons  malntenant  par  b  une  variable  qni  s^^anoml  aprte 
les  dlfförenüaitlons,  on  aura,  par  le  tb^ordme  &b  Maclaurin: 


(5) 
(ö) 


11! 


öquations  qui  sufBsent  pour  d^temiin<»?;21,  J^,  <C  pour  tout  nombre 
entier  et  positif  n,  et  auxquelles  on  pourra  joindre 


(8) 


2lx,o,iU=  i*  Ä«»o  —  ^>  ^x,o  —  ^> 


En  remplacant  £  par  —  et  par  suiU  9«  par  fiBt,  on  tire  de  l'eqna- 
tion  (5) 


53: 1 — «1 — t=(7)2'x.-. 


1„» 
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1  B 

Or,  lorsqa'oD  fait  fi=0D,  ou  — =0,  la  valeur  de  (1 H — )^seclian- 
germ  en  e*,    Donc  si  ia  valeur  de  »  est  ^gale  ä  z^i^o,  on  aura 

oo»  en  vertu  de  T^^juation  (6), 

(9)  a5x,fi=«^2lx,»A* 

Si,  aa  contraire,  on  pose  f(=»=0,  II  soit  de  T^quation  (5) 

ou,  snivant  l'equation  (7), 

(10)  Cx,«i=aix,-,i. 

On  Toit  donc  qu'il  suffit  de  deter^iiner  d'une  mani^re  g^n^rale  le 
coefficient  2i,  puisoue  leg  äqoations  (9)  et  (10)  fourniagent  le  moyen 
de  deduire  Jb  et  (L  de  2(. 


Po6ons,  pour  abr^ger, 

(U)       ,,=;i,.=  |it±if=ir; 

on  wa 

(B)  d.if. = Kf*,t4:«>u-i  -7  • 

dt    « 
00 

«(i+€)at/i=^fi«(j^p|£jA-«(i+€)A, 

et  pnisque 

(H-g)^    _  1  ,1 

(l  +  €)Ac-.i — (1+ ,y»--|  +  *' 

•n  tire  de  la  pr^c^ente: 
ou,  sunrant  Tfkiuation  (11), 

f(i-Ff)a*/;,x='H^x-i+H(;i:=l«— i)A,*, 

polt 


(U)  a;»a(i+i)d,/.,x}=xa;/i,*-i  +  xa;i(^-it-i)/i,xi. 

Pbar  d^velopper  les  döriv^s  de  cette  ^nation,   on  peut  se  servir 
de  la  fonnale  de  Leibnitz 


(15)  a>.i»;,='"^*\«)8"""9*a>,. 

m 

n  et  m  ätant  des  nombres  entlers  et  posltiCs,  et  (n)  donnö  par 
r^quation 

^^^^  ^^>-  1.2.3    .... m 

En  effet,  si  Ton  suppose  qae  qis  reste  fonction  continue  pour  ä=0, 
et  qu  on  fasse  i^x=;ri*,  p  ötant  an  nombre  entier  et  positif,  b  for- 
mule  (15)  se  röduira  a 

(17)      s-eP9„=(S)p/a7-Py,=_4^^s;-'v,. 

En  appliqaant  cette  formule  k  I'^quation  (14),  on  obt'iendra 

«3"/V,«  +  «(«— l)ar'  A«  =  »3"/V,x-i+x(p-l)narV',«-<A" 
d'ou  Ton  d^duit^  en  ayant  egard  aox  equations  (ß)  et  (It), 

(18)    (x +  n)ax,ii=  «21x^1, n  +  (f*—l«—»t+l)ax,»-i. 

On  pourra  partir  de  cette  ^quatlon  aux  diffiärences  partielles  |W 
däterminer  !Bx,fl>  en  y  joignant  les  equations  (8)  et  la  confflö» 
que  2Cx,n  ne  contienne  point  de  termes  periodiques  par  rapporti^^ 
PosoDs  pour  cela 

Px,n 


(19)  2rx,«= 


(X  +  1)(X  +  2)....(X  +  71)' 


substitiions  cette  raieur  de  2(  dans  l*equation  (18),  et  faisons  difl- 
paraitre  le  facteur  common  aux  deux  membres.    On  trouvera 

Px,«  =  Px-i,n  +  (?^lx—n  +  l)Px,—  l  , 
d'oü  

^xPx-i,n=(/A— 1ä— n+l)Px,n-i; 

et  puisaue  3(o,n=0y  si  n  n'est  pas  egal  ä  zero,  on  aura  de  meme 
Pq,„=0  sous  ia  m^me  condltion.  Si  donc  ki  repr^sente  une  vari- 
able dont  l'accroissement  est  egal  ä  Tunite,  on  deduit  de  la  pro- 
cädente 

kl — 1 
OU 


(20)  Px,n=     ^^       (t^--ik,^n+\)Pk,,n-i, 

ayant  soin  de  reduire  a  zöro  la  fonction  p^riodique  par  rapport  h  * 
que  rintegration  finie  introduit,  si  %  n*est  pas  un  nombre  enti^  ^ 
positif.  ^ 

En  changeant  ki  en  k^,  9(en  Ar^,  et  nenn  —  1,  Tequatioo (2v) 
se  r^duit  ä 


ft.,«-i=    ^f      (^— U'«-n+2)A„ 
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^«B^ätuant  «ette  valear  de  A.,,_,  dans  I'äquation  (20),  on  ob- 

continaant  atosi,  et  obserrant  que 
U  viendra  Px,o  =  2»x,o  =  l , 

PxfU^ 

*.=«-|- 1  *,=*,+ 1      *„=*n- 1+ »  

*.=!    *.ii  -•   *fi   (^--^^•i-«+^)(f*--i^2-n+2)...{;i=r*„), 

n 

et,  en  vertu  de  l'^qiiatiou  (19),  on  aura  enfin 

(21)    2Ix,„  = 

fc.=i     *,=!        t^=i  x  +  n  x  +  n  — 1         x  +  1    ' 

^i>  *«>  — .  ^m  dösignant  des  variables  dont  laccroissement  est  1,  et 

les  integrales  ^tant  prises  de  raani^re  que  les  fonctions  p^riodiques 

par  rapport  ä  %  s'^vanotdssent.     Cette  equation  est  pe^i  commode 

poiir  1  Evaluation   du    coeflicient  2J,    toutefois  eile  semble  m^riter 

«|«el€|iie  attention,  pareequ'il  n'est  pas  impossible  de  r^duire  l'intä- 

^tioQ  multiple  ä  une  integration  simple.     Ajoutons  que  les  Equa- 

boDs  ^  et  (10)  fournissent  le  moyen  d'obtenir  immädiatement  des 

relatioos  analogues  pour  les  coefBcients  35  et  (C.  L'öquation  (18)  donnera 

(22)  (x  +  n)Sx,  n  =  äSx-1  ,  fi  +  »Sx,  n-i , 

(23)  (x+ii)<Ex,«  =  Jc(i:x^,,,-(x+«^l)(Ex,»^ ; 
et  r^quation  (21)  se  räduira  ä 

(24)     ]5x,u=      -2"  ^      ••         y     — * ^-^     -^ 


(25)  •(rx,-  = 

t,=x-f-l  *,=lr,  +  i       *n=*n-in  Z*,  4-JI  — 1     iL-l^n— 2  Zr 

*.=,      t,=  i  *„=!     ^     *^        x  +  «        x  +  n— l-'x  +  l 


L*equation  (13)  eonduit  encore  ä   d'autres   relatioos.     On  en 
tire  d*abord 


x/V===^^-^*^^7^ 


puis 


52:/i=ir/ön^^^*^^i^(i+«)a.A-K(;i:^«  -  DAi^ 
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En  y  appUqnant  la  formiiie  de  Leiboitz  (15),  91*011  peat  BMitre 
6OUS  la  tonne 


on  trouvera 
Or,  on  a 


1     a»-»  (i+f)liii  ^(^Ijfcn^ 

(n— m)/  «  (w       .       f»       «— m+1' 


et,  eu  ^gard  k  la  formale  (17) , 

1  „» 


^,37  Je(l  +  e)a*/i->«(f»-l«-l)/iJ 

fll* 


-^ar^'f^' (m  - 1)/      ^     ^" 

donc  l'öqnatioii  pr^^dente  se  changera  en 


ouy  en  vertu  des  ^aations  (5)  et  (11), 


(f*-l) 


(26)    «ax.«=^^  ^^^:^^ 

he  second  membre  deviendra  plus  simple,    si  Fon  observe   qu'en 
genäral  on  a 


et  qae  par  snite  T^quation  (26)  peut  4tre  changee  en 

n 

Mais,  suivant  Fequation  (8),  on  a 

*.,-,  =  0. 


1«7 

•t  de  r<k|iiatioo  (16)  on  dedait 

donc,  apr^s  quelques  reductions,  r^quation  pr^cödeote  deviendra 


(27)  »3lx,«^ ^^       (^_^) (n  - m  + 1)      ^'^-^^ ^''^' 


RemarqaoDS  encore  qu*ä  l'aide  de  la  relation  (18)  on   d^ait  de 
l^üon  (26) 


(28)  3x,n=       -^ ZTjlT^^*— l»w 


On  parvient  ä  nne  relation  semblable  a  l'^qnation  (27) ,  en  ope- 
rant  sat  T^quation  (12)  pr^csent^e  sous  la  forme 

d'ei  1*00  tire 

n  +  gu-iu  —  i 

b  (reoant  la  d^rir^e  de  Tordre  n  pär  rapport  k  s  des  deux  mem- 
Vns  de  cette  ^qnation^  ei  se  servant  des  formales  (15)  et  (17) ,  on 
oMMdti  aprÖ9  quelques  r^ductions 

(29)  n2rx,«="^(x  +  in)^^^ax,m, 

=0  r 


0Q|  oe  qui  reTient  au  m^me. 


ß»)  «2.,«=  -y  (-,1)»^     (^+m)(l     ^)    (^4.n-^M)ax,-. 
«=0  (w— wi)(n  — m  +  l) 

AjontoDs  encore  que  Ton  trouvera  dos -relations  analogues  pour  les 
cocfficients  ^  et  £  ä  Faide  des  ^quatioos  (9)  et  (10).  L'öquation 
(27)  cooduira  k  

(31)  nÄx,  „  =  ^^(„_„  +  iyi  »X.  - . 


(32)  „C.»=  ^„  (-  D— („_J(t-^+l)g«>' 
L'<kiuation  (28)  donnera 

(33)  »,,.=  ^  (»_m+l)!**-»'"" 


Eofin  r^ation  (29)  ou  (30)  fournira  seulement 
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(35)       „»,.„=^^(-l).-^i^--^±^j»„., 

car  pour  fi=0  eile  coincidera  avec  T^uatioD  (27)  et  se  redaira 
dohc  k  la  relation  (32). 

Ä  ces  relatipns  peuvent  se  joindre  celles  au'on  obtient,    en 
appliquaDt  la  formule  de  Leibnitz  au  second  memore  de  röquation 

On  arrivera  k 

fnasfl-|*l 

(36)  2lx,ii=       ^      2iX,m^x—X, 

puis,  au  moyen  des  ^quations  (9)  et  (10), 

»»»+1 

(37)  »x,«=      -2?     »A,m»x-A, 

m=0 

m=rn-|-l 

(38)  €x,n=       ^      €A,m€x-A, 

m=0 


» ■   « 


Dans  toutes  les  foimules  rapportees  cl-dessus  la  valcnar  de 
fi  reste  invariable ;    c*est  pour  quoi  nous  avons  öcrit  partout  sub^Ik* 
ment  üx.n  au  lieu  de  2(x,n,/i*^    Chercbons  ii,prösent  des  relabo«* 
dans  lesquell^s  il  entre  ä-la-fois  diverses  valeurs  de  fi. 

Soit  y  une  fonction  de  a:  d^terminäe  par  T^uation 

(39)  y=y*=(l+^)'»-l; 

il  s*en  suit 

y  _(l+ar)ft^l 

(U!  fix 

De  plus  on  tire  de  T^quation  (39) 

d*oü  ^ 

V"-        1  ' 

-y 

donc  on  aura 

y  _(i  +  ^)^-l^((l+yr-ii  "' 


(40) 


P 


puis 


—  X 
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Rappelokift  iio\|s  maintenant  ja  fimnal«  (7)  du  No.  pr/^ce^ent 

(41)      a:Ä=  j^^  hc^'^M'^'-r- 

et  appliqaoDs  cette  f6nniite  an  second  moitbr^  de  i'^qoation  pro- 
c^ente;    nous  obtiendrons^  en  ^gard  ä  i'öquation  (39) , 


—  X 


lV^'^rr^F=^  a:ia+^+.)^-(i+.T)-)"- 


^ 


En  faisantorsO,  et  observant  quo  y  s*evanouU  avec  x^  ^  d^dqit 
de  la  präcädente  jointe  ä  i*equatiou  (5) : 


Hais»  k  laide  des  ^quations  (5)  et  (17),  cm  trouvera 

—  (»— m)r»     *      jli     1  -»*  '«'».»-»./»; 

donc  00  üiirä 

2(x,«,iu=       -^       ft"2L-x,m,i2l«,»-«,^, 

oo,  en  ^erivant  — x  au  Heu  de  x, 

(42)  2I-x,«,/i=       -^        ft"  2Jx,  m,  i  Am,«-«!,/*. 


m=0 


De  plus  on  en  tire,  en  vertu  des  öquations  (9)  et  (10), 

m=»-l-i 
(43)  23^x,ii=:       ^      Cx,m£m)ii— m» 


msO 


»+1 

(44)  C-.x,«=      -^^    Äx,  «•€•,»-«. 


LfO  th^or^me  de  Burroann  conduit  encore  ä  une  relation  plus 
simple.    En  effet,  en  vertu  de  ce  thdordme,  on  a 


3>»=r1(J)%9>*!'  • 


en  faisant  ar=0  apr^s  les  diff^rentiations,    et  supposant   que  y 
s'^anonit  avec  x ,   tandisque  la  rapport  ^  reste  fini«    II  s-en  suit 


et 
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* 

Si  donc^  depend  de  x  par  räquation  (39),  d*oü  Ton  a  dädnit 
iequatlon  (40; ,  on  obtiendra 

^'? — j;^ — ^  ^'^"irHi^jr — 1 — ^[» 

(     '^      J 

et  puisque  les  valeurs  de  o;  et  ^  sont  nulles  apres  les  diSidrentia- 
tions,  0^  auhi»  suivant  Tequation  (5), 

(46)  ax, «,  M  =  f*"^^  2u;rH,  «>  ;5: ; 

d'oü  encore,  en  ayant  ^gard  aux  ^qnations  (9)  et  (10)» 

(46)  »X,  n  =  ^—  €-.;rnr,ii, 

(^7)  <Cx,«  =  ;^B-xT:F,n. 


Avant  de  terminer  cet  article,  nous  ferons  connaltre  les  i^x- 
mules  par  iesquelles  les  coefBciente  2(,  2,  C  sont  exprim^s  d'une 
mani^re  indäpendante. 

Consid^rons  d'abord  ie  cas  ou  %  sera  un  norabre  entier  et  po- 
sitif,  que  nous  däsignerons  par  p.    On  aura 

^'•-;r/^' j — '^ — I' 

d'oü,  suivant  la  fonnule  (17), 
pnis 

OQ 

(48)  ^'-=V^  ^a  (-l)'(^)fy**). 

Soit  ensuite  u  one  fonction  de  x  ddterminäe  par  Töquation 

iAO^  —  (l+jr)M  — 1  , 

(49)  ti=:ie,  =  i -^^ 1, 

d'oü 


m 


Appliquons  l'^qoatian  (41)  au  eecond  roembre,  et  observons  qae 

il  viendra 

^'\         Z  =     ^     (x)(l  +  «)«-»8:(MH-*-«)"; 

I  ^  (  »1=0 

et,  puisque  ti=0,  iorsque  j?=0>  on  trouvera,  en  prenant  a?  =  0 
et  recourant  ä  l'^uation  (5), 


■n-\-i  m 

(SO)  2lx,n=        ^      am,n(jc), 

dans  laqaelle  on  a  fait,  pour  abräger> 

1  ^11     m 

011,  suiraDt  röquation  (49), 

^  flua,  m  6tant  im  nombre  entier  et  pasitif»  on  tire  de  la  pr^^ 
deute  jointe  k  T^uation  (5), 


p=m-|-i  p 

(51)  ««,»=(-1)-»     -?     (-l)i'(m)2p,«. 

p=0 


uation  (48), 
donnera 


(52)  a&x,n=      -2?      i5m,«(Ä), 

WtssO 

(53)  /Jm,»=(-1)'»     -y^  (-l)P(m)»,,,. 

<^>       »"-=(714/  4o  (-'>'(''>«'^-- 

Quant  au  coefficient  C  on  aura  encore 

(55)  Cx,ii=    ^    y«»,»(x), 

ins=0 
p=m-|-]  ji 

(56)  y«,«=(-l)«     -y^  (-l)^(m)Cp,«; 

mai8,  Iorsqa*on  vondra  döduire  la  valeurded^,«  der^qaation(48), 
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en  j  faisant  fft=0,  on  sera  condait  ä  la  forme  ||.  Poor  Mim  cet 
iDConvönient,  on  diffi^rentie  p  fois  par  rapport  ä  b  r^quation 

£pa,,».»=(-l)p    s   (-l)Hp)(!g^. 

et  Ton  trouvera,  en  ayant  egard  aux  ^quations  (10)  et  (17), 

p!(E,,n  =  (-l)P     -?    (-l)«(p)8:(»«). 
oo,  81  Ton  substitue  e  ä  e^  et  par  suite  qdt  k  de, 

p/€,,n=a^£)  (-i)p  -y  (-.i)«(p)9'. 

Or,  comme  on  a 

-&p,  0=1, 

on  däduit  de  l'äqnation  (54) 

ce  qoi  change  Täquation  pr^c^dente  en 

(57)  €p,,=:a^'(t)'; 

d*oü  Ton  voit  qne  ~^Cp,fi  sera  le  coefficient  de  a!P  dans  ie  deve> 
loppement  de 

iH-w     ar(jr~l)(j:— 2)....(:g->p-^n  +  l) 
W— 1  .2     .     3    ....        (7r+  n) 

salvant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  x^  Ayant  ir9ia6 
ce  coefBcienty  soit  par  le  th^or^me  de  Girard,  soit  par  d'autres 
moyens,  on  caiculera  ym,  n  par  l*öquation  ^6),  et  F^quation  (55)  fonr* 
nira  ensuite  la  valeur  de  Cx,n  pour  tout  x.  11  faut  remarquer  ton- 
tefois  au'il  sera  plus  simple  de  deduire  la  Taleur  de  <E  des  ^oa- 
tions  (47)  et  (52),  ce  qui  donnera  immediatement 


1+1  m 


on,  ce  qui  revient  au  m^me, 


(58)      Cx,n  =  5~'^"^V--l)»^«.,.(x  +  n+m-i).    , 
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VebunfTsauffralbeii  fftr  Schiller. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

liebrer  der  MaUiematik  und  Physik  an  der  höheren  BArgvrtchnle  zn 

Sintheira  bei  Heidelberg. 


2«  — 1"''4*  — 1  "^6^  —  1  '8^—1  +  ••••  *"  *^^'  ~2* 

1      .    ^_  I  L     -j_         •     •  f   — .1      ^ 

4«— l'*'8a— l'*'12a— 1"^   •  •  '**  *"*•  •"'2^8' 


1.  7t    .     \    .  7t    ,     \    ,  JT.  .'.«  4 


2  **^  2»^"  ^  **"^24 "*■  5»  ^^'^^SS^  •  ••  "'^  "'^*  ^  ^^*' 


Zwischen  den  Schenkeln  AB  und  ^C  des  Winkels  BAC  soll 
«fie  Linie  DE  so  gezogen  werden ,  dass  der  innerhalb  des  Win- 
jkels  BAC  gegebene  Punkt  F  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
ADE  werde. 

(Die  Fignr  zu  dieacr  und  der  folgenden  Aufgabe  wird  eich  ein  Jeder 
leidU  eelbet  entwerfen  kOnnen.) 


Ausserhalb  der  Schenkel  ABy  ^ICdes  Winkels  ^^Cist  einPunkt 
fand  Innerhalb  dieser  Schenkel  eine  durch  die  Spitze  2I  des  Winkels 
gebende  lAnxeAD  gegeben;  man  soll  die,  die  Schenkel  ^l^und 
AC  \u  M  und  iV  schneidende  Gerade  MN  dergestalt  ziehen,  dass 
sie  terlängert  durch  £  gehe  und,  wenn  O  den  Durchschnlttspunkt 
dieser  Linie  mit  AD  bezeichnet,  zugleich  M0=  ON  sei. 


Theil  IX.  8 
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AuT  einet  Geraden  OP  rollt  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  B 
iat,  mit  einer  Geschwindigkeit  V.  Auf  dem  Umfange  dieses  Km- 
aes  rollt  ein  zweiter  Kreis,  welcher  den  ersten  im  Anfange  der 
Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  G  berührt,  mit  einer  Ge- 
schwindi^eit  r.  Ist  nun  r  der  Halbmesser  dieses  Kreises,  so 
verlangt  man  den  Ort  eines  bestimmten  Punktes  M  des  Urnfsngs 
des  letztem  Kr«ses  am  Ende  der  Zeit  (,  so  wie  die  Karre, 
welche  dieser  Punkt  lieschrieben  hat. 


aft  +  (o+d)he+(a+2d)*e«  +  (o+3d)6e^+....+(a+(n-I)d)ft«^' 
(e-l)<a+(n-l)rf)&g"-(e"— l')6rf— (a-d)fe(e— 1) 

So  findet  man  för  n=l,  e-    '     '     ' 


r(r-l)(r-2)....l  +  {r  +  I)r{r- 
....+(''  +  m)(r+i 

±15=1 

±  1.2,  ■(»-l)- 

.(m+r +  !)(»■  + 

*-■ OTs: 

wob«  diu  obere  Zeichen  ßir  ein 
gerades  r  eilt 

So  findet  eich  z.  B.  fiit  r  =  o: 


-iT 


3.2.1  +  4.3.2.ar  +  5.4.3.a:''+....+(m  +  3)(m+2)(n«  +  l)a- 


"ff* 

rer  Werib  jedoeh  alsdann  leicht  zu  ermitteln  ist. 


Für  fr=:l  bietelsichdie  Sunimeanterder  Form^dar.derenwali- 


te  +  «»:t"+<o  +  l)Sie«+(«+2)6it*  + ... .  +  («+«— 2)6»" 

'  X 1  (X—  1)' 


XIV. 

:  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Uie  durch  grosse  Gelehrsamkeit,    namentlich  auch  in  {ihilolo- 

fitfcheD  ÜiDicea,  ausgezeichnete  Schrift:  Denkachrift  zur  Säcu- 
arfeler  der  Univ ersitäl  Erlangen  am  23-25.  Ans.  1843 
im  Namen  der  vereisigten  Universität  Halle  und  Wit- 
■     ■  ■  Dr.  J.  S.  C.  Schweigger,  Pro- 

haft io  Halle.  (Ceber  uatur- 
ien  in  ihrem  Verhältniss  zur 
1.)  Halle.  4.  enthält  auch  manche  fär 
interessante  Bemerkungen,  undver- 
is  um  so  mehr  hier  empfoblen  und 
Akj\,  weil  solche  Gelegeoheitschrif- 
len,  als  sie  verdienen,  loh  werd« 
'ieder  in  den  folgenden  Heften  dea 
ausheben,  wünsche  aber,  daJW  da- 
rdeo  niü^e,  sich  mit  dem  eansen  Id- 
lie^htung  verdienenden  Schrift  des 
id  anderer,  eine  ähnliche  Tendenz 
näher  bekannt  zu  machen,  was  ins- 
lilologen  anzuratheu  sein  möchte. 

foIgoDde,  das  berühmte  Problem  von 
s  netieffende  Stelle^  mit  einer  aus- 
beraua,  die  eich  S.  12  und  13  und 
>,  dass  beides  ftfr  sich  verständlich 
bemerke,  dass  die  Note  sich  haupt- 
nit  Cursivscbrift  gedruckten  Wort* 
ü. 

„Wenn  Arittotelei,  da  wo  er  in  seiner  Physik  vom  Raum 
redet,  die  unbeschriebenen  Lehreätze  (äyfitipei  B6y(iata)  des  Plato 
erwähnt,  80  ist  es  klar,  dass  man  sich  dabei  nicht  ein  eigenes, 
dogmatisch  geordnetes  philosophisches  System  zu  denken  habe, 
nie  Tennemann  meint,  eben  so  wenig  aber,  wie  neuerdings  Hev' 
Mohn  annimmt,  „eine  weitere  Entwickelung  der  Sokratischen  Keime 
Bnter  dem  Einflues  anderer  Philosophien  oder  eigener  Erfahrun- 
~  i",  was  auf  spätere,  von  der  schriftlichen  Mittheilimg  verscfaie- 
te  ZosUz*  hinauslaufen  würde,   von  denen  jedoch  schwer  zu 


dem 
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beweiseo  wäre^  dass  sie  lediglich  eine  weitete  EnttriekeliiBg  So» 
kratischer  Keime  waren,   also  der  Hauptsache  nach  auf  Moralplii- 
iosophie  sich  bezogen.    Eher  das  Gegentheii  lässt  sich  wahradKÖ»* 
lieh  machen  mit  Beziehung  auf  eine  Andeutung  Cicero' s,  der  ans* 
drückiich  hervorhebt,    dass  Plato  sich  Ton   ägyptischen  Priestern 
in  astronomischen  und  mathematischen  Dingen  nahe   unterrichten 
lassen,  auch  die  Pythagoräer  aufgesucht^  um  sich  fiber  Dinge  zn 
belehren,  welche  Sokrates  verschmähte.    Und  man  darf  nur  einen 
Blick  werfen  'auf  die  Geschichte    der   Mathematik,    um  sich  zn 
überzeugen,  dass  Plato  und  seine  Schule  auch  in  mathematisciier 
Beziehung  einen  bedeutenden  Ruf  habe.    Von  Aufgaben  ganz  an- 
derer Art  handelt  es  sich  hier,  als  diejenigen   sind,    worauf  wohl 
zuweilen  in  den  Platonischen  Schriften  angespielt  wird.    Im  mathe- 
matischen Fache  müssen  wir  also  ganz  entechieden  ungeschriebene 
Platonische  Lehrsätze  annehmen.      Selb^  mit  einem  Ausspruche 
des  Delphischen  Gottes  hängt  Piatos  Ruf  als  Mathematiker  za- 
sammen,    indem  er  das  geometrische  Problem  gelöst  haben  soll, 
wovon  das  Delphische  Orakel  das  Aufhuren  der  Pest   in  Atlien 
abhängig  machte.     Was  man  auch  halten  mag  von   dieser  Sage 
oder  Fabel :    auf  alle  Fälle  ist  ihre  Entstehung  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung denkbar,  dass  nicht  bloss  im  Orient ,    sondern  anek  ai 
Griechenland,    und  namentlich  in  dem  durch  seine  EleusinisclNa 
Mysterien  berühmten  Athen ,   mathematische  und  religiöse  Beoe- 
hungen  in  engerer  Verbindung  standen,   als  man  gewOhnlicl  »i^ 
vorstellt.    Wie  aber,  aus  ganz  guten,  wissenschaftlichen  sowoU 
als  moralischen  Gründen,    wir  lieber  gar  keine  Mathematik  w 
Naturwissenschaft  werden  haben  wollen,    als  eine  solche  tradiüo- 
nelle,  welche  noch  heut  zu  Tage  bei  den  Brahminen  in  OatioHe^ 
religiös  sich  geltend  macht:    so  konnte  dasselbe  auch   bei  Soirj- 
tes  der  Fall  sein,  welcher  eben  darum  bloss  auf  Moralphilosopbie 
sich  einliess,  die  ihrer  Natur  nach  entgegengesetzt  ist  jedem  61' 
sehen  Mysticismus/^ 

13.     „Cicero  definibu«  V.  29.  —  Die  übrigen  hierher  gehörigen,  «b^ 
P/atO*8  matheroatitfche  nur  mündlich,   nicht  in  seinen  Schriften  Torgetra- 
gene  Lehrsätze  sieh  beziehenden  Beweisstellen,  findet  man  gesammelt  m 
MontUC/its  Geschichte  der  Mathematik,  B.  I.  S.  1 63— 185,    wo  omstfinrf- 
lich  die  Rede  ist  von  den  bedeutenden  Verdiensten  Pinto*«  cmd  der  Pfot<^ 
nischen  Schule  um  Mathematik.  —  So  wie  aber  der  Ruhm  des  Spkrates 
mit  dem  Ausspruche  des  DelpMschen  GotleSy    der  ihn  für  den  webesM 
erklärte ,    zusammenhängt :    so   reiht  eine  Sage  den  Ruhm  Piäto't  tu 
Malhemattkers  an  den  Ausspruch   desselben  Gottes  an.      Um  sogleich  m 
Terstehn,  dass  von  dem  sogenannten  DeliSCken  Problem^  die  Veraoppeitt^ 
des  CuÖHS  betreffend,  die  Rede  sei,  lese  man  S.  18.  Z.  12  (-—  oben  Z.  IB.  —  U|) 
statt  „  das  DeipMsche  Orakel  '*  Tielmehr  „das  Delische  Orakel'S  obwoW  «^ 
Orakel  gebende  Gott  derselbe  ist,  nämlich  Apollo.     Apollo  soll  die  «^ 
doppelang  der  Masse  seines  cubischen  Altars,  gemäss  den  von  MofUUClä 
angefahrten  Zeugnissen ,   zur  Bedingung  des  Aufhorens  einer  Fest  '°^' 
tica  gemacht  haben.      IVatürÜch  darf  man   nicht  an  jene  berühmte  Pe*( 
denken«    welche  den '  Perikles   hinwegraffte,    sondern  muss  eine  spatere 
Rückkehr  der  Seuche  annehmen,  sofern  nämlich  Plato  das  Problem ^^ 
lost  haben  soll,    obwohl  Montucla  gezeigt  hat,    dass   es  schon  vor  imn 
gelöst  war.    IJebrigens  giebt  es  noch  eine  ganz  andere ,    hinsichtlich  wL 
Namen  aod  Localität  verschiedene  Erzählungsart  der  EnUtehang  di^ 
Problems.     Und    eben   darum,    well   von  einer  ganz  seh wankendea  in» 
ihrer  Natar  nach  nicht  an  eine  bestimmte  Localilät  cu  bladenden  f^ 
die  Bede  ist:   so  kann  man  (wie  Mutton  es  Aal  und  eben  aö  tach  i^' 
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Mp,  i&itr  in  Muiem  matheniatiGal  add  pliilotophical  dicttonary,)  das 
Deäscäe  Pr4f^iem  Mom  als  Appoiiittisches  Problem  an£faMeo,  da  Apollo 
Bück  D€ihu  heiiat ;  und  mag  dann ,  wie  es  glcickfiüls  Ton  UuUon  und 
Bariow  retchah,  auch  Delphisches  Oraicel  schreiben,  statt  Delisches 
OraMel.   Xetzteres  aber  müsste   oach   der  PlularchfBchen  Erzählung  (de 

fenio  Soinratls  c.   7.)   genannt  werden,    obwohl    Plutarch    in   derselben 
teile  uns  schon  auf  eine  fiel  allgemeinere  Auffassung  der  Er%ählung 
hmleitete.  —  Schon  erwähnt  nämlich  wurde,  wie  günstig  sich  das  Del- 
phische Orakel  über  Sokrates  aussprach ,  was  in  der  Platonischen  Apolo- 
§ie  als  ein  Aufruf  des  Gottes  dargestellt  wird   zu  einer  den  Forschungs- 
nist  anregenden  Lehrweise.      Und  gerade  aus  demselben  Gesichtspunkte 
nssi  Pi4Uo  das  geometrische  Problem  desselben  Gottes  auf.     J)8  erzählt 
nämlich  Plutarch ^    ds^s   Pinto ,    über  Losung  dieses  Problems  befragt, 
sich  an   etwas  erinnert   habe,    was   bei   seinem  Aufenthalt  in  Aegypten 
sidi  ereignet  hatte.      Es  sei  nämlich  eine   Kachzeichnung   einer  ägypti- 
sdien  Anfschrilt,    welche  in  einem  Grabmal  der  Alkmene^    der  Mutter 
des  Herkules^    auf  einer  Tafel  gefunden  wurde,   nach  Aegypten  gesandt 
ood  diese   Aufschrift  Ton   Chonuphis,    dem   Propheten  wie    er  genannt 
wird ,  erklärt  worden  in  folgender  Weise  :    die  Griechen  wurden  zu  einem 
rohigen  und  friedlichen  Leben  crmahnt,  sie  sollten  der  Philosophie  (d.h. 
im  alten  Sinne  des  Wortes  Salut  Wissenschaft)  sich  befleissigen  und  mit 
Grinden  statt  mit  Waffen  ihre   Streitigkeiten   entscheiden,  —  In  diesem 
Sfane  n«n  habe  PlatO  geantwortet:    Apollo  wolle,    indem  er  ein  geome- 
tHschea  Problem  vorlege,    die  Griechen  wegen  ihrer  Unwissenheit  Ter- 
hflnea  und  sie  crinaem,    dass  sie  fleissiger  Geometrie  treiben  möchten. 
Dar  Gott  verlange    gar  nicht    die  Verdoppelung  der  Masse  seines  eubi- 
tdien  Altars,    sondern  befehle   den  Griechen  das  Unheil  des  Krieges   zu 
Ttnmden,  sich  den  Musen  zu  widmen,    und  freundlich  mit  einander  in 
verkehren,  nachdem,  sie  durch  Wissenschaften  und  namentlich  Mathema^ 
Hk  fie  Leidenschaften  besänftiget  (ßia  Xoytav  nal  Std  ftad"ij/Adtvtv  td  nd&rj 
sTOtfArtiTctc).   —    Vergleicht  man  damit  eine  Stelle  des  Plutarch  in 
itm  Litai  des  Kikias  c.  23. :'   so   wird  man    mit   Verwunderung  erfüllt, 
so  «eben,    wie  viele  Mühe  es  kostete  und  wie  künstliche  Umwege  man 
viblea  aosste,    um  der  Mathematik   und   den  Naturwissenschaften    zu- 
säcfaft  aar  Daldung  wenigstens  im  Leben   und  endlldi  allgemeinere  Ter- 
kreitanr  sn    verschaffen,    wobei  man  dann  getrost  der  still   wirkenden 
Kraft  der  Wahrheit  vertrauen  konnte.      Selbst  Orakelspruche  mnssten  in 
dieser  Beziehung  zur  Hülfe   genommen   werden.      Das    lange    Sprechen 
im  Sokrates    In    der  Platonischen  Apologie    über  den    ihn  betreffenden 
iasspmch  des  Delphischen  Orakels   erscheint  In  diesem   Zusammenhang 
ia  sinem  ganz   anderen  Lichte.    Zugleich  merkt  man ,  dass  bei  den  Ora- 
hin  des  Apollo  wohl  mehr  unterrichtete  Priester  in  Xhätigkeit   mögen 
gtwssen  sein,    als  jene  erblichen  waren  in  den  Eleusinlschen  Mysterien 
tss  der  Familie   der  Eumolpiden.    —    Ueberhaupt  hatten  die  Mysterien 
Tsrugsweise  die  Traditionen  der  alten  Zeit,  die  Orakel  aber  die  Gegen- 
wart  nnd   Zukunft    im    Auge;     theilweise   eben    darom    den    durch   die 
Mysterien  veranlassten  Hemmungen  entgegengesetzt.    Als  diese  ihren  Ein- 
flass  verloren   und  namentlich   die   mathematischen  Wissenschaften  Ge- 
meingut der  Menschheit  wurden,    schwiegen  bald  auch   die  Orakel  und 
mossten  schweigen.  ^^ 


lieber  Dezimalbrüche. 
VoD  Herrn  Simon  Spitzer  zu  Wien. 

(Van  Herrn  Director  v.  Littrow  dem  Heransgeber  zur  Anfnahme  in  das 

Archiv  gütigst  mitgetheilt) 

Bei    Abfassung    des    gegenwärtigen  Aufsatzes   war    es  nicht 
meine  Absteht,  die  Anzahl /der  bestehenden  Rechmings^Vortheile 
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mn  Einen  zu  vermehren,  da  ich  wei09,  dass  sie  seftteo  irmter  als 
in  der  engen  Sphäre  der  Schule  ihre  Anwendung  finden;  es 
bloss  meine  Absicht >  auf  die  zahlreichen  Gesetze  aufmerksam 
machen 9  die  in  den  Dezimalen  herrschen,  die  wie  aus  einer 
ausschupfbaren  Quelle  jedem  darüber  Denkenden  von  selbst  %xd- 
fallen. 

Die  Verwandlung  mehrerer  gemeiner  Brüche  in  Dezimalen  Ist 
das  erste,  w*as  ich  hier  betrachte.  Es  wird  gewiss  Jeden  über- 
raschen, wenn  ich  behaupte,  ja  selbst  dm*ch  oie  That  zeige,  dass 
ich  gemeine  Brüche,  deren  Nenner  19,  29,  39,  49,  u.  s.  w.  sind, 
so  schnell  in  Dezimalbrüche  verwandle,  dass  kaum  Jemand  das 
Resultat  so  schnell  abschreiben  konnte,  als  ich  es  ausrechne. 

Ich  will  zuerst  den  eigentlichen  Rechnungsmechanismos  dorck 

mehrere  Beispiele  erläutern  und  dann  die  Richtigkeit  des  Ver&b- 

Iß 

rens  durch  einen  einfachen  Beweis  bestätigen.  Es  sei  tq  das  ge- 
wählte Beispiel,  so  sage  ich:  2  in  16  geht  8mal  (der  Qootient 
wird  jedesmal  aufgeschrieben  und  als  neuer  Dividend  betrachtet), 
2  in  8  geht  4mal ,  2  in  4  geht  2mal ,  2  in  2  geht  Imal,  2  in  1  geht 
Omal,  bleibt  1  (der  Rest  wird  immer  verzehnfacht^,  2  in  10  gebt 
5mal,  2  in  5  geht  2mal,  bleibt  1  (1  als  Rest  wird  verzebn&cbt 
und  der  Quotient  2  dazu  addirt),  2  in  12  geht  6mal,  2  in  6  gekt 
3mal,  2  in  3  geht  Iraal,  bleibt  1,  2  in  11  geht  5mal  n.  s.  L,  so 

dass  man  hat  j^=a84210526315.... 

9 
Zweites  Beispiel,  öq*  Hier  ist  der  beständige  Divisor  3;  also3 

in  9  geht  3mal,  3  in  3  geht  Imal,  3  in  1  geht  Omal,  3  in  10  geht 
3mal,  bleibt  1,  3  in  13  geht  4mal,  bleibt  1,  3  in  14  gebt  teaL 
bleibt  2,  3  in  24  geht  8mal,  3  in  8  geht  2mal,  bleibt  2,  3  in  23 
geht  7mal,   bleibt  1,   3  in  17  geht  5mal,   bleibt  2,    3  in  25  gAi 

8mal,  bleibt  1  u.  s.  w.;  daher  ^g =0-3103448*2758.... 

•  .  1 

Drittes  Beispiel,  ^q-    Bier  sage  ich  5  in  1  geht  Omal,  5  in  10 

geht  2mal,  5  in  2  geht  Omal,  5  in  20  geht  4mal,  5  in  4  geht  Omal,  5  in  40 

feht  8mal,  5  in  8  geht  Imal,  bleibt  3,  5  in  31  gelbt  Omal,  bleibt  I, 
in  16  geht  3mal,  bleibt  1,  5  in  13  geht  2mal,  bleibt  3,  5  in  32 

geht  Omal,  bleibt  2,  5  in  26  geht  5mal,  u.  s.  w.,  so  dass  ^ 
=0-020408163265.... 

Wer  sich  die  Mühe  nimmt,  diese  angefahrten  Beispiele  auf- 
merksam durchzulesen,  sie  selbst  auf  dem  Papier  zu  arbeiten  und 
sich  durch  drei  bis  vier  Stunden  in  mehreren  ähnlichen  JSeispieleo  fibt, 
wird  sich  gewiss  überzeugen,  dass  ich  vorher  nichts  Uebertriebenes 
behauptete. 

Jetzt  zum  Beweis.    Es  sei   Z  der  Zähler  und  lOZV^— 1  der 

jNenner,  so  helsst  der  Bruch  ^^j^ |,  und  wenn  man  den 

durch  den  Nenner  dividirt,  findet  man: 
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d.  h.  es  entsteht  eine  unendliche  Reihe,  deren  Istes  Glied  lOtel, 
deren  2te8  Glied  lOOiei,  3te«  Glied  lOOOtei  u.s.w.  enthält.  Ferner 
sieht  man  aus  der  Reihe :  man  findet  die  Iste  Dezimaiziffer,  wenn 
man  Z  durch  N  dividirt,  die  2te  Ziffer  erhält  man  aus  der  ersten, 
wenn  man  diese  durch  iV  dividirt,  eben  so  erhält  man  die  3te 
aus  der  2ten,  wenn  man  diese  durch  N  diyidirt  u.  s.  f.  Dass 
man  den  jedesmaligen  Rest  verzehnfacht,  folgt  ebenfalls  aus  der 
Betrachtung  der  Reihe  oder  auch  unmittelbar  aus  dem  Geiste  des 
dekadischen  Zahlensystems. 

Fast  noch  einfacher  lässt  sich  der  Satz  beweisen  durch  An- 
wendung der  Fouri  er  sehen  Divisions -Methode,  die  ich  hier  als 
bekannt  voraussetze.    Ich  bezeichne  der  Einlachheit  wegen  79  mit 

8l,  29  mit  31,  so  dass  der  Punkt  über  dem  Einer  minus  bedeu- 
tet; es  ist  auf  diese  Art  z.  ß. 

^  =  50 :  8i  =  006329113  ^4=8:61  =  0 135593 

79  59 

26  21  • 

23  33 

72  35 

9  55 

11  19 

31  13 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Dass  die  jedesmalige  Verbesserung  nicht  abgezogen ,  sondern 
HiWHidJirt  wird,  folgt  daraus,  weil  die  Einheit  im  Dividend  nicht 
fosftir,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Fourier sehen,  sondern  nega- 
nr  ift,  daher  sich  die  Subtraction  in  eine  Addition  verwandelt. 


Bei  der  Verwandlung  gemeiner  Brficbe  in  Dezimalbrüche  sties- 
mir  oft  solche  Perioden  auf,   deren  Gesetz  in   der  Zifferfolge 
gua  jenem  der  arithmetischen  Reihen  glich,  z.  B. 

»24  27  30  33  36  39  42  45  48  51...  oder  ai05 110 115 120 125 130 135 140... 

Sie  nach  der  gewöhnlichen  Methode  in  gemeine  Brüche  zu 
verwandeln,  ist  gewiss  unausführbar  und  ausserordentlich  zeitrau- 
bend.   Ein  bedeutend  einfacherer  Weg  dürfte  der  folgende  sein: 

5  =  0-24  27  30  33  36  39  42  45....; 

nmltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  100  und  zieht  man  die  Gege- 
bene TOD  der  so  erhaltenen  ab,  so  ist 

1005=:24*27  3033  36  39  4245  48..., 

folgUch 

99  S  =  24  •  0303030303030303.... 

oder 
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üos-cM^  3      2379     .  .       _     2379     23^ 
99S=24  +  99=-9g-,  daher  Ä=-99r=9g,5- 

Eben  so  erhSit  man  aus 

Sz=    0  105110115120125...: 
1000  5=105  110 115 120125  130... 


R  1AAQAA 

9995=  105 -005  005  005  006  005....=  105  +  ^=^^^ 

daher 

104900     104900 


Ä= 


999«  ""998001" 


Nachdem  ich  diese  Aufgabe  so  einfach  gelost,  versuchte  ich  Pe 
rioden,  deren  Ziffern  in  arithmetischen  Reihen  höherer  €rrade  IM* 
schritten,  in  gemeine  Brüche  zu  verwandeln,  welches  mir  aath 
eben  so  leicht  gelang.    Es  ist  z.  B. 

S = 001 04  09 16  25  36  49.... 

1005=104091625364964.... 

99  «=103  05  07  09 11 1315.... 

Dadurch  reduzirt  sich  die  Aufgabe  auf  die  frühere,  weil  dieSfcni 
nach  arithmetischen  Reihen  des  Isten  Grades  fortschreiten ;  muM  hii 
nämlich 

9900  «=  103  •  05  07  09  11 13 15  17.... ; 

daher 

9900S-- 995=102. 02  020202  02  02  02,..  =  i02+~=^^; 

IM.  c/inn     IN      JO'OO    AU      c     ^^lOO      10100 
995(100-1)=-^-  ,  daher  5=-99ir=97o299' 

Es  sei 

5=0*001008027064125216.... 

10005=  1'008027064125216343.>.. 

999  5=  1-007019037061091127.... 

Die  Ziffern  dieser  Reihe  sind  nach  einer  arithmetischen  Reihe  des 
zweiten  Grades  gebildet ;  daher  reducirt  sich  diese  Auflösung  wielec 
auf  die  nächstvorhergehende.  Aas  den  wenigen  Beispielen  fciAB 
man  den  Schluss  ziehen:  Alle  gemeinen  Bruche,  deren  Nenner 
Potenzen  von  9,  99,  999,  9999,  u.  s.  vr.  äind,  geben,  in  Dezimal* 
brücbe  verwandelt,  Perioden,  deren  Ziffern  nach  arithmetischeB 
Reihen  des  so  vielten  Grades  gebildet  sind,  als  der  um  1  V«^ 
grösserte  Exponent  anzeigt. 

Ich  ende  hier  mit  diesem  meinen  ersten  Aufsatze  mit  der  Hof' 
nung,  dass  er  d^n  geneigten  Leser  nicht  ganz  unbefriedigt  gelassen» 


t 

I 


Heber  das  Blektron  der  Alten  lUd  die 

praktische  Bedentungr  alterthllmlicher 

IVatiirwissenscliafll;,  namentlich  der 

symbolischen  Hierogrlyphe,  fOr  die 

neuere  Zeit. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J,  S.  C*  Schweigger 

an  der  UniTertität  za  Halle. 


Eialeitung. 

Es  giebt  dreierlei  Anwendangen  der  fortschreitenden  Natur- 
wiMeDSchart ,  unter  denen  die  älteste  die  auf  Mediein  ist*  Diese 
wurde  in  neuester  Zeit  dadurch  beschränkt ,  dass  die  Mediein  sich 
•getrennt  (auf  unsern  Universitäten  sogar  d^r  Facultät  nach)  von 
dti  Pharmaoie,  und  die  sich  geltend  machende  Homöopathie^  der 
alten  Pharmacie  Uohn  sprechend ,  mehr  einen  zeitgemässen  duD- 
kelo  mystischen,  als  einen  heitern  naturwissenschaftlichen  Cha- 
nJcter  angenommen  hat»  Erfreulicher  ist  es,  hinzublicken  auf  die 
grossartigeo  Fortschritte«  welche  die  Technik  dem  Einflüsse  fort- 
M^hreiteiraer  Naturwissenschaft  verdankt«  wozu  in  England  vofzugs- 
wetse  die  sogenannten  Institutions  beitragen,  jene  nachahmungs- 
werthe»  praktisch .  naturwissenschaftlichen  Burgergesellschaften, 
welche  den  geistigen  Mittelpunkt  der  Gewerbthätigkeit  Englands 
bilden.  Es  giebt  äer  noch  eine  dritte  Anwendung  der  fortschrei- 
tenden Katnrw issenschaft,  nämlich  die  zur  Auf  klämng  der  Dunkel- 
bat  des  Alterthums,  welche  Dunkelheit  durch  Verbreitung  näcbt- 
Kcher  JSchatten  von  jeher  nur  allzu  einflussreich  war  auf  die  neuere 
Zeit.  Da,s  vorliegende  Archiv  tut  Mathematik  und  Physik»  abf 
tuen  gelehrten  philologischen  Schulen  utser»  deutschen  Vaterlan- 
des verbreitet,  ist  gegenwärtig  die  einzige  Zeitscluift,  worin  es 
■ngiiob,  aiterthämlicne  naturwissensehalUiche  Dinge  auf  eine 
—   "'  ')e  Weiae  ZV  Sprache  zu  bringen.    Deno  <Ue  phiiologiAchftD 
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Joureale  mocen  sich  nicht  auf  naturwissenschaftliche,  die  oatof- 
wissenschaftlicheu  nicht  auf  philologische  Gepnstiinde  einlasseo. 
So  gab  mir  allerdings  die  Histoire  de  la  Chiinie  depuis  les 
temps  les  plus  recules  par  Dr.  Ferdin.  Hufer.  Paris. 
1842. ,  wovon  in  einem  chemischen  Journal  zu  sprechen  wentgstMü« 
zulässig  scheinen  musste,  eine  wohlgegröndete  Veranlassung  im 
Journal  für  praktische  Chemie.  K.  'M.  S.  386.  ff.  yom 
£lektron  der  Alten  wenigstens  nebenbei  zu  sprechen  in  einer 
sich  dem  Hauptinhalte  nach  auf  experimentelle  naturwissenschaft- 
liche Gegenstände  beziehenden  Abhandlung.  Sehr  gern  tvurde  ich 
mich  mit  dieser  kurzen  Mittheilung  begnügt  haben,  wenn  nicLt 
Missverständnisse  entstanden  wäreu,  deren  Aufklärung  im  Interesse 
der  Wissenschaft  mir  eine  Ehreritwche  für  dieses  chemische  Jour- 
nal zu  sein  schien.  Da  aber  die  auf  Missverstiindnissen  berubeo- 
deo  Einwendungen  in  einer  von  demselben  Verleger  herausgec»- 
benen  Zeitschrift  (in  Poggendorff's  Annftlen  der  Physik. 
ß.  65.  S.  621—637.)  niitgetheilt  worden  waren,  und  zwar  In  gros- 
ser Ausfnbrli^bkeit,  wodurch  es  nöthig  wurde,  die  Sache  unistäiHi- 
licher  und  philologisch  strenger  zu  behandeln :  so  war  kein  Hamn 
mehi  zur  Fortsetzung  der  Abhandlunj^  in  derselben  Zeitschrift» 
worin  sie  angefangen  .war.  Für  die  entstandene  untens^eDebne 
Verspätung  in  Publication  der  folgenden  Mittheilungen  gtebt  nini 
die  vorliegende  Zeitschrift  reichlichen  Ersatz.  Denn  es  ist  eio 
sehr  günstiger  Umstand,  dass  bei  dem  zunitchst  unsere  hohww 
Lehranstalten  ins  Auge  fassenden  Archiv  für  IVJuthematik  uodPky- 
sik  zugleich  mathematisch  und  philologisch  gebildete  Leser  t«- 
ausgesetzt  werden  kennen.  Gern  werden  dieselben  sieh  die  ua- 
ständlich  darzulegenden  Einzeinbeiten  gefallen  lassen ;  aber  sie 
werden  nicht  dabei  stehen  zu  bleiben  verlangen,  wozu  andere, 
sich  in  Einzelnheiten  verlierende  Disciplinen  oft  nur  allzusehr,  ja 
in  dem  Grade  geneigt  machen,  dass  man,  um  mit  Göthe  m 
reden,  „Unordnung  und  Wust  als  das  wahre  Element  ansiebt,  in 
welchem  das  Wissen  einzig  gedeihen  k5nne.  **  Dagegen  wird  durch 
die  mathematische  Anschammg  der  rechte  Siim  geweckt,  ^e 
lang^  Reihe  von  Gedanken  zu  verfolgen,  Ueberblicte  en  gewiimen 
und  zerstreut  liegende  Bruchstöcke  geistig' zu  einem  Ganzen  ct 
'Vereinen,  wodurch  scheinbar  Unbedeutendes  erst  Bedeutung  gcwiimt 
Da  aber  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,  dass  die  Leser  diei*w5 
Archivs  mit  jener  Irü^iern  in  einem  chemischen  Jfmrnal  mitgetkeü- 
ten,  wie  gesagt,  nur  nebenbei  vom  Elektit)»  der  Alten  sprechen- 
den Abhandlung  bekannt  seien,  so  ist  daraus  einiges  hervorzvikebea. 
wozu  wenige  Nummern  ausreichen  werden. 

L  Hufer  ssgt  in  der  oben  angeführten  Histoire  de  U 
€himie.  p.  133.:  Quant  au  metai  que  i'on  rencontrait  dans  les 
nih»es  d'or  (elutia),  et  qui,  apr^s  le  lavage  du  Biimirat,  se  pre- 
sentait  sous  la  forme  de  caiculs  noirs,  variesde  tadies 
btanches  k  peu  pr^s  du  m^me  poids  que  Tor,  et  se  ttom- 
vant  pöle-m^le  avec  les  sables  aurrfdres  au  fond'  des  corbeÜies 
destin^ea  k  recueillir  ce  m^tal,  ce  n'est  lä  certainement  pas  TäCBfiL 
Quel  ^tait  alors  ce  m^tat  blanc,  et  aussi  pesant  qae  Tor?  —  C« 
m^l  ne  pom-ait  etre  que  le  platiue.  D'ailleurs,  ü  n'est  pas 
^lonnant  que  les  anciens  alent  connn  le  platine,  paicrqae  oe  metol 
e#  Tencenire  aovTene  dang  iee  minesäW,   et  «fo'U  se  pr^seato, 
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ainsi  ooe  l*or,  avec  Ta^ipect  qui  le  charact^rise.    In  der  Note  wird 
folgenae  Stelle  des  Plinius  anf»efuhrt :    Inveniuntur  (eae  arenae)  et 
in  aurariiü  inetallis,  quae  elutia  vocant,  aqua  imniissa  eluente  cal- 
enlos  nigros  paulum  candore  variatos,  quibus  eadem  gravi- 
tas  qnae  aaro,  et  ideo  in  calathis,  in  quibus  aunim  coUigitur,  reroa* 
aent  com  eo.    (HLst.  nat.  XXXIV.  16.)    —   Plinius    nennt    diese 
Korner  von  getrübtem  iveisslichen  Schiinnier  (da  nijo^er  sehr  häufig 
Um  das  Dunkelfarbigere  bezeichnet),  eben  ihrer  Schwere  und  ihrer 
dem  Biet  näher  als  dem  Silber  stehenden  Farbe  wegen,    plum* 
bnm  album  oder  candidum,  und  beginnt  den  Abschnitt,  wel- 
cher die  verschiedenartigsten  Notizen  über  plumbum  album  und 
oigruni  zusammenstellt,    sogleich   mit  Hindeutung  auf  fabelhafte, 
dieses  plumbum  album  betreuende  Angaben,  sowie  auf  das  hohe 
Alterthum  desselben:    plumbi  duo  genera,  nigrum  atque  candidum; 
pretiosissimum  candidum,  a  Graecis  appellatum  cassiteron, 
fibnloKeqoe  uarratum  in  insulas  niaris  atlantici  peti.    —  Album 
kabuit  auctoritatem  et  Iliacis  temporibus,  teste  Uomero,  cassite* 
roo  ab  ipso  dictum.     Aus  dem  weissen  Blei,    sagt  er,    kann  man 
kein  Silber  ausschraelzen,  wohl  aber  aus  dem  schwarzen   (non  fit 
ex  albo  plmnbo  argentum ,  cum  üat  ex  nigro).      Wenn  aber  dabei 
«tebt:    plumbum  nigrum  cum  argento  nascitur  mixtisque  venis  con- 
(btur;    ejus  qui  primus  Huit  in  foruace  liquor,   s^annum  appella- 
tv,  qui  secnndus,  argentum:    so  sieht  man  leicht,  dass  in  aieser 
Stelle  das  Wort  stannuni  keineswegs  seine  gewöhnliche  Bedeu- 
tung habe,  oder,  den  Angaben  aller  unserer  VVürterbücher  gemäss, 
üarch  Zinn  übersetzt  werden  könne,   sondern,    wie  schon  Beck«* 
mann  iB  einer  gelehrten  Abhandlung  über  Zinn  (Beiträge    zur 
Geschichte  der  Erfindung<ui.  B.  IV.  S.  321— aSl.)   hervor- 
hebt, PiiniuH    hier   silberhaltiges    Blei    mit    dem   Ausdrucke 
«tanuiin   bezeichne.     Ebenso  wenig  kann  man  an  Zinn  denken, 
wi*üii  &i  von   dem  weissen  Blei  heisst:    „Silber  sei  schmelz* 
barer  als  dieses  weisse  Blei  und  lasse   sich  eben  deswegen  damit 
Dicht  löthen;    überhaupt  sei  dieses  weisse  Blei   unvermischt  mit 
andern  Metallen  zu  nichts  zu  brauchen'^  (albi  plumbi  natura  plus 
oridi  habet,  contraque  nigri  tota  humida  est;     iaeo  album  null! 
rei  sine  mixtnra  utile  est;   neque  argentum  ex  eo  plumbatur, 
qnoniam    prius    liquescit    argentum).      Diess    heisst  doch 
ofenbar,  man  fand  grosse  Schwiengkeit  bei  der  Bearbeitung  die- 
se« sogenannten  weissen  Bleies,  oder,  nach  Hüters  naturgemäs- 
Hft  Aoflassungs weise ,  der  im  Flusssande  neben  Gold  gefundenen 
fVatinktirner,  und  konnte  sie  blos  schmelzen  durch  Vermischung 
mit  andern  Metallen.     In  der  That  ist  Platin,  gleich  reinem  Eisen, 
wM  schweissbar,  aber  nicht  schmelzbar  in  unseren  Oefen. 

"L  Man  sie!.t,  dass  in  den  angeführten  Stellen  des  Plinius 
(woher  er  sie  auch  mag  entnommen  haben)  von  der  ältesten  Be* 
dbatang  des  Wortes  plumbum  album  oder  candidnm  die  Rede  sei. 
la  die  fatielhafte  trojaoisehe  Zeit  werden  wir  zurückgeführt  und 
aof  den  gieichgeltenden  Homerischen  Ausdruck  KccaalTe^o^  hinge- 
«iestn.  Schneider,  der  einzige  Philolo^  neuerer  Zeit,  der  sich 
cnwtlioh  mit  Naturwissenschaften  beschäftigte,  sagt,  um  Einwen- 
(hng  zn  machen  gegen  die  Uebersetzung  des  Homerischen  Kas« 
Sitero«  durch  Zinn,  in  seinem  bekannten  Schullexikon :  „Aus  der 
asgeMvten  Stdle  echeilt,  das«  man  den.  k<ioalt$(fog  im  Feuar  er* 
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weicht  und  niit  dem  Hammer  zu  Platten  gearbeitet  Terbraachte.*' 
HephlUstos  ist  es,  welcher  zu  Schienen  für  Achill  den  Kccffclui^oi  ter 
arbeitet,    „der   schrecklich  schallte   vom   Speer   getroffen."    Von 
einem  klingenden  Metall  also  ist  die  Rede.    Uebrigens  führt  Uoaer 
sogar  in  eine  vortrojanische  Zeit  bei  seinem  Kassiteros  uns  zurück, 
indem  der  Harnisch  des  Agamemnon,  worauf  Streifen  von  Crold  und 
Kassiteros  angebracht,  als  Gastgeschenk  dargestellt  wird,  das  eio 
Urenkel  Phaethon's,  der  reiche  Herrscher  in  Kypros,  gegebeo. 
welcher  Paphos  erbaut,  wodurch  wir  in  den  berühmtesten  Jittben- 
kreis  hineinlcommen ,  ilem  auch  Achill  und  Diomed  angehören. 
Bei  diesen  drei  Königen  allein  ist  Kassiteros  als  Schmuck  genansi 
und  schon  dadurch  als   grosse  Seltenheit   bezeichnet     Wie  aber 
Kassiteros  bei  Homer  stets  neben  Gold  steht:    so  kommt  es  auch 
in  der  Natur  nach  Poseid onius  (dessen  Zeugniss  Strabo  sn- 
führt)  neben  Gold  und  Silber  im  FInsssande  vor  und  wird  zngleicb 
mit  uieseu  edlen  Metallen   ausgewaschen.      Auch  bei  Strabo  ist 
abo  dasselbe  natürliche  Vorkommen  neben  Gold  bezeichnet,  d» 
Plinius  hervorhebt     Und  mit  Hecht  le^t  Huf  er  eben   bielfaufdiw 
Hauptgewicht ,    wodurch  zugleich  der  Beisatz  eadeni  gravitas  qw« 
auro  bedeutend  wird.    In  dieser  letzten  Beziehung  führte  ich  uock 
an,  dass  Herodot  (f.  50.),  wo  er  von  den  Gescnenkeu  des  Krö- 
sus für  den  Delphischen  Apollo  redet,  Platten  nennt  aus  gelben 
im   Feuer   geläuterten    Golde  und  aus  weissem- Go/^^r 
welche,  ganz  gleich  an  Grösse ,  dem  Gewichte  nach  sich  vefhidteo 
wie   1,5:2=^3:4.     Und   da  gehämmertes  Platin    nach  Bris«o« 
ein  speciflsches  Gewicht  vonlM),336,    gewalztes  sogar  von^W 
bat,   nach  Mobs  aber  das  natürlich  in  Geschieben  vorkommeo^ 
Gold  von   hochgelber  Farbe   ein  speciGsches  Gewicht  zeigt  v» 
14,857 :    so  kommen  wir  dadurch ,  je  nachdem  wir  das  Gold  wem- 
ger  oder  mehr  im  Feuer  geläutert  voraussetzen,    unijefahr  auf  (Ke 
Zahlen  15:20  oder  16,5:22  =  3:4,  wie  das  Verhaltniss  gleicber 
Platten  gelben  und  weissen  Goldes  von  Herodot  bestimmt  i^ 
Und  wir  können  uns  die  Angabe  3:4  um  so  mehr  gefallen  lasseSf 
da  man  sich  die  Goldplatten  gegossen  denken  kann ,  die  von  Pla- 
tin aber,  nach  der  von  Homer  bezeichneten  Bearbeitung  des  Kas- 
siteros, in  hefliffster  Glühhitze  mit  dem  Hammer  geschlagen  seb 
mussten.     Jedocli  diese  Stelle  Herodot's  wurde  von  den  Phil^ 
logen  willküriichcorrigirtunter  der  Voraussetzung,  dass  bei  weis- 
sem Golde  man  nothwendig   an    eine   Mischung  aus  Gold  luxl 
Silber  denken  müsse.    Aber  da,  wo  Herodot  (111.115.)  vonElek- 
tron  und  Kassiteros  redet,  welche  aus  ihm  ganz  unbekannten  west* 
liehen  Gegenden«   aus  Inseln  kommen  (wohin  nach  Strabo  die 
Phönicier  ihre  Fahrt  sehr  geheim  hielten),  da  fiigt  er  am  Schlosse 
bei:   „Von  dem  äussersten  Ende  her  kommt  Kassiteros  und  El^* 
tron.    Auch   dass  im  Norden  Europas  überaus  viel  Gold 
sei,  ist  oflfenbare  Thatsache;   wie  es  aoer  gewonnen  winl,  darüber 
weiss  ich  nichts  zuverlässiges  zu  sagen.*'    Wenn  nun  das  Alte^ 
thum  mit  dem  Gold  im  Moraen  Europas  bekannt  war,  warum  soHie 
die  ebendaselbst  vorkommende  Piatina  durchaus  anbekanot  gei^ii^ 
ben  sein?    Eben  in  Sibirien,  das  noch  jetzt  als  ein  heiliges  Land 
den  Indischen  Brahminen  ^It,    finden  wir  die  An^ht  Wernor*8 
bestätigt,  dass  vorzüglich  im  zerklüfteten  Erdreich,  wo  die  Natur 
im  Grossen  die  Auswaschung  vorgenommen,  edle  Metalle  reicUi^A 
z«  finden  sind,  folglich  in  geognostiscber  Beziefaaog  allerdiogs  ein 
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eoMeoes  Zeitalter  anzunehmen  sei,  wo  edie  Metalle  in  reichem 
]|Ias«e  umherlagen  auf  der  Erde.  Eben  darum  schloss  ich  meine 
Abhandiune  über^  Piatina  (im  Journal  fOx  praktische  Chemie. 
B.  34.  S.  419.)  mit  folgenden  Worten:  „wenn  wir  zugeben  niQs- 
sen>  dass  Platiiia  dem  höheren  At^erthume  bekannt  war,*  so  ist 
kein  vemilnfliger  Grund  mehr  vorhanden,  welcher  uns  hindern 
kennte,  in  dem  Zusammenhange,  in  welchem  Homer  sein  Kya- 
nos  nennt,  an  das  in  der  Natur  gewöhnlich  vereint  mit  Piatina 
vocfcommende  Palladium  zu  denken.  Man  vergesse  nämlich  nicht, 
das8  reines  eediegenes  Palladium  in  Körnern  neben  den  Platinkör- 
nem  natöriiim  vorkommt.  Wollaston  suchte  solche  Palladium- 
J^umer  aus  Brasilianischen  Platinkömem  aus,  mdem  das  Ansehen 
der  erstem  wie  faserig  war  und  die  Fasern  von  dem  einen  Ende 
aus  zu  divergiren  schienen.  Ein  noch  einfacheres  Unterscheidungs- 
mittel möchte  die  Erhitzung  sein  nach  Bröant's  Methode,  wobei 
die  Patiadiumkümer  durch  oie  blaue  Farbe  sieb  kenntlich  machen 
würden.  Und  diese  Unterscheidungsmethode  scheint  eben  durch 
den  alterthümlichen  Namen  Kyanos  angedeutet,  in  welcher  Bezie- 
hung also  selbst  aus  dem  alten  Homer,  dem  nächsten  Zweck 
eber  chemischen  Zeitschrift  gemäss,  noch  etwas  zu  lernen  för 
praktische  Chemie/^ 

Jetzt  ist  es  Zeit,  auf  das  in  der  oben  aneeföhrten  Stelle  des 
Herodot  neben  Kassiteros  genannte  Elektron  überzugehen 
aod  die  Hauptstellen  anzuführen  aus  dem  dritten  Abschnitt  jener 
Abhandlung  über  Piatina,  welcher  überschriebeo :  „Piatina  unter 
dem  inystischen  Namen  Elektron  (ijks^TQOv), "  Vorangestellt  Ist 
folgeiMte  Stelle  aus  Höfer's  Gescnichte  der  Chemie.  1^  109. 

3.  y^lectrum  signiGe  chez  les  anciens  deux  choses  bien  diffe- 
restfü:  d^ibord  Telectrum  proprement  dit,  c*est  ä  dire  Tambre 
jaone  ou  le  succin,  qui  est  une  substance  organique  (espece  de 
r^ne  fossile) ;.  en  second  lieu ,  une  alliage  d'or  et  d'argent ,  comme 
OOQS lapprend Pausanias :  akio  ijUxtQOv  dvaiisfiiy^tivog  iatlv  dQyvQOii 
wvffof,  „il  existe  un  autre  electrum  qui  est  une  alliage  d'or  et 
oargent.**  Comp.  Plin.  XXXIIL  4.:  „Tout  or  est  allie  dar^ent; 
la  proportion  en  varie.  C*est  quelquefois  la  dixieme,  la  neuvieme, 
h  nnitieme  partie  du  poids.  Lorsque  la  proportion  de  Targent  est 
d'un  cinquiönie,  Tor  perd  son  nom  et  urend  le  nom  d*  ^1  ectrum.  Un 
anteer  italien  Cortinovis  (opuscoli  scelti  suUe  scienze  etc. 
Milano.  1760.  4^.)  chercha  ä  prouver  dans  une  savante  disser- 
tafion,  que  le  platine  etait  connue  des  anciens  sous  le  nom  d' elec- 
trum*   L<es  raisons,  qu'il  en  donne,  ne  sont  pas  valables.'^ 

Es  iMt  meine  Absicht,  mich  an  Cortlnovis  anzuschliessen, 
dessen  Abhandlung  ich  übrigens  noch  nicht  zu  sehen  bekam.  Die 
gewö  nlich  nur  mit  obigen  VVorten  an2;erührte  Stelle  des  Pausa- 
nias (lib.  W  cap.  1*2.  p.  406.  cd.  Casaub.)  lautet  nämlich  im  Zu- 
sarameuhant^e  gelesen  nach  wörtlich  treuer  Uebersetzung  also: 
„Dieses  Elektron,  woraus  die  Bildsäule  des  Augustus  gemacht 
«ml  welches  als  Naturprodukt  (oruTo^arov)  sich  findet  im 
Sande  des  Eridanus,  ist  sehr  selten ,  und  steht  daher  in  hohem 
Werthe  bei  den  Menschen ;  das  andere  Elektron  aber  ist  mit  Sil- 
ber gemischtes  Gold.''    Pausanias  setzt  offenbar  das  Naturpro- 
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dukt  dem  Kunstprodukt  eotgegeii.  Man  suchte  also  das  im  Sande 
des  Eridanus  (welcher  FluW,  wie  schon  Herodot  n.  a«  O.  an- 
deutet, dem  noch  unerforschten  „äusserstcn  Westen"  ange- 
hörte) vorkommende  Naturprodukt  (was  unmöglich  Bernstein  se^ 
konnte,  woraus  sich  auch  keine  Statue  machen  lässt)  durdi 
Mischung  von  Gold  und  Silber  nachzuahmen.  Also  muss  jenes 
Naturprodukt  nothwendig  ein  edles  (wie  Pausanias  sagt,  »»sehr  sel- 
tenes**) Metall  gewesen  sein,  das  auch  au  Werth  dem  Golde  ver- 
gleichbar, nur  von  hellerer  Farbe  war.  Dem  naturlichen  Vorkom- 
men gemäss  im  Flusssande  werden  wir  also  nothwendig  an  Platin 
denken  müssen.  Ein  Zeitgenosse  des  Aus^istus  (von  dessen  Bild- 
säule aus  Elektron  in  obiger  Stelle  des  Pausanias  die  Rede  ist), 
nämlich  Virgil  in  seiner  Aeneide  (MIl.  624.),  lässt  Beinschienen 
aus  Electrum  und  reinem  Gold  (ocreus  electro  auronue  recocto) 
vom  Vulcan  für  den  Aeneas  machen  in  oflfenbarer  Nachahmung 
Homer  s,  der  (II.  XVIII.  613.)  Schienen  für  Achill  vom  Hepbi- 
stos  machen  lässt  aus  Kassiteros«  Virgil  übersetzte  also 
xaaaiteQog  durch  electrum. 

Nun  aber  wird  es  nöthig  sein ,  vorzugsweise  davon  zu  sprcchea, 
wie   das  Homerische   nach   Plinius    dem   plumbum    albom 
gleichbedeutende  xccaölxBQog  (d.  h.,  dem  Dargelegten  gemäss,  Pia- 
tina)  zu  dem  Namen  electrum  (i^'Xtxroov)   kommen   konnte?  — 
Buttman  in  seiner  Abhandlung  über  Elektron  (im  Mytliolo- 
gus.  S.  337 — 363.)   spricht  als  Grammatiker  mit  etymologi^dier 
Gründlichkeit  von  diesem  Worte.      Er   rechtfertigt   die   Ableiteiig 
des  Namens  f^lsKtgowon  !k%Biv,  ziehen,  nicht  blos  von  ^ranunt- 
tischer  Seite  vollkommen,    sondern   auch  durch  analoge  Bezeich- 
nungen des  Bernsteins  in   andern  Sprachen.     In  diesem  auf  An- 
zie^iungskraft  sich  beziehenden  Sinne  konnte  die  natürlich  vor* 
kommende  Piatina  mit  gutem   Grund  Elektron  genannt  wenleiii 
weil  sie  wegen  ihres  Eisengehaltes  magnetisch  ist,  und  zwar  nicht 
blos  vom  Magnet  angezogen    wird,    sondern    selbst    in   grussern 
Stücken  geradezu  polarisch  vorkommt.    Da  also  die  natürlich  vor- 
kommende Piatina  sich  dem  Magnet  anschloss.   so  war  sie  schon 
dadurch  im  Alterthume  der  wissenschaftlichen  Naturforschung  ent- 
zogen und  gehörte  den  Mysterien  an,  worin  der  Magnetismus  eine 
80   grosse  Kolle  spielte.      Der  Name  Elektron   für   die  natürlich 
vorkommende  Piatina  ist  also  ein  aus  den  Alysterien  stammender, 
und  war  für  die  mit  magnetischer  Polarität  begabten  Platinastüclce 
sehr  verständig  gewählt,  wurde  aber  dann  obwohl  unpassend  selbst 
übergetragen    auf  die  Legirung  aus  Gold  und  Silber,    womit  man 
das  Platin   nachzuahmen  suchte.     Man  sieht  zugleich,    dass  der 
Ausdruck  Kassiteros  ein  genereller,   Elektron   ein  specieller, 
auf  eine  mysteriöse  Eigenschaft  hindeutender,  also  vorzugsweise 
oder  wenigstens  zunächst  der  polarischen  Piatina  angehuriger  ist. 
Wer  den  letzten,    auf  die  Homerische   liiade    sich    beziehenden 
Abschnitt  meines  Buches  über  die   samot hracischen    Myste- 
rien   (welches   ich  unter  dem  Titel  einer   Einleitung    iu   die 
Mythologie  auf  dem  Standpunkt  der  Naturwissenschaft 
herausgab)  gelesen  hat,    kann   nun  leicht  abnehmen,    warum  der 
(als  Elektron   polarisch    vorkommende    und   daher   den  Mysterien 
sich  anschliessende)  Kassiteros   in  der  Iliade   allein  mit  den  dios- 
kurischen  Wesen  Achill  und  Diomed  in  Verbindung  gebracht 
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wird,  und  selbst  der  ?on  AsamemDon  getragene  Kassiteros  dem 
Terwandten  kyprischea  MytSenkreis  aogeschlossen  ist.  Da  aber 
in  der  Uiade  die  mysteriuseo  Beziehnogen  blos  den  dunkeln  Hin- 
tergrund bilden«  worauf  die  Gestalten  der  Beiden  in  so  heilerem 
Glänze  her>'ortreten :  so  vermeidet  Homer  den  mysteriösen  Aus- 
druck Elektron  in  der  Iliade  gänzlich.  Aber  in  der  Odyssee, 
welche  die  magischen  Fabeln  der  Mysterien  gewissermassen  zur 
Schau  trägt,  kommt  umgekehrt  nie  der  AiisHruck  Kassiteros 
vor,^  sondern  statt  des  Kassiteroi$  glänzt  hier  Elektron  neben 
Gold.  Was  ich  hier  andeute  mit  Hinsicht  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  Kassiteros  und  Elektron,  wo  der  eine  Ausdruck  der- 
selben Sache  allein  der  Iliade «  der  andere  allein  der  Odyssee 
eigenthömlich  ist,  steht  nicht  so  isolirt,  als  man  vielleicht  glauben 
mochte.  Nur  haben  die  Philologen  den  Wink  unbeachtet  gelas- 
sen, den  ihnen  Piinius  gab,  indem  er  sagt  (Hist.  nat.  XXX. 
cAp.  1.  sect.  2.):  „Es  ist  sehr  beachtungswerth ,  dass  Homer 
bei  dem  trojanischen  Kriege  so  sehr  stillschweigt  von  magischer 
Konstj  so  sehr  aber  auf  sie  eingebt  in  den  Irrreisen  des  Ulysses, 
dass  fast  das  ganze  Werk  aus  nichts  anderem  besteh t.^'  Plinius 
ODterseheidet  also  die  Ilias  und  die  Odyssee  durch  die  Art  ihres 
Verhältnisses  zu  deu  Mysterien.  Aber  da  die  Philologen  nicht 
einmal  darauf  achteten,  wie  beschränkt  die  Schriflspracne  durch 
die  Mysterien  war :  so  gingen  solche  blos  flüchtig  hingeworfene 
Andeutungen,  wie  die  eben  angeführte  des  Plinius,  gänzlich  fiir 
«e  verloren. 


Aasmciner  Abhandlung  im  Journal  für  praktische  Chemie 
(B.:^.^.  3vS5--420),  weiche  überschrieben  „über  Piatina»  Altes 
■nd  \eoes'S  war  dieser  kurze  Auszug  hier  voranzustellen,  damit 
die  lar  dasselbe  Joimtal  ursprünglich  bestimmte  Fortsetzung  so 
vifl  als  roüglich  unverändert  abgedruckt  werden  könne.  —  In  der 
Tbat  bezog  sich  jene  Abhandlung  ihrem  Hauptinhalte  nach  nicht 
uf  alterthümliche,  sondern  auf  neue,  dem  Platin  sich  anreihende 
Mittheilangen.  Vorzugsweise  von  den  merkwürdigen  krampfhaften 
Zuckungen  der  Magnetnadel  handelte  es  sidi,  welche  entstehen, 
irenn  eine  Ladungskette,  namentlich  aus  Platin,  mit  der  zuerst  von 
Wach  im  Jahre  1829  (s.  Jahrb.  der  Chem.  u.  Phys.  für  1830  oder 
d.  g.  R.  B.  58.  S.  40 — 66.)  construirten  constanten  galvanischen 
Kette  verbunden  wird.  So  schwach  diese  Kette  ist  in  ihter  nr 
sprunglichen  Gestalt  (da  es  zu  galvanoplastischem  Zwecke,  oder 
wie  man  sich  damals  ausdrückte,  zur  Bildung  figurirten  Cäment- 
klipfers  und  anderer  zum  Theil  krystalliniscn  auftretender  fester 
Metallvegetationen,  auf  Schwächung  des  constanten  elektrkschen 
Stromes  ankam):  so  heilig  können  doch  bei  Einschiebung  einer 
Ladungskettc  ans  Platin  jene  krampfhaften  Zuckungen  der  Mag- 
aetnadel  werden,  welche  mtt  der  krystallinischen  Bildung  des 
festen  CSmcntkupfers  zusammenhängen,  und  uns  dn  die  bei  andern 
Kristallisationen  zuweilen  hervortretenden  blitzartigen  Lichtersdiei- 
nuDgen  erinnern.  Von  solchen  dem  Charakter  eines  chemischen 
Jounals  gemäss  mitzutheilenden  neuen  Thatsachen  handelte  es 
stdi  dort.    Nur  nebenbei  war  von  alterthümlicben  Dingen  die  Rede, 
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wie  gesagt y^UfkSftihstiri'dei^'Ahdi^ht«  iimaiif  Hilfe r's  Gesdiiehte 
der  Cbemic  aufiYierksaiü  zu  njachen. '  Im  entgegeDgesetztjen  Sinn 
ist  die  Abhandlung . (beschrieb efi :     lieber    dievermelntlidie 
Kenntni8s  der  Alten  vom  Piatirtj    von  E.  L.  Schubarth 
in  Poggcndö^ffs  Annalen  der  Physrk  (1845.  No.  8.  8.6»- 
—  637.y.      Dieselbe  ist  dem  IJeiste  näcb  eine  pbilologische,   aaf 
kritische  Emendationen  sich  beziehende.     Jedocn   diesef$  gramma* 
tisch  kritische  Princip  reicht  nicht  ans  bei  allen  natnnvissenschafl- 
lichen,  mit  den  alten  Mysterien  zusammenhängenden  Dingen.    Denn 
mit  Recht  m^cbt  Hufer   in  seiner  Geschichte  der  Chemie,    wie 
ausdrücklich, von  itiir  hiarvorgehobeninirde,    atifroerksam  auf  den 
innigen  Zusammenhang  der  alten  .Religionen  mit  Natur^vi^sensehaft, 
wodurch  nothtvendig  über  manche  natuhvissenschaftlicfie  Dinge  ab- 
sichtlich ein  mysteriöses  Dnnkel  ausgegossen  wurde.      Cnd   damit 
hing    zum  Theil  auch  die   Doppelsinnigkeit  bei    dem    Gebrauche 
mancher  Worte   zusammen.      Aber    Herr   Professor   Schiibarth 
lässt  sich  ^ar  nicht  darauf  ein,    dass  da.sselbe  Wort  verschiedene 
Bedeutung  haben  könne,  was  doch  selbst  bei  den  Worten  des  ge- 
meinen Lebens  So   häufig  der  Fall  ist.      Vielmehr    behauptet  er, 
Höfer  und  Ich  hätten  abweichend  von  einer  „seit  Jahrhunderte»  an- 
genommenen Meinung**,  dass  das  Plirtianische  plumbura  ca»* 
didum  unser  Zinn  andeute,  den  Satz   aufge^teHt,   da><s  danmier 
(wie  bei  einigen  verwandten  Ausdrücken)  „nichts  andere«  ah  Pht" 
tin  zu  verstehen  sei.**     Jedoch   sogleich    awf  der  zweiten  ^*te 
meiner  Abhandlung  heisst  es  :    „Bei  der  Chemie  der  Grieche« «kI 
Römer  beginnt  Höfer  den  Abschnitt  vom  Zinn  mit  den  Wor- 
ten,   dass  eine  grosse  Dunkelheit  in  griechischen  und  ruiii- 
schen  Schriftstellern  herrsche  hinsichtlich  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  stannum,  plumbum  album,  plumbum  argentariun, 
cas^iteros,    obwohl  man  gewöhnlich  sich  begnüge,    dieise  Aus- 
drücke durch  Zinn  zu  übersetzen.    Nachdem  er  Stellen  angeföhit, 
die  allerdings  auf  Zinn  passen,  sagt   er   Folgendes.'*    Cnd 
nun  sind  die  Stellen  angefünrt,    welche  nicht  passen  auf  ZIhb» 
wohl  aber  auf  Platin,    was  auch  Herr  Professor  Schubarth  unbe- 
dingt zugeben  rauss.     Um  jedoch  die  Bedeutung  Zinn   festzuhal- 
ten, nimnit  er  nicht  blos  zu  willkürlichen  philologischen  Gonjectu- 
ren,  sondern  sogar  zu  der  naturwidrigen  Voraussetzung  seine  Zsr 
flucht,  dass  im  Alterthume  Zinngraupen  neben  Gold  vor- 

fekomme»  und  gemeinschaftlich  ausgewaschen  wurden  aus  dem 
luss^ande.  „  Allerdmgs ,^*  sagt  er,  „ist  ein  Zusammenvorkommeo 
von  Zinnerz  mit  Gold  ungewöhnlich  ^),  doch  aber  nicht  un- 
möglicb.** 


^)i  Suil  „nngewuholiclL^^  bolllc  s'cUen  ,.uner hör  1.^'  Der  Ausdru^ 
„un^c wöhallcli*'  aber  könute  uereiblferligt  nchciaen,  -well  der  H.  Verff 
kurr  zuvor  gesagt:  ,,Agricola  (de  rc  ineUllica  Ba»ii.  1657.  p.  269.)  Cübrt 
unter  den  TcrscUied^ncn  Metkuden  des  Waschcus  von  Gold  uud  Zlimerx  ein« 
in  l^orluga^.spLuer  S^eit  gehräucliLiche  an.^^  —  Man  könnlc  »onach  glanbeo, 
zu  AgriGJ)laS  Zeilen  i»eien  Gold  und  Zinnerz  zusammen  vorgekommts» 
Schlägt  man  aber  die  citlrte  Stelle  nach,  so  heisst  sie  in  wörtlicher  Ueber« 
Setzung :  „ich  sprach  bisher  ^n  den  verschiedenen  Arten  den  Goldsand  aoi- 
zuwaschen;  uan  will  ich  von  der  Auswaschmigsweise  der  Materie  spreehei» 
weiche  beigemischt  den  scIiwarreH  Steinchtti,   woraus  Zinn  bereilet  wird."* 
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bei  dieser  Lage  ier  Verbl|llpi|u^  ist  es  qatiirlich  läwt^X  in  Ver- 
gessenheit gekommen»    da^  einmal  voa  einem  Unternebmen  die 
Kede  war^    welches  ein  Zusammenwirken  mehrerer  zpeleich  anti- 
quarisefa  gebildeter  Männer  aus  allen  Theiien  der  Natnrvfissenschaft 
voraussetzt,   nämlich  von  einer  Sichtung  des  in  der  PliolaQiscbtD 
En(:yklopädie  verworren  zusammerigehäuilen  Materials.    Dazu  er- 
munterte, der  verewigte  BOttiger  bei  der  Versammlung  der  Natur- 
forscher in  Dresden  im  Jahre  1826.     Sein  Aufruf  führte  wiiklicli 
einige  einleitende  Schritte  herbei,  obwohl  mehr  im  phiiologiscbeB 
als  naturwissenschaftlichen  Sinne.   Doch  dieser  Anfang  war  zugleich 
das  Ende  der  bald   in  Vergessenheit   gekommenen  Sache.    Hit 
Recht  aber  sagte  Böttiger:    ,,man  hat  nicht  einmal  die  Vorred« 
zu  diesem,  encyklopädische  Notizen  aus  zweitausend  Schriftrolten 
enthaltenden  Wunderschatz  ^   die  Zueignung  an  Ves|>aslaD,  nibig 
gelesen.    Sonst  iiürde  man  wissen  was  man  fordern  kunne  und 
soUe.    Zeitgeiz y   sagt  man,  und  £xcerptensucht  Hessen  deok  Com- 
pUator  bei  seinem  Dictiren  an    ein  Dutzend  Geschwindschreiber» 
die  ihn  umringten,  nie  zur  besonnenen  Prüfung  konineB« 
Daher  strotzt  sein  Buch  von  missverstandeneu  Steliep  ^) 
anderer  Schriftsteller,  auch  konnte  er  vieles  gar  nicht  beurtheileiii 
er,   der  mit  Staatsgesohäften  st^ts  überladene.     Auf  die  meisten 
dieser   Vorwürfe    antwortet   das    von   ihm    mehrmals    wiederholt» 
Wort:    „ut   nihil,    quod  «equidem  noverim,   Draetermittao* 
Hierzu  kommt,    wie  er  selbst  an  Vespasian  scnreibt)   dass  dietf 
Auszüge  aus  hundert  Schriftstellern  in  abgerissenen  Stunden  lus 
TheUe  bei  Nacht  gemacht  wurden.    Hätte  PI  in  ins  nur  inuner^ 
einzelnen  Schriftsteller  da  genannt,   wo  er  sie  ausschreibt    A^ 
ihre  Namen  (wenigstens  die  der.  beiuhmtesteii)  sind  blos  anj;eßkt 
bei  der  Inhaltsanzeige  der  mselnen  Bücher,   welche  uomittelbv 
folgt  nach  der  in  Brieflbrm  an  Vespasian  geschriebenen  Vorrede. 
Onenbar  war  also  bei  der  (wie  die  Uebersetzung  Schubartb^ 
am  besten  beweist)   so  bOchst  verworrenen  Stelle  ^)  des  Wn» 


*)  Meine  Abhaoillaag  „nher  tt*!!  Einfliiss  d«r  natarwitsentchafi' 
liehen  Mysterien  amf  die  Lilteratnr  dea  Alterchmm»**  t»^^ 
jedoch  auf  nene  GesichUpuakte  in  Auffassung  -verworrener  Stelien  du  FU" 
nius.  Wenn  selbst  ein  Historiker  wie  Hcrodot  absichlUch  (was  dufdi 
•in  unrerkennbares  Beispiel  nachgewiesCA  wurde)  Verkehrtheiten  schriebi 
blos  um  räthselhafte  Andeutungen  den  Myslerieukuodigen  über  Dinge  t^ 
geben ,  welche  der  Schrifts*praohe  lyteugänglich  waren :  wie  vitlmskf 
konnte  einem  naturwissenschaftlichen  Schriftsteller,  wie  Pli nius  war,  «Ui 
solches  Verfahren  durch  die  aJLroama tischen  (d«  h;  lediglich  zur  mnudiishcn 
Büttheiinng  bestimmten)  Gegenstände  jener  naturwissenschaftlichen  MyitenM 
nothweiidi:;  gemacht  werden,  propter  secretum  matcriae,  wieerillvo^ 
hin  angofiihrter  Stelle  seiner  Vorrede  sich  ausdrückt.  Es  wird  sich  naelüitf 
Gelegenheit  finden,  diesen  Gesichtspunkt  bei  Erklärung  des  Plinins  darcä 
Beispiele  su  erläutern. 

*")  Beckmann,  der  in  seinen  Bei  tragen  zur  Geschichte  der  Cf* 
finduugen.  B.  4.  S.  321—381  über  Zinn  und  Verzinauu;  schrieb, 
sagt  S.  336«  ^ou  dieser  Flinianischen  Siclle  :  f,nian  muss  cingustcliffli 
dass  sie  bei  keiner  Erklärung  ganz  -verstnudlich  wird,*'  und  entsckiddigt 
S.  360.  sein  Bestreben,  einige  Widersprüche,  welche  darin  Torkomm«. 
eittigermasscn  wenigstens  zu  beseitiget:,  mit  den  Worten:  „ich  bitte  dA 
Vergebung,   dass  ich  mich  so  tief  in  die  Kritik  gewagt  habe.^^    Vohtgnä' 
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MaD«Wl«ht  nun,  in  welchem  Siun  altein  ein^  oene  Bearheitiag  der 
PHnitnischen  Enoyklopädie  zu  wiinscben  wäre,    indem  man  oän* 
Heb,  ^ganz  so  ^ie  es  Uöfer  bei  der  vorKegenden  8telle  gemacht 
bat,    au8  dem  verworren   zusanuneogebäuften  Material  das  Bedeu- 
tende beraussucbt,  wozu  allerdings  eine  Gesellscbaft  von  Mänoeni 
aus  den  verscbtedensten   Tbeilen  der  Natumtssenscbaft  «ich  ver- 
binden könnte. '  Em  Uaimtgesicbtspnnkt  aber  wäre  dabei  noch  lu 
beacblen ;    nämlich  die  Beschränkuiiff  der  scfarifUicben  MittbeUang 
über   naturwissenscbaftlicbe  Dlnse  durch    die   Mysterien,   woranf 
Ptinius  selbst^) .in  der  Abhandlung  vom  Elektroti  mit  eiiugcfl 
sehr    starken   Ausdrücken   die    Aufmerksamkeit    hinlenkt.     Denn 
eben  w^eil  man  (wie  schon  vorhin  erwähnt  wurde)  nicht  schreiben 
durfte    über   die  einflussreichsten    naturwissenschaftlichen   Dfai^ 
welche  die  Mysterien  in  ihr  Bereich   gezogen ,    war  man  zur  hila* 
lieben   Einkleidimg    för    Mysterienkundige  genOthigt.      Und  schoo 
diese  bildliche  Einkleidung,  die  ersonnen  werden  musstc ,  w^reiae 
Art  von  Poesie.     Aus  diesem  Gesichtspunkte  wird  das ,   was  Pfi* 
nius  von  den  wunderlichen,    auf  das  Elektron  sich  beziehenden 
'Fabeln    der  Poeten    sagt,    erst  die   rechte  Bedeutung   gewinnöi. 
tJnd  zum  Theil  auch  darum  mag  es   nun  zweckmässig  sein,  in 
naturwissenschaftlicher  Beziehung  (ohne  Furcht  vor  jene» 
Fabeln  der  Poeten,    auf  welche  die  starken  Ausdrucke  des  Wf- 
nius  nur  unsere  Aufmerksamkeit  hinlenken  zu  wollen  scheinen) ^i^ 
umsthndlich  zu  sprechen: 

II.    üeber  das  Elektron  der  Alten. 

I>er  dritte  Abschnitt  meiner  Abhandlung  über  Platin  bandete 
vom  „Platin  unter  dem  mystischen  Namen  Elektron** 
und  jdng  von  einer  Stelle  des  Fausanias  aas,  worin  dm^^ 
das  Elektron,  welches  als  Naturprodukt  (orvro'fifirTov)  im  Sande 
des  Eridanus  als  ein  (wie  er  ausorücklich  hervorhebt)  „überaas 
seltenes  Metall  vorkommt^  vom  Kunstprodukt  unterscheidet, 

3  _        «1 l»«l_     1?I_I_J 1.  l.l__         _• m*«  ■_ «^:     «na 


das,    gewöhnlich  Elektron  genannt >   blos    eine  Mischung  sei  aos 
Gold  und  Silber  ^).     Jedoch  auf  diese  Stelle 


des  Paasania«» 


*)  Die  höchst  beachtenswerthe  PlinianlBche  Stelle  (in  der  h.  n.  XXJ^^ 
c.  2.  in  fin.)  bezeichnet  die  dem  electrum  angereihte  Fabelma8«e  als  einn 
Ausdrack  der  grössten  Measchenf  erachtung.  Und  man  glaobe  nicfc^ 
dass  diese  Acusserung  isolfrt  steht,  sondern  vergleiche  damit  die  in  meioer 
Einleitung  in  die  Mythologie  auf  dem  Standpnnkte  der  Natttf- 
wissen Schaft.  S.  145  —  179.  dargelegten  Thatsachen,  za  deren  Zoi«*- 
menstclltiti^  der  Sata  des  Fausanias  Veranlassung  gab,  dass  die  Mysttrif» 
in  dem  Grade  höher  standen  als  die  Yolksrellglon ,  wie  Götter  höhe* 
sind  als  Heroen.  In  der  Tliat  würde  es  abgeschmackt  sein,  sich  in  <Kt 
durch  die  Mysterien  herbeige  führte  "Verwirrung  einrnlassen,  wenn  nidil  i«' 
verworrenen  Schriftsprache  eine  ganz  unzweideutige  physikalische  Zeiches- 
sprache  (."»ymbolische  Hieroglyphensprathc)  7ur  Seite  stände,  deren  Darle- 
gung und  Benutzung  zum  Zwecke  der  neuern. Physik  den  Haapt- 
Inhalt  ausmacht  jener  Einleitung  in  die  Mythologie. 

^)  Virgil,  welcher  das  H  omeri sehe  xaaairSQO^  durch  feleciro« 
übersetzt,  lässt  rom  Y  nie  an  für  Aeneas  Ueiuschicncn  machen,  „ocreu 
electro  aurot^nc  rccocto**,  was  doch  niemand  übersetzen  wird:  „au»  uar»' 
nem  (silberhaltigem)  Golde ,    gcmiftcht  mit  ganz  reinem  Golde.  '*     Vielff*^ 
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trou  mitgetheilt  wurde,  noch  ehiifles  beiAgen»  um  su  zeigen. 
dass  es  bei  einer  wohlbegramleten  Wahrheit  leicht  sei,  die  Bewe»e 
dafür  zu  vermehren.  Und  ^ese  Vermehrung  der  Beweise  wM, 
unter  den  eben  bezeichneten  Nebenumstftnden,  nun  mehr  an  ibrar 
Stelle  sein,  als  sie  froher  hätte  sein  kOnnen. 

1.  Buttmann  erinnert  in  Keiner  von  mir  angeführten  Abhaad- 
hmg  fiber  Elektron :  ,,  Bei  allen  Lexikographen  finden  wir  die  Glosse 
ijUnti^ov  dkkotvnov  %Qvclfyvy   d.  h.  Gold  in  anderer  Gestalt^  ^. 


•)  Saldas  sag»  v^t^Xer  %otXiitoXlßavit¥ i    sTdof  i^XdxToov  Ttf*itvTi^OP  JfP«'W» 
^»  Si  ro  ijltKVQap  alkorim-ov  xg^ahv  fjttfuyfUvo»  vlXt^  koI  XUHia.    Hier  iii 
g«A2  lüar   ausgesprooheu,   das»  es  eine  Art  Eltktron  gebe,    di«   kostbarer 
tei  alt  Gold,    was  also  gewiss  nicht  Gold  sein  kann  mit  Silber  iceiiu«du. 
Höchst  wunderlich  wird  der  Zasaix  acheioen.    das»  dieae  Abart   des  Golde» 
gemischt  sei  mit  Kristall  und  Steiuart.       Erwägt  man  aber,     dass  ein  Lexi- 
kograph, wie  Suidas,  auch  mvsleriüse  Andeutungen  abschrieb,    so  kauo  nuB 
auf  «Uc  weibliche  Form  ij  Xid'ita  Gewicht  logen,    indem  (aul  eine,  wie  vir 
nachher  .sehen  werden,  sinnige  Weise),  während  der  Stein  überhaupt  o  i/^«f 
heikKt,  ij  Xid'oe  wo  nicht  geradem  den  Magnet,    doch  stets  einen  durch  Kifl« 
Eigenschaften  beachtnngswerthen  Stein  bedeutet.     Der  natürlich  Torkommei' 
den  eisenhaltigen  l'latinii  ist  aber  zuweilen  etwas  Ton  der  Nainr  teaci  ^*^ 
•am  mannwciblichen  Steins «    nfimlich  der  'ff^uXtia  Xi&ot^     d.  h.  d•lJ^* 
nett,    beigemischt,    indem  sie   polarische   EiKeuscliaften  ceiKt,    wodoni  »* 
Aufmerksamkeit  der  Mysterien    erregt  und  die  Benennung  ^i§Mt0<nf  ht^^ 
führt   wurde.       Auch   der   Zusatz    viXa»    stimmt    zu    dieser    Auffassnof^öi** 
Dies»  wird  man  schon  darauf  merken,  data  Schneider,   welcher  uatorv»- 
•ensciiaftUihen  Gogensiänden  speciellere  Aufmerksamkeit  zugewandt,  ia  t^ 
nem  bekannten  Schullexikon  hervorhebt;    „ij  vaXoS    (sonst  auch  veAo«  ö  **■" 
f^)  bedeute  in  den   ältesten  Zeiten    den    Bernstein''     (soll    heisseo  ^^^^' 
trum).     Der  Scholiast  zu  Aristopliaue«  Wolken,   worauf  S  chn eider  »l« 
berieht,  macht  nämlich  ausdrücklich  aufmerksam,  das»  vaXos  i*  jener  Aruhh 
phänischen  Stelle  in  weiblieh  er  Form  gebraucht  werde    (welche  sUer- 
dlngs   Aristophane»   besonders    hervoHiebt),    und    fügt    dann    bei,    das»  «^ 
vmXoS   bei  Homer   und  .den   Allen    tjXtnr^  vorkomme,     vttXoi   «ber  itt  ^ 
iltem  Zeit  überhanpi  nicht  Glas,  aondom  Krystaii  bexaichnnte»     I?'^  ^ 
^^  stimtot  eine  Siellc  des  Pliniut  (Uist.  nat.  Vill.  c»38.  sect.  67.  XXX>U 
c.  2.  3.  7.  aect.  11. 13.  nnd  29.)  t  wo  die  Rede  ron  KrysuUen,  die  frw«c«t 
an  der  Sonne  leichte  Körper  anziehn.     Einer,  sagt  er«  der  sogar  auch  ^i»*^ 
feile  anziehe  (was,    wie  er  beifügt,    Diokles    und  Theophrastu»  g»»*' 
ben)  hcisse  lyncurion,    und  dieser  werde  von    Damostratus  aUEl*'* 
trum  bezeichnet,    wobei  eine  bestätigende  Stelle  des  Ötrabo    schon  H«r- 
dnin   in  seiner  Ausgabe   des  Plinius  angeführt,    während   auch  Heayca^* 
gerade/n  sagt:     Xvyxov^ioi^,   ro  ijXtntQW,       Die   Indignation,    "'*'^°**' ^  rj! 
ühisr  die  dem  lyncurion,  den  er  als  gemma  hezeiehnel,  angereihten '•v*'* 
redet,  rerrälh,  daas  von  einem  mysteriös  behandelten  Kryslall   die  ^*"'/fr 
Watson  nnd  Beckmaan  dcnkea  an  nnaem  Tnrmalin  (worüber  die  notv* 
gte   JMachweiaungett  in  m^kiner   „Einleitung  in  die  Mythologie"  f||^ 
S.  156.  nnd  366.  zn  finden^.      Diess  wenigstens   iat  nicht  zu  leugnen  i^ 
anch  in  neuerer  Zeit  der  Tnrmalin  durch  ^eino  Asehenanziefaong  (  ^^^^1 
trerker   nnd.  Ceylonischer   Magnet  dämm  genannt)  selbat  ^^  ^^^ 
▲nfmorkaamkeit  auf  sich  gezogen.     Unter  diesen   Umständen  ^rd  die  Sw» 
des  Scholiasten  tol  Ariatophanes  verständlich,    gleichsam   als  NachkUnS  f^ 
den  Mysterien.     Mit  Beziehung  darani  kommt  auch  Bochart,   der  im  ^^!^C 
ponoiooäk  (B.  III«  S;  876—900  ied.  RosenmüUeri)  eine  sehr  8«J^^*^\L 
handlung  über  Elektron  aehrleb,    zn   dem  Resultat:     „ez'hia   qüae  ^^'^ 
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Aiick  ftet  er  die  Bemerkung  bei,  dass  der  Ausdruck  ^llotwtov 
asf  (Me  Uassere  Farbe  des  mit  Silber  gemischten  Goldes .  schwer- 
lich bezogen  werden  kOnne.  Offenbar  ist,  nach  wiirtlicher  ücber- 
setEUBg,  ei«  anderer  Typus  des  Goldes,  oder  Gold  von  anderer 
Bildung,  von  anderer  Art  gemeint,  wie  man  denn  lange  genug 
auch  in  neuerer  Zeit  Platin  gleichsam  als  eine  Abart  des  Goldes, 
als  weisses  Gold,  bezeichnet  hat. 

!^    ^un   aber  entsteht  die  Frage,   ob  dieses   eigeothümliche 
Giold  von  anderer  Bildung  und  jNatur,  oder  ob  der  Bern- 
stein zuerst  als  fjkentQov  bezeichnet  worden  sei.     Da  in  einer 
Stelle  bei  Sophokles  (Antigone  v.  1019)  das   Elektron    von 
Sardes  (das  berühmt  als  Residens  dos  Krösus  und  wobei  der 
Scholiast  an  den  Gold  fahrenden  Fluss  Paktoius  erinhert)  mit  dem 
Indilscheii  Golde  eombinirt,    und'  auch  bei  Homer  das  Elek^ 
Iren  Eibischen  Gold  und  Silber  gestellt  ist,  dasselbe  gleichfalls  hei 
Hesiod  im  Schilde  de§;  Herakles  (v.  142)  neben  Gold  und  Kya- 
n o s  vorkommt ,  so  bemerkt  Buttmann  mit  Recht :    „ mich  dünkt, 
wer  bei  jenen  ältesten  Dichtem  unter  Elektron  ausschliessend  das 
Metall  versteht,  |;iebt  zugleich  zu  erkennen,  dass  diess  der  ältere 
Gebrauch  des  ^iamens  sei.'"    Aber  Buttmann,  der  auch  die  Auto- 
rität d^  Plinius  (bist.  nat.  XXXllI.  c.  4.  sec.  23.)  dafür  hätte 
aaföhren  kdnnen,  dass  Homer  das  Metall  meint,  wenn  er  vom 
Elektron  redet,  wird  verlegen  durch  die  Mythologie  gemacht,  deren 
Autorität,  wie  er  sagt,  weni^tens  neben  der  von  Homers  Gedich- 
ten steht.    Da  nämlich  das  Elektron  aus  den  Thränen  der  in  Pko- 
pcb  verwandelten  Schwestern   Phaethon's  gebildet,    so   glaubt 
CT  hierbei  nothwendig  an  die  aus  Bäumen  ausschwitzenden  Uarz- 
thr^en  denken    und   in    diesem  Zusammenbang    Elektron    durch 
Berostein  übersetzen   zu   müssen.     Jedoch   die  Pappeln    geboren 
oieht  zu  den  Harz  ausschwitzenden  Bäumen ;    sie  werden  also  in 
fuiz  anderer  Beziehung  hier  genannt  sein.     Ohnehin  weinen  die 
oebwestem  des  Phaetbon  (die  Heliaden)  am  Eridanus,  jenem  fabel* 
haften  Fluss ,  in  welchen  Phaetbon  stürzte ;    und  in  Flüssen  (nament- 
Keb  tm  mythischen  Eridanus,    der  vorhin  angefiihrten  Stelle  des 
Pausanias  eemäss)    kommt    wohl   Gold  und   goldartiges  Elektron 
(In  kleinen  Kurnem,  die  ausgewaschen  wurden),  keineswegs  aber 
Bernstein  vor.    Buttmann  hebt  späterhin  selbst  hervor :   „Hesychius 
kat  bei  dem  Wort  rjleKXQog  die  Erkläreng  ^lirakXov  igvol^ov  mit 
dem   Zusätze,    man  sage,    es   seien*'    (nämlich  diese  goldartigen 
Metallkumer  seien)  „die  Thränen  der  Heliaden.    Und  Philostratu^ 
trägt  kein  Bedenken,    die  Elektronthränen  jener  mythischen 
Pafipeln  Gold  zu  nennen. ^^  —  Und  nun  wird  man  auch  verstefan. 


S)met«lltim  ex  auro  c(>arf;cn(o  conflatam,  3)  lapidcm  cryat»  lllnam.** 
v«r»ieVt  man  unter  ^XeMtQWi  (l«r  Sprachableitnng  Buttmaittt's  eeirias«, 
tinen  mit  An<teha)ig;ftkraft  begabten  Körper:  so  weiss  der  t'hysikei'  aus  der 
6uUe  des  Pansanias,  welches  (durch  Mischuiig^  von  Oold  und  Silber  Mo« 
BtchgeMldele)  natürlich  neben  Gold  Torkommende  seltene  Metall,  und 
durch  die  angeführte  Stelle  des  Plinius,  welche  krys t a  11  ini sehen 
Steine  ursprünglich  in  den  Mysterien  gemeint  waren.  Diese  letxte  TOk 
B «Chart  sehr  richtig  als  eine  dritte  angeführte  Bedeutung  des  Wortes 
^Unffoy  Isr  übrigens  in  neuerer  Zeit,  selbst  in  den  griechischen  Wörter« 
bfichtn,  gSttiBUeh  unbeachtet  geblieben. 
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warom  Homer  sein  (von  Virgil  durch  electnini  übersetztes)  «b^- 
Te^o$  mit  dem  Mythenkreise  von  Phaethon  in  V^bmdtmg  briftgt. 

3.  Betrachten  ^ir  die  jNamen  cTieser  Schwestern  des  Phaethon, 
deren  Anführung  hier  nnnuthig  ist»  so  besueben  sich  alle  aaf 
Schimmer  und  Cäanz.  Wenn  mso  die  runden,  graulich  weiss  glSs- 
zenden  Körner  im  fahelhaften  Eridanus ,  in  welchem  der  gUna^ide 
Sohn  des  Helio8,  Phaethon,  sein  Grab  fand«  wenn  diese  imschein- 
baren  kleinen  Komchen,  welche  dennoch  Gold  sind  von  anderer 
Art,  als  Thränen  dargestellt  werden  der  Heliaden:  so  sieht  man 
leicht,  daiifi(  hierdurch  auf  eine  mysteriöse  Weise  das  natürliche 
Vorkommen  des  Platins  bezeichnet  und  dasselbe  als  ein 
Gold,  das  seinen  hcutem  Glanz  abgelegt,  gleichsam  in  Trauer 
gehMIt  ist,  dargestellt  werden  soll.  Diess  wird  nodi  klarer,  wenn 
wir  auf  eine  aimre  Variante  desselben  Mythus  Röekj^icht  nehmen, 
worin  statt  der  Heliaden  selbst  Apollo  ^  genannt  wird,  der  mit 


*)  Um  solches  naclixuwciseu  genügen  hltr  abgeleitete  Qaellca,  he»<tt- 
dcrs  darum,  damit  man  sehe,  dass  die  Urgeschichte  der  Physik  wenig- 
stens in  früherer  Zeit  höher  geachtet  wurde,  als  gegenwärtig.  Ich  nenae 
in  dieser  Beziehung  Philipp!  Caesii  a  Zesencoelam  astroaemi- 
cam,  poeticumslTc  mythoiogicum  stollarum  fixarum.  An- 
•  tel.  1662«  Denn  ist  es  nicht  ucanstMndig  für  ^Naturforscher ,  iu  der  Astto- 
abmie  sich  der  Mytliologie  bei  Bezeicltnung  der  Sterne  zu  bedienen)  vA 
docU  di«  dem  Naturforscher  aliern  znglnglichen  uatarwi4sensehaftli«kCB 
Mysterien  des  Alterthums,  womit  diese  Bezeichnung  xusanimenhingt ,  ge&u- 
seutiich  ignoriren  zu  wollen t  In  dem  genannten  gelehrten  Werke  werd« 
bei  dem  Sternbild  Eridanus,  S.  228  —  245,  eine  Reihe  gelehrter  Nach* 
N^eisuugen  gegeben,  utid  es  heisst,  nachdem  von  deii  Heliaden  die  SieU 
len'  der  PoeleA  augef^irt  W^ren,  S.  231:  nisi  potins  electram  .apwl 
Celtas,  sl  Ar^emidoro  credimus,  ex  iacrymis  ApoUinis  natnm  dicas,  vW 
indignans  pntrem,  quod  ülUim  sunm  Aesculapium'  de  quo  iridimna  in  Serpca* 
tario,  fulmine  percussisset ,  ad  Hyperborcos  mdeslus  contondit,  — -  Awk 
Gesner  in  seiner  gelehrten  Abhandlung  de  eiectru  (in  den  commcntarüs 
societati»  Gottingensis.  tom.  llj»  ad  «nnum  1753)  bezieht  aich  mui  diese  Va- 
riante des  Mythus  S.  72.  mit  folgenden  Worten:  nondnm  inyeni,  qao  ao«- 
tore  PhaTorinut  Camera  dicat,  ipsius  Apollinis,  h*  e«  SoUs,  LftCfiwM 
esse  elcclra,  quas  profuderit  cum  tristis  ob  Aesculapü  mortem  ad  Hyperbo- 
rcos a  patre  repreheusus  abirct,  aut  cum  serrire  ob  luterfectos  Cy€lo|>tf 
iu&sus  csaet.  Poucntur  gracca,  ut  eo  facilins  in-veniantur  cuius  sint.  Und 
nun  fülirt  er  die  'griecliische  Stelle  an.  —  Besonders  darum  aber  wünscht 
ich  die  Ammerksamkeit  der  Physiker  auf  Gesner's  gelehrte  Abhandlnng 
Ober  da»  Elektron  Iiinx« lenken ,  weil  deriielhe  zum  Schlüsse  der  an^führict 
Abhandlung  von  den  FortsclirlMeu'  neaerer  Naiavwisseuäehaft  mit  der  edctw 
stcn  Bogcitfterung  spricht.  Denn  nachdem  er  zuletzt  auf  die  im  Alterthom 
sogenaimte  Dioskurenerscheiuung ,  die  leuchtenden  Lanzen  und  andere  in  dett 
Budie  dos  Bartholinus  de  luce  animalium  zusammengestellte  wan* 
der^olie  Lichtscheine,  gekommen,  schliesst  er  mit  folgenden  W^orl«n  seine 
Abhandlung:  „Dergleichen  alter tliümliche  Nachweisungen  dienen  dazu,  i» 
noch  glänzcnderm  Lichte  zu  zeigen  jene  elektrischen  Experimente,  welche 
HucJi  in  dieser  Stadt,  ihr  theuren  CoUegen,  zu  unserer  grossen  Yorwuade- 
rnng  gezeigt  habt;  nicht  aber  dazu,  dem  gegenwärtigen  Jahrhunderle  den 
Ruhm  zu  sciunälern,  gleichsam  eine  neue  Welt  entdeckt  zu  haben.  Daf 
solches  während  ich  lebte  gelang,  darüber  werde  ich  mich  stets  freuen.'' 
Möchte^  diejenigen,  welche  heut  zu  Tage  die  Fortchangen  über  Urgeachichie 
der  Physik  zu  unterdrücken   streben,   yqr  einem  Gesner   lenien,    *ifm  d«r 
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(«oU  umUUlte  (ein  goldenes  Sehwert,  goldene  Rüstiraff  tragende) 
ApoUoy  dem  die  Gold  im  Norden  Europas  beu-acheiäen  Greife 
geweiht  sind.  Ans  seinen  Tlirfinen,  heisst  es,  bei  dem  Tode  sei- 
nes Sohnes  Aesktilap  entstand  Elektron,  d.  h.  jenes  in 'kleinen 
sfegerundeten  Körnern  sich  darstellende  gleichsam  durch  Träner 
entstellte  Gold  von  anderer  Art.  Man  sieht  nun,  warum  neben 
dem  goldenen  Dreifuss  im  Tempel  des  Delphischen  Apollo  und 
anderen  goldenen  Weihgeschenken  auch  dieses  durch  geheime 
magnetische  ^^)  Beziehungen  m  den  Mythenkreis  hineingezo- 
gene Gold  anderer  Art  (alkörvnov  iqvcIov)  nicht  fehlen  durfte. 
Und  Licht  wird  dadurch  geworfen  auf  das  in  der  Abhandlung  über 
Platin a  besprochene  Weihgeschenk  des  Krösus,  dessen  grosse 
innere  (d.  h.  mysteriöse)  Bedeutsamkeit  vielleicht  blos  durch 
absichtlich  übertriebene,  aul  Aeusserlichkeiten,  nSmlich  die  Grösse 
der  Geschenke,  sich  beziehende  Angaben  hervorgehoben  und  der 
Beachtung  der  Mysterienkundigeii  empfohlen  werden  sollte. 

Es  giebt  noch  eine  dritte  Variante  vom  Vorkommen  und  der 
Gestalt  jenes  degenerirten,  gleichsam  in  ThrMnenform  sich  darstel- 
lenden, graulich  weiss  glänzenden  Goldes,  welche,  wie  PI  in  ins 
mit  faidignation  anfiihrt  (vergl.  Note  3  und  6),  auf  die  Thronen  der 
Ol  Vugei  verwandelten  Schwestern  des  Meleager  ^^)  sich  be- 
ridit.  Wir  sind  hier  mitten  in  dem  zugleich  die  Mysterien  des 
Herakles  nmfassenden  dioskurischen  Mythenkreise,  wozu  uns  Pli- 


lUW«,  eine  neue  p1iy»i8clie  Welt  entdeckt  zn  haben,  doppelt  so  grosA,  wenn 

4a4iinrk  yufteich  eine    neue    peUtig«   anfgescIiloMen   wird,    die,  -verborgen  in 

du  %»ferieD,  $b  cinflu9»reicli  wur  auf  die    alte  l<ilterMtnr,    womit  die  neue 

aar  aJlzMcag    xutammeuhängt   und  zwar  in  den  auf   das  lieben   einflussreich- 

»len  GcMeien.       Höchst    beachtungswerth   in   mehr   als    einer   Beziehung  ist 

daiier  dieser  schöne  Ausdruck  naturwissenschaftlicher  Begeisterung   bei  jenem 

sltsn  Lexikographen.       Wo  ist  nie  hingekommen,    niöihtc  man  hier  fragen, 

diese  allgemeine  Begeisterung  für    Naturwissenschaft,    wie  sie  no^V   da    war 

sa  Anfang  dieses  Jahrhunderts*  Sie  ist  theologischen  SlreilhSndeln  gewichen, 

nd  dämm  gewichen,    weil    das    ängstliche  . Ezaminationswesrn   (zum  Theil 

aber  Dinge,  welch«  im  spMieren  Leben  tergessen  zu  haben  man   Gott  dankt) 

den  Theologen  und  Philologen  anf   Uniirersitllten  nicht   mehr   Zeit   lässt   za 

freien  Studien^    um  die  über  allen  Streit  erhabenen',    forldauernden  Offen- 

btniagen  Gottes  in  der  Natur  kennen  zu  lernen. 

'*)  Möchte  der  Leser  geneigt  sein^  im  Register  zu  meiner  Einleitung 
in  die  Mythologie  das  Wort  Apollo  »ufxuschlagen  und  eich  mit  dem 
kicrhergehorigen ,  dort  erwähnten  Bilderkreise  zu  befreunden. 

' ' )  Da  die  Localsage  von  Meleager  sieh  dem  dioakuriachen  Mythenkreise 
«aschlieftst,  so  tritt  die  Verwandlung  in  Vögel  an  die  Stelle  der  im  Mythen« 
kreise  de»  Herakles  bedeutsamen  Pappel  (Silberpappel),  in  welcher 
fitxiehung  ich  wieder  nothwendig  yerweisen  muss  anf  meine  Einleitung  iu 
4ie  Mythologie.  S.  142,  234,  299,^383  und  345.  Weisse  Vögel 
«läelcn  nämlich  darum  im  dioskurischen  Mythenkreis  eine  bedeutende  Rolle, 
weil  nach  dem  ganz  natargemässen  Ausdrncke  des  Flinins  „die  Diosknren 
saf  den  Masten  der  Schiffe  erscheinen  mit  eigen »knmlich  tönendem 
Laete,  wie  Vögel  hüpfend  TOn  Ort  zn  Ort.'*  — >  Zugleich  rersteht  man 
aoa  den  Aosdmck  Schwanengeaang.  Denn  in  diesem  Sinne  (ala  Syn* 
kel  de»  Lichtes  aufgefasst)  singt  der  Schwan  wirklich  Tor  seinem  Tode,  und 
weissagend  (xon  grosser  Yorhedentnng)  ist  dieser  Sckwenengeaeng. 
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niuB  den  SchWssel  gegebem  dordi  eUee  flOebtig  fahgewocfenc 

. Worte  über  die  Natur  der  Diosknren  ona  der  Helena,  welche  idk 

meiner  zweiten,    auf  diese  nalurwiäseiischafUichen  My«teriea  dck 

besiehendeD  Ahiiandiung  aber  Urgeschicbte  der  Physik  vor 

anstellte  (im  Jabrbuch  der  Chemie   und  Pliysik.  liU3.  oder 

B.  XXXVII.  S.  250.^.     Sichern  Schritte«    konnte  ich  dann  irdter 

gehn  in  Erforscbung  jener  Gefaeimlehren,  mit  lieziebuns  avf  welche 

Strabo  geradezu  nagt,  er  wolle  wtedersprechende  Utnge  »is>b- 

menetellen,  gleichsam  als  aufzulüsende  Kfaihsel .  ob  vielleicht  einet 

„die  Wahrheit  erratbe."     Und  dennoch.  detNelbe  Pliains,   tw 

dem  man  obnehin  nicht  wird  annelii 

thracischen  Mysterien  ganz  unkund 

als  oh  er  in  allen  auf  das  Elektroc 

Fabeln  gar  keinen  Sinn  finden  kün 

gemeinen,  keineswegs,  wie  er  heti 

rigen  Bernstein  die  Rede  wäre.    J 

nus,  von  dem  er  schon  aus  dem  I 

eTi  dem  Fabelland    ai^ebüre  (oder 

ausdrückt,    „dem  Sussersten  Wesi 

ges  zu  sagen  sei")    als   Aea  Flu» 

zeichnen,    mit  dem  Zusätze,    das: 

Falschheit  der  dichterischen  Angab 

ser  indignatinn  von  der  Alenacne 

in  diesem,  die  Naturwissenschaft  vi 

zeigt  deutlich  genug,  dass  er  die  . 

kundig  er  vielleicht  absichtlich  ers< 

auch  Aescbylus,  angeklagt,  mysi 

haben,  blos  durch' 'die  Entschuldigi 

konnte.     Man  vergesse  doch  nich 

nicht  einmal  zu  nennen  wagt,    so 

hatte,   auf  Beinern  Standpunlite  dai 

diess  hervor,    um  den    Geist  zu 

die  Naturgeschichte  desPlin 

möchte.     Uie  Verworrenheit  der  Z 

ter  (ganz  so  wie  in  der  Physik  de 

iliche  sein,  um  tiefere  Wahrheiten  s 

unmiKelbar  ausgesprochen   werden    durften,    aus  den  verwoReoa 

Andeutungen  herauszusuchen  sind. 

")  Wie  fetndlicli  die  Mjalerisn  d«i  NttturfoncheTO  waren,  nsntitlich 
■ni  der  EpiknrMiachen  Schale,  «elcher  Lncrci  alch.  aiuchloss,  mU&u 
hnbe  ich  durch  angerührte  'l'hatsachen,  welche  ingleich  von  Einflou  litHl 
■ut  die  Erkiärnngaweise  dea  Lucrez,  in  meinsr  Denkicktifl  znr  3lce- 
larfeier  der  UniTersiliit  Erlangen  3.  11.  nnkgewicMiu  fVecfldcbi 
and)  Nots  24.  in  TorUegendec  Abhandlung.) 

>>}  Ich  beziafae  mich  aaf  das,  w>i  in  det*elben  Denkachriri  S.  14-  —i 
48.  dem  unzweideuligen  Anadrucka  de«  Arialorale*  e«lbtt  gemÜM  dan*- 
legt  wurde.  Nebenbei  bemerke  ich,  daaa  Pliniu*  na  einer  iiaden  Stdl« 
(h.  n.  XXXVI.  c.  «.  u.  T.)  hei  den  fluchtig  hinge« orranen  Worlan:  „Sco- 
paa  [erit  Venerem  et  Fothon  et  Phaathonlem ,  qui  Samoüuace  aaocliuiw 
caerimonii«  rolnnlur"  «ich  TerlTanl  nigt  niil  den  feiniten  mjaterietoD  Badthaa- 
gen.  Denn  die  BedcaUankeit  duaai  Combioatian  wird  man  veralehn,  wna 
maa  die  IdTÜe  Claadiaoa  anf  den  tlagnet  Ueat,  im  Zniammanhanp  ■>> 
dam,  «n«  darüber  geaagt  in  OMinac  Einleilnng  in  dl«  UyHtololl« 
S.  a3B  onJ  MO,  womit  S.  U8~SS0  la  vwbinduh 
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Anm^tkun^.    Jus  dmiß  sben,  bezeichneten, GmchUpunkt  üt 
racA  eine  m^stertöse  Sprackableitunj^  des   Wortes  electrum  auf* 
mfeuseMf  welche  Plinius  recM  absichtlich  her  cor  hebt,  und  wobei 
iT  nc/$  OHf  die  AutorUiU  beruft  einer  Reihe  alter  Dichter,   mit 
dem  Zusätze,  dass  hier  von  Poeten  des  ersten  Ranges  die  Rede 
sei;     nämlich    electrum   appHlatum   quoviam    Sol  vocatus  sit 
eleeior.     Einleuchtend  ist  es,   tlass  z^r  Vergleichung  mit  der 
Sosme  keine  der  geltend  gewordeneu  Bedeutungen  des   Worten 
etedrua^  passt,    man  mag' an  Bernstein,    dessen  harzartiges  An- 
sehen doch  wahrlich  niclii  an  Sonnenglanz  erinnern  kann ,    oder 
ms  das  aus  Gold  und  Silber,  sei  es  von,  der  Natur  oder  durch 
IkuMst  gemischte  Metall  denken ,  weil  statt  ßn  unreines,  vielmehr 
an  reines  Gold  der  Sonnenglanz  erinnert    J)enkt  man  aber  dar" 
m,   dass  die  grössten  Dichter  des  Alterthums  immer  die  mgsle- 
riäse  BUderwett  ^^)  (d.  h.   symbolische  Hieroglyphen)  vor  Auget^ 
kaiten ,  so  zeiat  uns  die  auf  Tafel  //.  Fig.  13.  meiner  Einleitung 
in  die  Mythologie  abgebildete  streng  naturwissenschaftliche ,    auf 
einer  Münze  von  Chios  vorkomviende  alte  Hieroglyphe  den  Ztßr 
sammenhang   zwischen   elector  als    Sonne    una  electrum  im 
Sinne  der  Buttmannischen  Sprachableiiung  aufgefasst  ,  Denn  ab- 
«^Z  bUdUch,  doch  ganz  scnarf  sjoricht  diese  symbolische  Hiero^ 
glmshe  den  Satz  aus,    dass  die  Sonne  mit  derselben   herkuli- 
fchtn  fd,  h,  7nagnetische7$)   Kraft  feuchte y   wodurch  die  neben 
tioU  rarkommende  eisenhaltige  ^  Piatina   zu  einem    Gegenstand^ 
der  Mysterien  Geworden,    Die  sprachliche  Verbindung  der  Wortk 
^Itct'rum  und  elector  ist  .also  eine   mysteriöse.     Man  muss 
a6fr  jene    Hieroglyphe    im    j^Hsammenhang    auffassen  mit  dem 
Misfn  Mythen»  Hnd  Bilder  kreise,  morin  sie  in  jener  Einleitung 
in  die  Mythologie  dargestellt  ist.    Dann  wird  man  zugleich- 
rentfkn,  anss  diese  mysteriöse  ^pvaehableitung  dasselbe  ausspricht, 
tP0f  mvthisch  angedeutet  durch  die    Verwandiung   der  glänzen* 
ien  Töchter  des  Helios  in  Pappeln,    wenn  man  nämlich  an  diß 
dem  Herkules  sehr  sinnig  geiceihte  Silberpappel  denkt     Eb^ 
eher,  weil  es  sich  im  Geiste  der  syrnb^lisahen  Hieroglyphik  nie 
ro»  einzeinen  isolirt  stehenden  Pifdern,  sQudßtn  von  ganzen  Bil 


**)  Hierühcr  wäre,  namcotlich  mit  Beziehong  auf  den  samothracische^ 
Bilderkreis y  Tieles  zu  sagen  n^chirägli.ch  zu  dem,  was  in  meiner  E i n  I  e i - 
t*ng  io  die  Mythologie  schon  dargelegt  ist,  was  sich  aber  zum  Theilif 
Toa  lelh»!  ergehen  würde  durch  ^ino  sinnige  Znsnmmenslellüng  die- 
•  «s  Bilderkreise^.  Darum  möinte  ich,  dass  die<<clhe  den  Freunden  alter- 
t&umlicher  Foesie  willkommen  sein  müsse,  und  wünschte,  dAss  ein  Alte^<f 
IhatDsf or»cher ,  welcher  in  einer  Stadt  lebt,  wo  die  geeigneten  Sammlnngeii 
■Isn  torhand«n,  si^h  zi^r  Herausgabe  dieses  ßilderkreises  niit  mir  irerbindea 
<"öge.  Alle  Versuche,  diess  zn  erreichen,  misslaiigen.  IJnd  wie  irieia 
^<Mfte«  sind  seit  zwanzig  Jahren  z.  B.  über  Helena  oder  andere  samothraT 
(ivth«  Wesen  erschienen,  ohne  dass  man  Notii  nahm  auch  nur  ron  eintf 
■«^cJien  streiig  naturwissenschaftlichen  Auffassung  dieses  im  ganzen  Alter- 
*^Qra  als  natarwissenschaftiith  bezcicluieten  Mythenkreises,  geschweige  TOn 
^cr  irorliegenden  wirklich  vorhandenen.  -^  Und  obwohl  schon  Wolf  es 
■vs^esprochea ,  wie  wünschensw'ertli  es  wSre,  die  mysteriösen  Beilieliungeil 
1>  Homcr's  Gedichten  (worauf  tlie  betüiunte  Schule  des  Krates  sich  be- 
'^)  kennen  zn  lernen,  mag  nun,  nachdent  in  diesem  Geiste  durch  alterlhÜm- 
hebe  Nachweisnng  die  verkannte  poetische  Bihheit  der  lUade  klar  darge- 
^tgt  Wurde ,  kein  Philolog  nur  auf  Ihrufong  der  Sache  «ich  eimlaMen. 

10' 
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derhreisen  handelt  (indetn,  teie  bei  jeder  andern  Sprache  ^  ouck 
bei  dieser  S^boisprache  alles  auf  aen  Umfang  ankommt,  wtrh 
man  sie  nuffasst) :   so  kann  ich  hier  unmömich  ins  Einzelne  geh, 
obwohl  die  Bedeutsamkeit,   mit  welcher  tHinins  jene  Spraehah- 
leitung  hervorhebt^   es  mir  unmöqlieh  machte,   dieselbe  ganz  ini- 
berührt zu  lassen.     Nur    diese  Bemerkung  ist  noch  aniHTeihen, 
dass  dergleichen  mysteriöse    Wortaffleitungen  sehr  häußji, 
besonders  bei  alten  griechischen  Schriftstellern  rorkommen.    tht 
Wunderlichkeit  derselben  teranlasste  die  neuem   Philologen  xi 
dem  Glauben,  den  etymologischen  Theil  der  griechischen  Gram- 
matik besser    zu  verstehn,    als   die    vorzüglichsten   griechisehr» 
SchriftsteUer    ihn   verstanden.     Man  übersah,    dass  man  dnrck 
wunderliche    Sprachableitungen    mitmiter  Andeutungen   den 
Mysterien  kundigen  hinsichtlich  auf  die  der  Schriftsprackf 
unzugänglichen  Dinge  geben  wollte.  —   Aber  in  diesem  gramms' 
tischen  Sinn  habe  ich  hier  auch  noch   etwas  beiinfügen  zur  Er- 
aänzung  einer  vorhergehenden  AnmerkungJ Note  n),   worin  dir 
Hede  war  von  der  weiblichen  Form  fies  Wortes  U^og,   die  stfts 
mit  Bedeutsamkeit  gebraucht  wird.    Vorausgesetzt,  dass  die  tot- 
histor is ch e  Zeit  {deren   Ueberliejerungen  die  alte  Priestenckfl 
in  Mysterien  einschloss,  worin  nocn  jetzt  die  indische  Astronomie 
eingeschlossen)  mit  dem  Polaritätsgesetze  **j   bekannt  war,  msi 
es  beachtungswerth  scheinen ,  dass  der  Stein  als  Stein  mäjuMen 
Geschlechtes  ist  (6  Xt^og  genannt);    als  Magnetstein  aber  waUi* 
cken  Geschlechtes  (iq  Xl4og  mit  dem  Zusatz  ^HQoxUla).  ß  ^' 
dadurch  bezeichnet,    dass  dieser  Herkulische   oder  nwffw^ 
Stein  männliches  und  weibliches  Princip  in  sich  vereine.    Dsn* 
zogen  in  den  Mysterien  des  Herakles  Männer  Frauen  kleidet  ek^ 
womit  noch  andHere   (in  dem  auf  Herkules  sich  beziehenden  Ah' 
schnitte  meiner  naturwissenschaftlichen  Mythologie   S.  237  fl»^ 
führte)  sinnige  Andeutungen  zusammenhängen.      Und  in  rf/«f* 
Zusammenhange  wollen  wir  einen  Blick  werfen  auf  den,  |^WcA 
dem  Magnet  Polarität  zeigenden ,  als  fjkixtgov  bezeichneten  lifjj' 
Stall,  wovon  Note  8.  die  Rede  war.    Denn  auf  analoge  We^ 
kommt,  wie  Buttmann  zeigt,  tjXsktqov,   was  ein  Newnas  iA 


**)  In  dieser  Bczichang  stellte  ich  schon  in  meiner  e-slen,  im  Jsltf^^ 
der  Chemie  und  Tiiysik  von  1821  puhlioirten  Abhandlung  über  XJrgeicIiichtt 
d«r  Physik  (welche  nach  in  besondern  Abdrucken  erschieu)  die  Zfogai^ 
griechischer  Pliilosophen  zasanunen,  woraus  eine  alter ihümlicke  KtsAtn^ 
des  Poiarilätsgesetzes  hervorgehl,  und  machte  besonders  auf  die  deo  Acgyp* 
tierm  zngesdiriebene  Unterscheidung  eines  m&nulichcn  und  weibltcbo 
Fejiers  aufmerksam.  Späterhin  bot  in  analoger  Beziehung  sich  dit  BsvC' 
kung  dar,  dass  die  Torherrscbeude  weibliche  Form  der  auf  das  Feuer  ii  ^ 
orientalischen  Sprachen  sich  bezteheuden  Worte  die  Aufmerksamkeit  ^ 
Grammatiker  erregt  (s.  J  ourual  für  Chemie  und  Physik.  B.  37«S.  SÜ)* 
Entscheidend  war  die  Zusammeosiellung  des  diosknrischen  BUderkreisc»^  ^ 
den  Beweis  zu  vollenden  jener  Bekanntschaft  des  Alterthums  mit  dem  fo^ 
riiätsgesetze.  Zu&leich  erschienen  die  mannweiblichen  Gottheit*** 
welche  den  Philologen  und  Allerihumsfori^chern  so  grossen  Anstoss  gcg«^ 
mit  einem  Mal  aus  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte,  in  welcher  Hinsi^ 
ich  mich  auf  S.  260.  ff.  meiner  Einleitung  in  die  Mythologie  «ii 
dem  Standpunkte  der  Naturwisseuschaf  l  beziehe«  Yergl«  «n^  ^ 
im  Register  unter  Magnttismus  und  Elektricität  zuAama«iig«telh*B 
Nachweisongeiu 
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gUkhfattt  in  männlicher  Form,   und,  obwohl  seltener,  auch  in 
wfibhcker  vor , ^ wie  2. ^ -^.  Sophokles  in  der  vorhin  angefiikrten 
Stelle  der  Aniigone  6  ijkixxQog  schreibt     Noch  sinnvoller  wird 
nun  die  schon  froher  umständlich  besprochene  Buttmannische  Ath 
leitung  des  Wortes  von  tliuiv.    Denn  nun  erscheint  selbst  die  dritte 
neutrale  Form  in  solcher   Combination    bedeutsamer,   gleichsam 
üls  Vereinigung  des  männlichen  und  weiblichen  Princips*      Und 
ebenso  sahen  wir  in  der  auf  yak^ioXlßavov  sich   beziehenden  An- 
merkunij  (Note  8j,  dass  der  Scholiast  Gewicht  legt  auf  die  weib- 
liche torm  des   Wortes  vaXog,  in  sofern  es  in  dieser  weiblichen 
Vorm  alterthümlich  gleichbedeutend  sei  dem  fjkixzQog,    wobei  er 
die  männliche    (jedoch  auch   weiblich  vorkommende)  Form 
gebraucht     Mttn  steht,    toie  bei  der  Beschränkung  der  Schrift- 
sprache durch  die  Mi/sterien  sogor  grammatische  Dinge  mysteriöse 
Bedeutung  gewinnen' können.    Ja  selbst  der  Ausdruck  xakKoklBa- 
fov  *•)    (welcher  wörtlich  Erzweihrauch  bezeichnet)  kündigt 
üch  sogleich  als  ein  mysteriöser  an.     Die  Sprachableituna  fuhrt 
WS   auf  ein    Stamntwort  zurück,    welches    tröpfeln    oeaeutet 
W^J'y  also  Erztropfen,  metallische  Trop/in  sind  gemeint 
Was  die  Fabel  von  den  Thränen  des  Apollo,    oder  der  Heliu' 
itUy  oder  der  Meleanrischen  Vögel  sagt,  ist  durch  dieses  Wort 
üvsgesprochen ,    welches    auf  die    kleinen    thränenartigen 
Meiallkörner  hindeutet,    die  neben  Gold  im  Flusssande  sich 
faden,  gleichsam  als  Gold  anderer  Art,    das  nach  Pausanias 
ein  äusserst  seltenes  ßietall  ist,    während  Suidas  jenes  Chalko- 
Uhtmon  ein  Elektron  nennt,  kostbarer  als  Gold,    Auf  eine 
an  Ztwsmmenhange  mit  dem,  was  vorhin  von  der  Form  nkexzQog 
emgtfiihrl  wurde,  beachtungswerthe  Weise  kommt  auch  der  Aus- 
ffruck  mXtoXtßavog  vor,    und  zwar  so,  dass  auf  diese  männliche 
Form  Gewicht  gelegt  wird,  indem  es  heissU    6  fsiv  S^^tiv  drofia- 
inat  itdKoUßftvos  ifXioetdi^g  ^^.    Der  Zusatz  TJXMBti^g  (sonnenar- 


**)  In  neatraler  Form  wird  dieser  Antdrnck  ron  Saiilas  yielleicUt 
^anmi  j^brnucht^  weil  er  ihn  durch  ^Xtntgov  erklärt,  obwohl  der  Wcih- 
raiicli  lißaros  heUst  und,  wie  wir  niiclüier  sehen  werden,  auch  die  Form 
tÜMolißayoe  Torkommt. 

'^  Di«  ganxe  Scellei  welche  angefahrt  im  Salmaaii  exercitat.  Pli- 
tiaa.  T.  EL  p.  810.  ist  so  wunderlich,  dass  sie  mit  den  Worten  des  Sal- 
Mitins  iiiehcr  gesetzt  werden  mnss:  obserrahamos  ex  Oraeco  quodam 
■oiplor«,  xatht^Xißmvov  genms  esse  thnris  flaTi  et  colore  anreo,  qnem  mas- 
•■lam  alii  noncapant:  naX  o  fth  »ffffv  oifofäd^ittu  xalMoÜfimiHtS  ^ltO€tS^9 
aal  Mvffis  fy^w  iap&ot.  Qnae  profecio  mira  sunt.  Nam  alii  thns  mascn- 
Um  defiaiimt  üt^yyvlov  nal  Xtvno^'*  At  anctor  illc  candUlnm  thus  Tocat 
9ff9fl/flmPüQ  et  foemininnm  esse  Tnlt.  Da,  wie  Salmasins  sellist  an- 
a«Nl,  dieser  Ersweihranch  Ton  Suidas  als  ijkiKt^or  beaeichnet  wird  :  ao 
ia  aaf  so  wunder  liehe  Weise  ausgedrückt,  was  oben  als  eine  grammaiii»che 
Beaerkttog  Bnttmanns  angeführt  wurde,  dass  neben  der  neutralen  Form 
•ach  ^Adcr^ofi  Torkomme,  sowobl  im  männlichen  als  weiblichen  Geschlechte 
|«Wsucltt*  —  Man  sieht  wie  unklar  und  -verworren  die  mysteriösen  Nach- 
USafe  werden  können,  wälirend  die  Grundidee  sinnig  war.  Und  selbst 
irammatisohe  Bcaiehnngen  rufen  also  die  Philologen  auf, 
•idi  makr  mit  NatnrwissenschafI  tu  befreunden,  als  es  neuerdines 
ftitta  geworden«  Nebanhei  -verdleut  es  vielleicht  (als  ein  geflis*entlicher  Aua- 
4rttck  der  Vernachlässigung)  einige  Aufmerksamkeit,  dass  Pliuius  ift  der  vct- 
worreaen  Stelle,    welche  sieh  auf  das  dem.  Homerischen  naeviugoi  gleich- 
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Im)  erinnert  an  die  von  Plinius  der  Beackfnny  empfohintf  Vtr- 
gleichitn^  der  Worle  electrutn  vnd  eler.tor.-  Und  «mn  mu» 
tmfden'öei  chalcoUbanon  herporgekobencn  helltn  Glanz  fm 
Feuer  Rückncki  nimmt,  to  scheint  mich  in  dirter  Bniehvnif  die 
VertjUichnnfj  mit  dem  Sonnenglmne  nickt  unpassend.  Z»  inin- 
nen  ist  ohnehin  nickt,  dau,  sofeme  wir  hei  jentin  ElektTon,  dös 
kostbarer  war  als  Gold,  nn  Plniin  denken,  dmtn  atlerdingt  von 
einem  Metalle  die  Rede  sei,  welches  dnrck  kellen  tihni,  Vit- 
schmebImTktit  und   UmerstiiTbarieit  im  Feuer  sich  auneichnet 

4.  Da  in  der  vorher irehenden  Abhandlung,  noc«  biet  Nach- 
träce  zu  liefeTii  sind,  ^ie  >Syn(inyiiii(nt  der  Worte  pliimbBai 
aloam,  caKsiteros,  clectium  id  ihrer  ültesten  (aen  Myate- 
rien  angehurigen)  Bedeutung  nachgewiesen  wurde,  und  nun'dac, 
ivie  wir  eben  sahen,  gleichralls  mysteriüse  chalcoü  ban*n  fan- 
Eubäm,  cn  wollen  mit  noch  bei  einem  andern,  nai-b  Bochart'ä 
Ecbon  vorhin  (Note  8.)  erwähnten,  anf  das  Electrnm  sich  be- 
siehenilengelehttenUhtersucbnngen  diesem  cbaieolibanon  gloc^ 

bedeutenden  Metalle  verweilen-    T  "" 

chiel  filr  ein  Metatl,  daa  durch  j 
Feuer  sich  aiiezeichnet,  Chavmt 
sehen  Interpreten  dur<:h  vkiKtgo- 
nacli  Bochart's  Spr&chftbieitung 
cbatciiiu,  durch  welchen  Ausdri 
kalypse  vorlcominendc ,  durch  glcii 
Glanzes  im  Feuer  sicJi  aiiszeicl 
Hesiod  abci  im  Schililc  des  He 
dergeschenk  des  Hephästos  Schti 
kos  '^),  während  sie  von  demsc 
Kassiteros  und  hei  Virgil  a 
Der  Scholiast  des  Hesiod  hebt  £ 
cbalkos  sei  ein  weisses  Erz  (h 


beilentende  plnmlium  alhom  bezieht,  lelhsl  die  Woitrorm  vcmiirl.  Da 
nSmlich,  vo  er  von  den  angeraihlni  f ahelliaf ten  ErrHMungen  iprithi. 
tchrciht  er  caasiteron  onil  wiederholt  dieie  falsclie  Worironn  »rll»i  wH 
BfzieliDng  auf  Homer,  wo  »U  nie  votkosiml.  Er  thut  dieM  a0{;l(icli  «iii- 
leiion^iwei»,  gUinhiaia.  IIa  -nalli  M  achon  >!■:  den  «mteo  iZeilen,  ■*r»  tt  n- 
fängt  Ton  diesem  H  oim  eiischeii  plumlrDi*  allnm  (adn  CaMdlBcoa)  ''Xu  «firMlK«. 
e*  hiTTorLeben,    daw  m.4rt  m^leiioMD   Fabelkreia    hcrülire,    du   ikm  W- 

'•)  'OfftiiaktiM  iiei>»l  'elBMiHit»!  BcrfCrt  ;  iifdeWi  ahcr  HeajAUt 
xm  Erklninu;  deg  Worte»  hcirilgl  xaltiit  tpvtr^  /onrnt!  «o  ftlehl  mM.  itn« 
der  Hanptiilee  nach  wirklich  aiiricliHlCDni  uoA  o^lth^lcoin  ( <ira9  »}»<>■ 
Bjm  auch  TOD  laleinisth^n  Sehriflsledern  gchttllitlll  Wlni)  glrithltnlfW»* 
•eiea.  Die  PyrcBüeB  .ollen  nacU  Diodor  to«  SicUien  (Ub.lV.c») 
TOn  tinem  die  edlen  Metalle  MnsschmelrcD'dtii  Brand  Ihren  Natneii  liabcB- 
Man  sieht,  dass  itietelhe  Beuhachinng  über  da>  Vorkanimen  der  edlm  Rlefril«- 
woJchr  neiifcrilin^  besonders  hei  dem  Gold  anf  der  Itisel  Arliba  ^•^,  Keim- 
wardl's  «tbünc  Abhandlung  über  die  geograf  til^^bE  Besrfcaf  feoheit 
der  laael  Arnha  im  Jahrb.  der  Chemie  nüd  PhTaik.  1K7.  der  flä- 
zen Reihe  ßl  51.  S.  330  ff.)  nnd  hei  Gold  und  PItftina  in  Sibrrie«  alch  dir- 
bot,  auch  dem  Allerlhume  nicht  entgangen  war.     Iiip^enoü' 

(woranf  im  Sinne   der  Weroericlic     ^-■■ 

long  anlmerktam  gemacht  wurde)  gal 
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dam  ejpige  sagen,  es  sei  eine  metaUiscbe  Materie,  kostbarer  als 
E«z,  Hrelche  nun  nicht  melir  gefunden  werde.  Und  aach 
Plato  im  Kritias  (Steph.  ed,  8.  114.  e.)  spricht  es  vom  Naturprs- 
diikt  Oriehalkos  ans,  dass  es  blos  dem  Namen  nach  bekannt  sei, 
vsnnals  aber  auf  der  (nur  dem  Namen  nach  bekannten)  Insel  At- 
laetis  geAmden  wurde,  und  dort,  mit  Ausnahme  des  Goldes,  das 
kostbarste  gewesen  sei  unter  allen  Metallen.  Plato  unterscheidet 
also  bei  &m  Oriehalkos  das  ältere  Naturprodukt  vom  späteren 
Kun«tprodnkte,  gans  so  wie  Pausanias  mit  Beziehung  auf  Elek- 
tron es  that  in  der  Stelle,  von  welcher  wir  ausgingen.  Dieses 
iAtere  Naturprodukt  hatte  offenbar  auch  Vir  eil  im  iSinne,  indem 
er  (Aen.  XII.  87.)  das  album  orichalcom  an  Gold  anreiht.  —  Bekannt 
l^emig  aber  ist  es,  dass  man  späterhin  ein  dem  Golde  wenigstens 
in  der  Farbe  äbniiches  Metallgemisch  im  Messing  dargestellt,  und 
dieses  Messing  ogelxakuog  oder  aurichaicum  genannt.  Es  ist  also 
aoch  frier  wieder,  wie  bei  cassiteros  und  plumbum  album, 
eine  ältere  mysteriöse  und  eine  spätere  profane  Bedeutung  des 
Wortes  ZQ  unterscheiden.  Besonders  beachtungswerth  ist  daher 
die  Stelle  des  Scboliasten  zu  Apollonii  Argonaut.  IV.  973, 
welche  wSrtlich  -übersetzt  also  lautet:  „Aristoteles  sagt,  in  den 
Mysterien  w*erde  Oriehalkos  weder  mehr  genannt  noch  gezeigt; 
at!lere  sagen,  es  werde  wohl  genannt,  sei  aber  nicht  mehr  vor- 
handen. Aber  zu  den  eitlen  Angaben  gehurt  auch  diese;  denn 
die  mehr  Unterrichteten  sagen,   es  sei  vorhanden'^  ^^. 

5.    Fassen  wir  das  bisher  Dargelegte  zusammen,  so  geht  dar- 

tiut  hervor  (was  man  auch  schon  ausgesprochen  Ondet  in  der  neuen 

AuK^l»e  des  Thesaurus  ling.  gr.  von  Stephanus  unter  rul- 

nolißavov) ,    dass  jenes  alte  Naturprodukt  O  r  i  ch  a  I  k  o  s ,   welcties 

ak  weisses   Erz    bezeichnet    wird,     gleichbedeutend   sei    dem 

Cbalkolibanon.      Von  diesem   aber  sagt  Suidas,    es  sei  ein 

Elektron,    kostbarer    als   Gold,   wäiirend  Plato,    zu  dessen 

Zekea  jenes   alte  Naturprodukt  nicht  mehr  zu  haben  war,  angiebt, 

dasselbe  sei  in  der  verlorenen  Atlantis    (worunter  einige  unser 

Amerika  verstehn)  vorgekommen,    und  habe   dort  den  nächsten 

Preis  nach  Gold  gehabt.     Statt   der  Atlantis  nennt  Herodot 

(JSL  115.)  den  noch  unerforschsten  „äussersten  Wiesten*'  als 

^*)  Dit§»  St«Ue  wir4  den  Phy^kern  interessant  sein,  indem  sie  einen 
«•MB  B«wci«  liefert,  das«  es  sicli  von  AalurwissenscUaf  lliciien  Din{;en 
U  den  allen  Mysterien  handeite.  Beckmann,  der  in  seineu  Beiträgen 
Mnx  Geschichte  der  Erfindungen  B.  II.  S.  364  —  391  über  die 
Gtschichle  der  K atnraliensammlungen  schrieb,  lässt  nicht  uncr> 
wähnt,  dass  die  alterthumlichen  Tempel  ancU  zur  AufHcwahmng  \on  NaCnr- 
Btrkwürdinkeiten  beuutxt  -wurden.  Ganx  itahe  lag  ihm  also  der  Gedanke, 
4ass  dergleichen  in  Tempeln  niedergelegte  Sammlungen  von  Natnrmerkvriir- 
digkeiten  nicht  ohnd  Beziehung  bleiben  konnten  zu  den  Mysterien,  vras  in 
ohigtr  Ötelie  des.  äclMliasten  deutlich  ausgesprochen,  die  ihm  jedoch  eut- 
Xangen«  Aooh  Lob  eck  in  seinem  Buch  über  die  Mysterien  übergeht  dic^e 
BttUe,  uraa  vm  so  vreniger  an  billigen,  da  Bochart  in  der  AHhandinng 
aUr  Elektron  (Hierozoicon   nach  Rosenmüller's  Ausg.  &•  892.)    sie   anfülirt« 
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Fundort  des  Elektrons.  Origeoes  ^  aber  sa^  ebenso  wie  Sai> 
das»  dieses  Elektron  sei  noch  kostbarer  als  Gold.  Cnd 
vom  verschwenderischen  Kaiser  Elagabal  erzählt  sein  Gescfaiolit- 
Schreiber  Lamoridiiis:  ^er  bestreute  seiuen  Porticus  mit  8tanb 
von  Gold  und  l^ilber,  bedauernd,  dass  er  es  nicht  auch  könne  mit 
dem  von  Elektron  (scobe  auri  porticum  stravit  et  argenti,  dolens 
quod  non  posset  et  electri). '^  Offenbar  kann  auch  in  dieser  l^i- 
teo  Stelle  niemand  bei  Elektron  an  die  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  denken,  weder  an  die  natürlich  vorkommende  noch  an  die 
künstlich  gebildete.  Das  seltene  in  Tempelmuseen  aufbewahrte 
Gold  anderer  Art  ist  hier  also  gemeint,  .welches  seiner  nutgaeti- 
sehen  Eigenschaften  wegen  Elektron  hiess,  und  eben  darum 
(gleich  dem  in  alten  ägyptischen  Tempeln  eine  bedeutende  RoUe 
s|)ielenden  Ma^et)  als  Gegenstand  der  Mvsterien  bebandelt  und 
wirklich  noch  m  späterer  Zeit,  wie  der  SchoViast  des  Apollonias 
.  ausdrücklich  sagt,  den  mehr  unterrichteten  Eingeweihten  geseilt 
wurde. 

6.    Wollen  wir  zum  Schlüsse  noch  einen  Ueberblick  über  dir 
Gründe  geben,  welche,  wie  eben  bemerkt«    dafür  sprechen,  dam 
vorzüglich  die  magnetischen  Eigenschaften  jenes  Goldes  andern 
Art  (oder  der  natürlich  vorkommenden  Piatina)  die  Aufinerksmntfl^ 
der  Mysterien  auf  sich  gezogen  haben.  -  Dafür  spricht,  wie  getfjt 
schon  der  Name  Elektron,    welcher   sonst  keben  Sinn  ^amb 
würde,    obwohl  er,    für  das  ursprüngliche.  Maturprodukt  passond, 
späterhin  auch  dem  Kunstprodukt  angereiht  weraen  konnte.   Mit 
Beziehung    auf  diese    Polarität    (Mann Weiblichkeit    der   II^aMÜ» 
kld'og)  erscheint  es  sinnig,  dass  auch  '^kBKZQog  (in  roännficher  «i 
weiblicher   Form)    vorkommt,    was  gleichfalls   gilt  von    dem  um 

t leichbedeutenden  %aXHoXLßavov  (Erztropfen  kostliarer  alsGol^ 
Iben  dieselbe  magnetische  Beziehung  ist  angedeutet  durch  um 
vorhin  (Note  8.)  besprochenen  mysteriösen  Ausdruck  des  Siii- 
das  ^^),  dass  diesem  Gold  anderer  Art,  oder  Elektron,  etwas  bei- 
gemischt  sei  vom  (magnetischen)  JStein  und  (elektrischen)  Kiysüül- 
Klarer  ist  dasselbe  ausgedrückt  durch  die  von  PI  in  ins  inttBeziebasg 
auf  das  Zeugniss  der  ersten  Dichter  hervorgehobene  Vergleiche 
der  Worte  electrum  und  elector  (Sonne),  wenn  wir  nändicfl 
daran  denken,  dass  Herkules  als  Sonnensymbol  galt,  und  dass 
die  S.  139.  erwähnte  symbolische  Hieroglyphe  es  ganz  klar  aus- 
spricht, dass  eine  herkulische  (d.  h.  magnetische)  Kraft  in  der 
^^onne  leuchte.  Neben  diesen  und  andern,  schon  vorhin  auch  wi 
Beziehung  auf  die  Verwandlung  der  Heliaden  in  Pappeln  ^ie  dem 
Herkules  geweiht)  umständlicher  besprochenen  mysteriösen  Bezeidh 
nungen  der  magnetischen  Eigenschart  jenes  Elektrons,  das  seltener 
und  kostbarer  war  als  Gold,    ist  aber  auch   eine   unverkennbare 

*o)  Orifireaes  Homil.  XI.  (ed.  Dslarae  »om.  IIL  p.  191) :  XiyBXiM  y^  <v 
^Xtxrgov  XQvaov  elfai  tiftaktplaxfQOiß.  Bacbart  sagt  a.  a.  O.  S.  8S3:  Orig«* 
ue»  atqae  Hierouymus  electrum  nou  solum.  argento,  sed  et  aiiro  pretio- 
sins  esse  volunt.  Ich.  gejitehe,  das«  ick  einea  so  klaren  Aussprack,  wie  der 
Torliegende  des  Origines  ist,  hei  Uieronymus  nickt  finden  konnte^  wäbresd 
bei  Bockart  das  Citat  fcklt.  Aber  nack  so  Tiden  Zeugnissen  koauot  »^ 
eines  mehr  oder  weniger  nickts  an. 

*^)  Buttmann  gekt,  um  seine  iroransgesetzte  (nur  nns,  wie  er  t«$>« 
widersinnig  scheinende)  altertkümliche  Verglelckuug  de»  Bernsiei** 
«nit  dem  Golde  fesUukaltea,    bei  dieser  Stelle  des  Suidas  «o  weit  in  ¥är 
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HM€iitttBg  auf  denadben  MagiietinBiis  ilcbt  zu  flbersdm,  treiehe 
\m  der  mMwchesi  Kette  des  nllisclieti  iiterkules  liegt.  Luctao 
fridipete  &«em  ^llischeii  Herkulee  ekle  besondere  kleine  Schrift 
mid  lidbt  dabei  die  sarte  Kette  aus  CroJd  und  Elektron  hervor,  wo* 
mit  derselbe  eine  Menge  Volks  nach  sieh  sieht,  das  ihm  willig  und 
bttter,  ja  ibsi  entgeg^etlend,  folgt  Die  Nebeidieziehiingen  zet- 
MD,' Äms  Herkules  (der  bekanntlich  auch  im  griechischen  Mythus  dem 
Bermes  verwandt)  hier  als  Gott  der  Ber^samkeit  aufgefasst  seL 
Und  'wenn  Plato  in  einer  schOnen  Stelle  seines  Ion  die  ergrei- 
fende Kraß  der  begeisterten  Rede  mit  der  ergreifimden  des  Mag^ 
■eis  vergleicht»  welcher  nicht  blos  an  sich  zidit,  sondern  (wie  bei 
den  samothracischen  eisernen  Ringen)  dem  Angezogenen  audi  die 
Kiaft  giebt,  auf  gleiche  Weise  anziehend  (ortzuwirkens  so  drückt 
jene  magisdie  Kette  aus  Crt>ld  und  Elektron  oiTenbar  dasselbe  aus. 
Die  ma^etische  Kraft  jenes  CU>ldes  anderer  Art,  das  in  jener 
Kette  mit  dem  gemeinen  Golde  combinirt,  ist  also  hier,  wenn  gleich 
dnrch  ein  mysteriöses  Symbol,  doch  in  der  That  deutlich  genug 
bezeicbnei 

7.    Dass  ausser  der  magnetischen  Eigenschaft  jenes,   als  sel- 
»  Natwprodukt  vorkommenden  Goldes  anderer  Art  (welche 
Ansieht  des  Platins  auch  in  neuerer  Zeit  den  Namen  des  weis- 
sen Goldes  herbeigeföhrt)  selbst  das  specifische   Gewicht 
des8ell>en  bei  einem  Weihgeseb^ike  des  Kr<isus  för  den  delphi- 
•eken  Apollo  ganz  annähernd  so  bezeichnet  sei,  wie  es  das  PlatiH 
ht  Verhältnisse  zu  Gold  wirklich  zeiet,   davon   war  schon  in  der 
fkMüxng  und  umständlicher  in  der  Brdiem  Abhandlung  die  Rede, 
wman  die  gegenwärtige  sich  anschliesst.    Man  glaubte,  jene  Stelle 
desHerodot  corrigiren  zu  müssen,  in  der  vorgefassten  Meinung, 
b«  weissem  Golde  habe  man  iih  Alterthume  lediglich  an  eine 
Mifckni^  aus  Gold  und  Silber  gedacht.   Dann  aber  wäre  es  höchst 
Überilossig  gewesen,   dieselbe    Mischung  auch  mit   dem   Named 
Elektron  zu  bezeichnen,    auf  eine  ganz  bedeutungslose  Weise« 
Aber  wenn  man  eine  Mischung  aus  Gold  und  Silber  weisses  Gold 
Bannte:    so  kann  man  unmr»güch  zweifeln,    dass  auch  das  seltene 

SiMartige  Metall,  welches  man,  wie  Pansanias  sagt,  durdi  diese 
iscfaung  aus  Gold  und  Silber  nachzuahmen  suchte,  den  Namen 
^  weissen  Goldes  wird  erhalten  haben.  Letzteres  gehorte,  wie 
aaehgewiesen  wurde,  den  Mysterien  an,  und  wurde  aufbewahrt 
m  Tempsimuseen ,  und  noch  in  späterer  Zeit  den  Eingeweihteren 
tezeigt  (Note  19).  Dass  aber  bei  dnem  Weiheeschenke  fSr  den 
Tempel  des  Delphischen  Apdilo  mysterilise  Beziehungen  nicht 
i^eo  konnten,  und  also  schon  dnnim,  wenn  weisses  Gold  auf 
eine  so  bedeutsame  AVeise,  wie  es  von  Krösus  geschehn  ist, 
geweiht  wurde,  an  jenes  mysteriöse  weisse  Gold  (oder 
Elektron)  zu  denken  sei,  solches  wird  man  wohl  zugeben,  beson- 
ders wenn  man  erwägt,  dass  die  Fabel  von  der  Entstehung  jenes 
kaatbaren  Elektrons  (zur  Bezeichnung  der  Art  seines  Vorkommens) 
sich  an  die  Thränen  der  Heliaden,  ja  des  Apollo  selbst  anschloss. 


wUlJuirlich«!!  Annahmta,  da««  er  ««gl:  „nämlick  darch  solche  Zu» 
■UckvBg  «idtrer  Natoren,  gleichsam  darch  eine  Art  Verercnngt  erklärte 
Mkm  äck  die  Ton  dem  wirklichen  Gold  ahw eichenden  (dem  unwissen- 
eckaftlicken  Meaacken  xnfälligen)  Eigenschaflen,  wie  die  Gebreck* 
Uekkeit,  die  Leicktigkoit,  die  Darcbaicktigkeit." 
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Ei^etniins  0][)rricht,  so  war  (Ör  Ge^er  auch  dies  besondeni  beftem- 
dendy  dass  seibat  die  Aerzte,  wie  Celsus,  Scribontus^  Galen, 
das  Eiectrum  gar  nicht  einmal  nennen,  wfthrend  Dioskorides 
80  flüchtig  darüber  hingeht,  und  so  verwirrt  sich  ausdrückt,  dass 
er,  wie  Gesner  sagt,  in  der  ersten  HSlfte  des  Perioden  vom  Metall 
Eiectrum,  in  der  letztem  vom  Bernstein  zu  reden  schdnt  **). 

(Fortsetzung  folgt) 


historische  Gradmessang  niedergelegt  sei.      Jedoch  in  nnserer  alesaft« 
driaisch  erammatischen  Zeit  ignorirt    man  eben  darum  den  ganzen  «iebeo- 
ten  Band  der  P^scriplion  de  l'Egyplc,   welcher  einzig  und   nllein  dieae  ebcfl 
so    matliemarisch    streng    als    philologisch    gelehrt   geschriebene  Abhandlnai; 
«nlhält.      Wenn  man  alier  in  allen   Schulen    lehrt  und  auf  alle  Karten    der 
alten  Geographie  schreibt,   da«s  600  ägyptische  (oder  olympische)  Foaa  eis 
Stadion,    nod  600  Stadien    einen  Erdgrad    betragen,     folglich  der  MgyptiM:he 
Voss  ein    aliquoter   '('heil   dei|  Erdgrades  ist,    und  zwar   der  560000ste:    so 
sagt  man  im  Grunde  dasselbe,  was  Jomard  nachgewiesen  durch  die  genaue« 
sler.  Messungen  der  grossen  Pyramide  f  oa  Memphis ;   aber  nicht  dieser  allein 
(vgl.  Einleitung  in  die  Mythologie.    S.  362).      Nebenbei  ist  nicht  ra 
übersehen,    was   schon  Bai  11  y  tu   dsr   Geschichte    der    alten    Stern- 
kunde. B.  2.  S.  60^-52  Ton  der  grossen  astronomischen    Bedeutsamkeit  der 
Zahl  600  mit  Bezieltung  auf  die  Rechnungen  de«  Dominicns  Cassini  §*• 
führt.  —  Und  nun  frage  man  4ch,    was  da   liegt  in  einer  Gradnüessnafr 
welche  an  Genauigkeit    die  aus  der   ersten  Hfilfte    des  vorigen  JahrhanJert» 
i»ber trifft ,  ja  gapz  streng  gilt  für  den  mittlem  ägyptischen  Erdgrad.  ^  Uod 
d^ess  ist  die  mathematische   Basis  der  physikalischen   Hiero|\y> 
phcn,  worauf  allein  eine  Urgeschichte  der  Physik  sich  gründen  Utit, 
während  die  schriftlichen  Ueberliefernngen   dabei    blos   von   untergeordnet«, 
secundärer  Bedeutung.  ~- A'on    vorhistorischen   Bingen  handelt   et  ^ck 
hier,   wie   bei    den    ägyptischen   Pyramiden,     wesswegen    Plato    aof 
zehntausend     Jahre    zurückgeha    zu    müssen    glaubt,     vom    tJrtypms 
der  ägyptischen  Bilderwelt  sprechend  (s.  Einl.  in  d.  Mythol.  6.  126.);    und 
Heradol  (II.  43.)  bei  Aufsuchung  der   Grundidee    des   Herakles   so- 
gaz  auf  17000  Jahre  zurückkommt,    d.  h.  jede  historische  Fors^nag 
ansschliessl«      Und   erwägt    man.    dass   jede    wabre   Religion   nicht  dMS 
ZeitUüien,    sondern  dem  Ewigen    nachstrebt,     sicli  daher  bezieht   auf  ewige 
Wahrheiten,     wozu    auch    die    unendliche  Offenbarung   Gottes   in   der  Natur 
geliört:     so  mpss  es  höchst  erfreulich  sein,  die  Weisen  des  Altertknms  sich 
erheben  zu  sehn  über  die  den  Naturvvahrheiten  in  der  Yolksreligion  traditio- 
nell untergeschobenen  historischen  Beziehungen. 

*^)  Ebenso  beachtungswerib  ist  das  Schweigen  aller  Naturforscher  des 
Allerthums  von  M.eteor  st  einen,  deren  Herabfallen  (wovon  die  Historiker 
Zeugniss  geben),  so  wenig  ein  Mensch  damals  bezweifelte,  dass  sogar  Tem- 
pel gebaut  worden ,  wo  sie  herabgefallen  waren ,  während  man  Götterbilder 
darauf  zu  finden  glaubte.  Umständlicher  ist  davon  die  Rede  in  der  Ein- 
leitung in  die  Mythol.  auf  d.  Slaudp.  d.  Natur wissensch«  S.  150- 
Auch  Chladni's  Aufmerksamkeit  hatte  es  schon  erregt,  dass  vom.  Bilde 
der  Göttermulter  bei  drei  Meteorsteinen  die  Rede,  welche  er  anführt  (siehe 
Chladni  über  Feuermeteore.  S.  181.  Note).  —  Und  blickt  man 
die  als  Nachtrag  zu  Chladni's  Werk  erschienenen  Meteorsteinabhildnngea 
von  Schreibers  an:  so  sieht  man,  dass  die  rasche  Schmelxung  der  Obtr- 
fläche  jener  Meteormassen  allerdings  Zeichnungen  von  Pflanzen,  ja  von  1*hier- 
nnd  Menschen- ähnlichen  Gestalten  veranlasste,  und  man  begreift,  wie  naa 
durch  diesen  Meteorcultus  zur  Nachbildung  von  Ungestalten,  ia  zu 
Thier-  und  Pflanzen- Verehrung  veranlasst  werden  konnte,  welche  bekannt- 
lich von  locajer  Bedeutung  war. 
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r  «uadrirbare  Ff^aren  auf  eylin- 
drisclien  Flttchen. 

!  Jfcn  den 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schio  milch 

an  der  Universit&l  su  Jhnl 


Cylindrische  Flächen  heissen  bekanntlich  diejenigen  IflSchen, 
«dche  eine  Gerade  beschreibt^  wenn  sie  über  irgend  eine  gerade 
oderknunme  Linie  im  Räume  fdie  Direktrix^  so  ningleitet ,  dass 
sie  wikrend  dieser  Bewesong  immer  in  einer  und  derselben  Rieh- 
toog,  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  einer  gegebenen 
Senden  im  Räume  parallel  bleibt.  Wir  können  dabei »  ohbe  ^ler 
AÜj^meinheit  Eintrag  zu  thun ,  unmer  voraussetzen  •  dass  die  Direk- 
trix eme  Corve  einfacher  Krfimnunff  und  die  Richtunj^  der  gleiten- 
(ien  Geraden  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Direktrix  sei;  denn 
wenn  diess  auch  ursprünglich  nicht  der  Fall  sein  sollte  ^  so  kann 
ntn  die  Cylioderfläche  mit  einer  auf  ihrem  Mantel  (d.  h.  der  Rich- 
toog  der  gleitenden  Geraden)  senkrechten  Ebene  durchschneiden 
ond  jetzt  die  entstandene  Durchschnittscurv^,-  die  immer  einlache^ 
Krümmung  i«t»  als  neue  Direktrix  ansehen.  Legt  man  in  die 
Ebene  dieser  Direktrix  zwei  sich  rechtwinklich  schneidende  Coor- 
dinatenachsen  und  stellt  in  den  so  bestimmten  Anfanespunkt  der 
Coordioaten  die  dritte  Coordioatenaehse  senkrecht  auf  die  Ebene 
der  Direktrix,  so  fallt  die  Richtung  dieser  Achse  mit  der  Richtung 
iff  deitenden  Geraden  zusammen  und  zugleich  nimmt  die  Gleichung 
der  CylinderflHche  eine  Form  an ,  deren  Einfachheit  die  Basis  der 
Mchkerigen  Untersuchung  bildet 

Seien  in  taf.  IV.  Fig.  I.  OX,  Ot,  OZ  die  drei  rechtwinUichen 
Koordinatenachsen  und  stelle  XQZ  die  Direktrix  vor,  so  muss  zu- 
erst die  Natur  derselben  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Coor- 
Anaten  OM^x^  MQ^zx  bestimmt  sein,  welche  in  dem  allgemei- 
Doo  Schema  ' 

«Bthakea  mU    Xtehtn  wir  tob  <}  aiui  eine  Gwade  QP\\  OY,  90 
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liest  dieselbe  nach  den  vorhin  gemachten  Voraussetzangeo  ganx 
in  der  Cylinderfläche,  und  wenn  wir  von  dem  beliebigen  Punkte  P 
das  Perpendikel  PN  herablassen^  so  sind  jetzt  OM=x,  MN=if, 
NP=^mQz=:2  die  drei  Coordinaten  von  P.  Eine  Relation  zwischeo 
denselben  (die  Gleichung  der  Cylinderfläche^  besteht  hier  in  de* 
blosen  Bemerkung,  dass  wie  früher  2=zf(x)  sein  rauss,  aosser- 
dem  aber  y  ganz  willkührlich  genommen  werden  darf;  die  Glei- 
chung der  fraglichen  Fläche: 

2=f{x),  y  ad  libitum 

unterscheidet  sich  also  von  der  Cleldiung  der  Direktrix  ni|P  duieh 
den  Zusatz,  dass  noch  eine  dritte,  aber  wilikührliche,  Coordioate 
vorhanden  ißt.  Dieser  Umstand  bringt  eine  grosse  Erleichterung 
in  die  Quadratur  solcher  Flächeb,  welche  nach  der  aRgemelDCD 
Formel 

zu  bewerkstelligen  v^Sre',  tl'o^io  ^  und  ^  die  partiellen  Differen* 

zialquotienten  sind,  welche  man  durch  Diflferenziation  der  Gleickm^ 
z=F(j:,^)  der  zu  quadrirenden  Fläche  erhält  Da  nämlich  in  an- 
serem  Falle  ;s  zwar  von  x,  aber  nicht  von  y  abhängt,  so  wiid  filr 
die  cylindrischen  Flächen 

■nd  nithia  epifaclier 

Man  Qberelebt  auf  dejr  Stella,  dass  sieb  hier  die  Integration  nach 

?\  sogleich  ausführen  lässt,  weil  In  dieser  Beziehung  nur  S^  zu  in- 
egriren  ist,  was  y  ^ieb^.  Und  dass  sich  folglich  die  doppelte  In- 
tegration auf  eine  einfaqhe  reduzlrt ;  doch  bevor  wir  diess  genauer 
ansehen,  wollen  wir  die  GrUn^en  der  Integrationen  nach  x  uody 
bestimmen.  Denken  wir  uns  in  der  .Ebene  XY  zwei  beiieblge  ge- 
^de  oder  krumme  Linien  FRH'  und  GSK^  und  ausserdem  voo 
zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  der  Achse  OJTaus  Gerade  ||  Of 
^ezogen,  so  bestimmen  diese  vfef  Linien  fn  der  Coordinatenebene 
ry  eine  viereckige  Figur  FGKB\  von  jedem  Punkte  ihrer  PeH- 
herie  aus  lassen  wir  elnd  Gerade  II  OZ  '^fsteigen,  alle  di^ 
reradep  durchschoeiden  die  Cylinderuäche^  und  A^^  so  eUtstehen- 
en  Durcb^chnittspiinkte  b*iideh  i^  ihrer  f^ootinüitSt  auf  der  'Cytin- 
derfl^cbe  wieder  eine  Ai't  Viereck  TTJWV^  von  welchem  das 
erstgenannte  TGiT^  dte  Pröfefetion  ist  Die  Fläche  TVWV  sA 
nun  dieienige  ^^u^,  welche  mittelst  der  Formel  (2)  quadrirt  wer- 
den soll,  was  ofltenbar  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Cürven  FRB 
nndGSK  die  allgemeinste  Voraussetzung  ist.  Was  nun  die  lote- 
grationsgränzen  fSr  x  und  y  betrifft,  so  erhellt^  dass  es  Mos  dar- 
auf  ankommt,  ^  umI  y  >8o  zn  wäUe»,  dass  d«i*4hmkt  N  (die  Pie- 


s 
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jektion  von  P)  keine  anderen  Stellen  der  Ebeiiei  XY  betreten 
kann  als  dieienigeD,  welche  id  der  Figur  fGKtt  (der  Projektion 
Ton  TUWV)  enthalten  sind.  Der  Spielraum  des  Punktes  M  ist 
aber  ofieobar  die  Strecke  AB  und  folglich  sind  x=.OA  und 
Sä:=i%fi  die  GHinzen  fOr  or»  wobei  zur  Abkürzung  OA:=na  und 
OB^szß  ^in  müge.  Da  feroer  der  Punkt  N  immer  zwischen  den 
Curveo  FH  und  GK  bleiben  muss,  so  sind  MR  und  MS  die  Gränv 
zen  fSr  ^(iHiV).  Wenn  aber  die  Angabe  bestimmt  sein  soll ,  so 
müssen  die  iurren  FRH  und  CSK  ihrer  Natur  nach ' bekannt, 
alae  ihre  Gleichungen  gegeben  sein ; '  nennen  wir  ^  und  if  die 
rechtiiinkÜchen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Corvo  FRM,  wb>- 
hei  die  $  von  O  aus  auf  OX  gezählt  werden,  so  sei  «==a)(|)  die 
Gleichung  der  Linie  FRH,  ebenso  ti'=z^f(l)  die  von  GSK,  wenn 
i|'  das  för  letztere  Curye  ist,  was  ij  für  die  erstere.  Setzen  wir 
an  die  Stelle  des  beliebigen  |  die  Lmie  OM=x,  so  folgt  rjzzzMR 
=  qp(a:)  und  i2'=ilf5=ip(jr),  und  demnach  sind  il^<p(^)i{  MP^ 
i|'=:t^(;r)  die  Gränzen  (lir  y^  Durch  Substitution  der  Gräi^i^  jjvir 
X  und  y  wird  jetz;t  nach  Formel  ÖJ. ,  1   .    ;.j  ^ 


oder,  weil 


isit 


•     •         <       <  \ 

S±=/'^ajr  V'l  +  [/'(^).pH(ir)-^9>(a?)). ..'     1(3) 


wobei  aisor 


«ä/'(x)  die'GleicHnng  der  DirektHx  JITQ^,  *  '        »  '^ 

y=i/;(a:)  „         „  „         „      GSKi        ' 

» ». 
ist.  Da  dks  Integral  in  (3)  ein  einfaches  fst,  so  wird  es  immer 
BiOgtich  sein,  den  Werth  desselben  zu  finden,  sei  es  durch  Reduk- 
tion auf  eine  bekannte  Funktion '  oder  dnrch  Verwändehmg  In  eine 
upendlicbe  IMihe.  In  den  Fallen  aber,  wo  sich  unser  Integral 'auf 
eine  von  denjenigen  Funktionen  bringen  lässt,  ftir  welche  man 
Tafeln  besitzt,  wollen  wir  die  Figur  TÜWy  eine  quadrirbare 
oeonen  und  nun  einige  Spezialisirungeir  der  Art  betrachten. 

L    Sei  j;^-\Cö^^jr«^.alao^^  Cylinder  einellipticdhefi.  desi 

kkn  Acb^dl'ci  iäd'c  tn'den  Coördinateiiachsen  OJC  ^4^P^!K^ 
geo,  so  wird 

aad  felglich  nach  no.  (3)'  ' 


im 

\ 

S=lfJdx^^E^^^[i,(:,}-V{a^)).    (4) 

Untet'  den  verschiedenen  Sappositiooen  nun»  welche  man  hier  fir 
<p(a:)  und  ^ar)  machen  kann,  neben  wir  die  folgenden  als  bemer 
kenswerth  heraus. 

a.  Der  einfiEudiste  Gedanke  ist  offenbar»  a(x)zsAa:f*  und  ^(x/ 
=;::Bxf*  vk  nehmen  9  wobei  fi  eine  gaoxe  ZaU  bedeuten  möge. 
Diess  gäb«t  dann 

und'  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ,  ob  nämlich  fi  gerade 
oder  ungerade  ist.  Im  ersten  Falle  kann  durch  Rationalmachea 
des  Zählers  in  der  Differenzialformel  das  Integral  auf  die  Form 


A 


a:'*[a^—(a*—c*)x*]  dx 


V[  o»  -  ar«]  [a*  -  (o»  -  e»)  3«]  ' 
also  überhaupt  auf  Integrale  folgender  Gestalt 


A 


gebracht  werden,  wobei  v  eine  gerade  Zahl  ist.  Das  vorli^;eiid^ 
integral  lässt  sich  aber  nach  bekannten  Reduktionsformeln  auf 
elliptische  Funktionen  zurückbringen  *).    Anders  dagegen  wird  die 

Sache y  wenn  in  no.  (5)  |4  eine  ungerade«  folglich  — ö— eine  gauci 

Zahl  ist.  Denn  in  diesem  Falle  kann  man  dem  Integrale  folgende 
Gestalt  geben: 

'^    ^  Ja  V  (a^—x^)  [o*-(a«— c«)ä^' 

eil 

ipijl  setzt  mm  hier  a^=zah$,  so  wird  2xdx=za^8u,  j5^*-^=itf*-i|i  *  ; 
wen^  femer  •£==«  und  x=ß  geworden  ist«  so  hat  u  die  Werdie 


'  • '    . 


apgenemtnen I  wobei  a'  und  p'  zur  Abkürzung,  gebraucht  worden 
sind.  Durch  diese  Substitutionen  geht  unsere  Gleichung  in  die 
folgende  Über;  ^  ^        ^ 


^)  Legetodre  trait^  de«  fonction«  elliptiqne«  Chap.  I.  -^  SupplemeBtei 
Klngelt  math.  Wörtefb.    Band  U.  S.  84—87. 
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^^^f!^^^^^)'''p^^)^^      (1^) 


xnA  diese  Formel  ist  so  einfach ,  dass  sie  sich  för  eine  Unzahl  von 
FanktioDen  tpix)  und  ^f{x)  integrireD  lässt.  Die  einfachsten  FäUe 
rad  folgende. 

o.    Für  9>(ar)=:artan^»  ^(j;)  =  jrtanio  wird 
S=Va^(tana)— tan^) /^  x^dx 

=  j  V^(tan  a  -  tan  ^)  (/5« — «*) , 

«ad  «es  wfire  der  Inhalt  Ton  TÜWV  io  der  Figur,  wobei  FGKH 
die  Projektion  von  TVWV,  ZJi:OF=^,  ^XOG=m  ist.  Neh- 
men  w  0=0,  ß—a—OX,  so  geht. die  Fläche  TUWV  in  die 
grossere  OPQ  über,  deren  Grosse 

S= jVo(tan a  -  tan^)  Vo» 

_4    fl*(tana) — tan^) 
-3  2 

ist  Bezeichnen  wir  aber,  wie  schon  früher  einmal,    die  Fläche 
dti  Dreiecks  ODE  mit  F,  so  ist 

^     a*(tana> — tan^) 
F= 5  , 

■nd  mithin  haben  wir  die  sehr  bemerkenswerthe  Relation 

b,  För  9(jr)  =  Vpi,  flf(x)  =  V^f/x  bilden  die  in  der  Ebene 
XF  gezeichneten  Curven  zwei  Parabeln ,  46ren  Parameter  p  und 
9  siira  und  deren  gemeinschaftliche  Achse  OX  ist.  Man  erhält 
•ehr  einlach  fiir  die  Fläche  TUWV  (Taf.  IV.  Fig,  6.) 

nd  för  p=0,  «=0,  ß=a,in  welchem  Falle  iS  die  Fläche  OZ'Q 
bedeatet, 

Szzza^räg 

•der,  weil  nach  der  Gleichung  yzzzSTqx  die  Gerade  XD=^V^ay 
ist,  S  gleich  dem  Rechtecke  aus  OX  und  />X  Bezeichnen  wir 
die  Fläche  der  Projektion  OXEKG  mit  F,  so  ist  der  Inhalt  der- 
selben bekanntlich  =:|oJC.Z>^,  folglich 


1S8 


ein  eheuCMa  itbeirsschend 
Herr  Itr.  Wittstein  I 
zietle,  von  ihm  gestellte  A 
ses  als  RechnQt^sbeispiel 
man  darf  diese  Benierlntpig 
allgemeinere  Betrachtuo^  i 
betten  iles  Calcüls  darbiet 
Darstellung;  Act  quadrirten 
Ten  Geometrie  versuchen  v 
gcobeit  giebt. 


Honstniktlon  und 

Flächen  des  zweli 

prctiektiviscl 

V 

Herrn  Fr.  I 

Oberlebrer  an  Gjmni 


Die  falgendeD  Betrachtunge 
Anf^be:  Durch  9  beliebig 
beliebig  segebene  Ebenen 
eine  FIfiche  des  ziveitcn  Gt 
welche  mit  der  wiederltolenilich 
metrischen  Gesetze,  welches  Zivi 
Fläche  des  zweiten  Grades  stat 
doch  in  sehr  naher  Verltindti^ 
ist  grosseotheils  im  zneiten  Tqi 
geometrischen  Verwandtschaften 
sein,  einmal  besondere  Falle  ei 
noch    ins  Auge  zn  fassen,    und 
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colUnearen  und  recinroken  Ebenen  die  der  colli nearen  und  recipro- 
ken  räumlichen  8tranlbiischel  hinzuzufügen.  Im  Grunde^  sind  letz- 
tere den  erstcren  coordinirt;  denn  denkt  man  sich  im  Räume 
zwei  Ebenenbüschel  H,  21',  deren  Achsen  sich  in  einem  Punkte  D 
sckoeideo,  oder  aber  zwei  ebene  Strahlbüschel  B,  B*,  deren  Mit- 
telpuBkte  in  einem  Punkte  D  liegen,  so  bestimm^  einerseits  ein 
j«aer  Strahl  a  des  Punktes  D  zwei  Ebenen  a,  a'  von  21,  21',  an- 
dererseits eine  jede  durch  D  gehende  Ebene  a  zwei  Strahlen  a,  a' 
voo  Bt  Bf y  und  umgekehrt;    gibt  man  sich  also 

1)  in  einer  Ebene  S  zwei  Strahlbüschel  B.  Bf  und  in  einem 
rinmucfaen  Strahlbiischel  D^  zwei  mit  ersteren  projektivische  Ehe- 
oenbüschel  2ti,  2ti'; 

'2)  in  S  zwei  Strahlbüschel  B^  Bf  und  in  />|  zwei  mit  erste- 
ren projektivische  ebene  Strahlbüschel  Tb\ ,  Tb)!  \ 

3)  in  C  zwei  Gerade  A^  A  und  in  D^  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische Ehenenbüschel  %x  >  ^i'  \ 

4)  in  £  zwei  Gerade  Ay  A'  und  in  D^  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische ebene  Strahlbüschel  23i,  lö\  ', 

5)  in  einem  räumlichen  Strahlbüschel  D  zwei  Ebenenbüschel 
3«  V  und  in  einem  zweiten  räumlichen  SIrahlbüscfael  D^  zwei 
vütihoen  projektivische  Ebenenbüschel  2fi,  Hi  \ 

^^b  D  zwei  Ebenenbüschel  21,  21'  und  in  Di  zwei  mit  ihnen 
pfofnliibthe  ebene  Strahlbüschel  B^  ^'; 

?)  endlich  in  D  zwei  ebene  Strahlbüschel  By  Bf  und  in  1\ 
iwei  mit  ihnen  projektivische  ebene  Strahlbüschel  B^,  Bi';  so 
crbiJtman  ausser  den  früher  behandelten  drei  Beziehungs  -  Syste- 
>«o  Doch  sieben  neue,    wo  bezüglich 

1)  jedem  Punkte  von  £  ein  Strahl  von  Z>| ; 

2)  jedem  Punkte  von  üt  eine  Ebene  von  Z>i ; 

3)  jeder  Geraden  von  C  ein  Strahl  von  Di ; 

4)  jeder  Geraden  von  üt  eine  Ebene  von  Di ; 

5)  jedem  Strahle  von  D  ein  Strahl  von  Di ; 

6)  jedem  Strahle  von  D  eine  Ebene  von  />| ; 

7)  jeder  Ebene  von  D  eine  Ebene  von  /)j 

Mtspricht,  und  wo  in  demselben  Sinne,  wie  dort,  höhere  und  nie- 
dere Grade  der  Verwandtschaft  zu  unterscheiden  sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Verwandtschaften  räumlicher  Strahl- 
l^hel  mittels  Projektion  aus  denen  der  Ebenen  ableiten,  und 
<Ke8er  Weg  soll  hier,  wo  er  am  Kürzesten  zum  Ziele  führt,  ein- 
S^*chlagen  werden. 


Aufeinandergelegte 


Im  achten  Theile  des  A 
beliebi|;e  reciproke  Ebenei 
dass  emetn  jeden  Punkte  ci 

E eitern  Sinne,  und  umgekeh 
ald  unzählige  Punkte,  ne 
bilden,  auf  ihren  entsprei 
sogleich  gesehen  haben,  i 
punkte  beider  Ebenen  un< 
tritt.  Sowie  Dun  früher  z 
deren  UurchsL'bnitte  der 
projekt.  StrahlbüBchel ,  d 
sprechenden  rechten  Wi 
worden  sind,  so  solten 
Ebenen ,  deren  MÜtelpun 
messe  r  eine  Involutioo  bü 
mente  sich  in  doppeltem  S 
Ebenen  heissen;  auch  ' 
telpunkte  derselben  der  l 
tion  die  Achsen  der  Elx 
harmonische  Pol  der  i 
die  harmonische  Pola 
einer  Geraden  und  je  zwe 
zugeordnete  harraoni 
teren  genannt,  und  diese 
reciproker  Ebenen ,  jedoc 
braucht  werden- 


Zwei  aufeinander 
involutoriscfa,  wenn  i 
oder  wenn  irgend  dre 
ren,  aber  nicht  in  g< 
in  doppeltem  Sinne  e 

Beweis.  Denn  jed< 
den  Punkte  geht,  schneid 
eher  in  doppeltem  Sinne  < 
das  nämliche  von  Je  zwei 
ein  beliebiger  Punkt  a  de 
zwei  Gerade  verbunden, 
eine  jede  dieser  Geraden 
Und  verbiudet  man  die  dr 
so  müssen  diese  zwei  Dur 
Sinne  entsprechen,  und  < 
nicht  auf  ihren  Polaren. 
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J  -^   V  (I— »)[««— (a»—c«)i^}' 


oder  wenn  man  berücksichtigt,  tia.ss 


c« 


«»— (a«— c'«)M=a«tl  — (1  — ^)w| 
ist,  uod  zur  Abkürzung 

l-g  =  E  (7) 

setzt: 


tt— 1 

Da  Dan      ^      hier  ganz  au^ßlUt,   so  reduzirt  sich  dieses  Integral 


«af  zwei  andere  von  der  Forin 

a/^      /^  ,~v         — 5>  ^  ^'^^  ganze  Zahl; 

vod  kaao  dann   immer  durch   Kreisbugen   oder  Logarithmen  dar- 
^fitellt    werden.       So    hat   man    z.    fi.    flir    f&t=-fl,   ^:=tan^y 


_  (tan  0)  ~  tan  ^)  g«  /*/?^         (1— gM)8K 


(9) 


Hierzu  gehurt  Taf.  IV.  Fig.  2.  Die  Gleichungen  der  in  der  Ebene 
XY  gezeichneten  Curven  sind  hier  y  =  g?(ar^=a:tan'^,  y=t(;(j:) 
=^taock},  also  die  Curven  selbst  zwei  Geraae,  welche  durch  den 
Punkt  O  geben  und  mit  OX  die  Winkel  XOH=d^  und  XOK 
=  1»  machen.  Zugleich  ist  wieder  OAr=zciy  OB=ß,  aho  FGKH 
die  Projektion  von  TUWV  und  die  Fläche  dieser  Figur  obiges  ' 
8,  Sind  mm  OX:=zu  und  OZ=ic  die  Achsen  des  elliptischen 
C^Rnders,  so  bildet  die  Curve  XZ  einen  Quadranten  der  Direk- 
trix und  der  ganze  Cy linder  ein  Tonnengewölbe,  wovon  die  Figur 
nur  die  Hälfte  zeigt.  Nehmen  wir  noch  O^=a=0,  OB=iß=^a 
^OX,  so  geht  das  Viereck  FGKH  in  das  Dreieck  ODE  und 
die  Fläche  TUWV  \u  ZDE  über;  zugleich  wird  nach  (6)  a'=0, 
|3'  =  l  und  folglich 

^_a»(tana?~tan^)/*^         (l~6te)8t< 

^""  2  Jo  Vl-(l+e)i*  +  ii?*       ^"^ 

Nun  ist  aber  JTÖ  =  OJrtanA'0/>  =  atan^,  XE^OXimXOE 
^a  tan  00  9  mithin 

TheU  I\.  11 
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XE—XD=DE=a(baia>~tine). 

Hieraus  findet  aich  der  Inhalt  des  Dreiecks  OOE,  der  F  heiuen 
möge,  nämlich 

„_OX.DE  __  a«(tano)-taDg) 


wenn  wir  also  das  in  (10)   vorkommende  Integral  k  neuien,  so 
findet  hier  die  bemerkenswerthe  R 


statt,  welche  schon  Herr  Dr.  Witts 
S.  445.  angegeben  hat  *).  Fflr  k 
also  t  positiv  ist; 

wenn  a:=c,  also  e^O  ist: 

und  wenn  a<c,  also  t  negativ  ist 

womit  diese  spezielle  Aufgahe  gelS 
Nimmt  man  in  der  Formel  (8) 
B,  so  wird 


Die  Iwiden  Curven  in  der  Ebene  J 
(wegen    y=^tp{x)^=\i)    und    eioe    g 

Achse  6  (wegen  i(r(x)  — -),    von  i 


elliptischen  and  hyperbolischen  Oyli 
hat  Übrigens 


b    f?' 


du 


^r= 


135 

and  wenn  man  im  ersten  Integrale  tt=—  setzt: 

«  *  r'       ^ 

V^    Vt;«-(l+£)t;  +  « 
*£  /*/»'  8« 

w«  DUO  der  Werth  jedes  Integrales  sehr  leicht  zn  entwickeln  ist. 
6.    Eine  andere  gute  Substitution  fiir  die  auf  den  elliptischen 

Cybider  passende  Formel  (4)  ist  9(:i:)=0,  ^  {x)  =— V"a*  —  j:^; 

(He  Curveo  in  der- Ebene  XY  sind  dann  die  Coordinatenachse  OH 
und  eine  Ellipse ,  deren  Achsen  a  und  k  in  den  Linien  OX  und 
Or  Begen.  Sei  daher  in  Taf.  IV.  Fig.  4.  OJf  =«,  OY=b,  OZ=c, 
OJ=a,  0B=^,  so  ist  S=  rt/IFF  und  die  Curve  VW  kann 
als  Durchschnitt  zweier  elliptischen  Cylinder  angesehen  werden. 
Zugleich  ist  nach  no.  (4) 

oBiwenn  wir  of^^at  setzen ,  so  werden  die  Grftnzen  Gk  tC 

e=r^  =  j5',  t=^=za'  (11) 

HB'  Mglich 

oder  lur 

8z=:ahfj  dt  VT^Ii^.  (IS) 

Nehmen  wir  spezieller  «=0-4=0  und  8  =  OB=:OX=za,  so  wird 
«^==0,  /5'  =  1  und  S  bedeutet  jetzt  die  Fläche  ZXQ.  Für  die- 
selbe ist 


S=abr^dtMl-t^. 

^cksiclitigt  man  hier,  dass  j  oäjt    die   Fläche    der   Projektion 

^^Fals  eines  elliptischen  Quadranten  darstellt ,    bezeichnet  die- 
««fte  mit  F  und  setat 

11* 
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ao  ist  nach  dem  Vorigen 

S  =  kF, 

worin  sich,  weil  k  nur  von  dem  Achsenverhältnisse  —   de»  ellipti 

sehen  Cylinders  abhSngt,   ein  dem  Wittstein'scheD  ganz  analoger 
Satz  ausspricht. 

II.  Besonders  einfach  und  eleeant  ist  die  Quadratur  solcher 
Figuren,  welche  auf  ^inem  cykloidaiischen  Cylinder  gezeichnet 
sind.  In  Taf.  IV.  Fig.  5.  ist  ein  solcher  abgebildet,  worin  02f 
die  halbe  Basis  der  (Zykloide  =r7t,  O  ihren  Scheitel  und  OX'Ant 
Hohe  =2r  darstellt,  wenn  r  den  Radius  des  beschreibenden  Krei- 
ses bedeutet.  Nähmen  wir  wie  gewohnlich  den  Anfang  der  Bewe- 
fung  des  rollenden  Kreises  zum  Anfangspunkte  der  Coordinateii, 
ie  Abscissen  £  von  Z'  nach  O  zu  und  die  Ordlnaten  darauf  seulc- 
recht,  so  wäre  die  Gleichung  der  Cykloide 

|z=r(y  —  sin^),  i;=:r(l  —  cosy) 

worin  fp  den  Wälzungswinkel  bezeichnet  Wollen  wir  diese  Cwfr- 
dinaten  in  die  bisherigen  x  und  z  verwandeln ,  so  musseo  irfr 
|=0Z'— i=r;r — z  und  i;=OJf— a:=2r — x  setzen,  to  im» 
WUT  erhalten 

z=r7t — T(g>^smip),  ar=2r--r(l  — cos^)  =  r(l-|-oos9V 

Hieraus  folgt 


und 


dz  ,,  .     Bx 

g^=-r(l~cos9),  g^=-r8mg) 


Sz         1  —  C089  1 

ox         sin  9)  2  ^ 


Mithin  haben  wir  weiter 


Vr+JrW?  =  ^  l  +  tan^y  =— 1 


=v 


cos^qf} 


2 
l+.cos9)^ 


X 

d.  i.  weil  nach  dem  Früheren  1-f  cos9>=~  ist: 

wenn  wir  den  Durchmesser  2r  des  erzeugenden  Kreises  mÜ  «  he 
zeichnen.    Nach  Formel  (3)  wird  jetzt 
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aiao  ist 

^  +*»  = M, = Ml 

oder 

At^+Bi^=A^  +  B^.  (2) 

Siod  ff,  ftj|9  9  die  Winkel^  welche  ilfa>  Mai  ^^^  ^^  ^^^  ™^t 
ebander  bilden,  so  ist 

JHb. aai=r Ufa. ^IfOi. sin 9)  und  -^1*.-^*= — -  ^-^.Mb.Mbi 
= J--5 ;   siso  Ai,Bi.aai=Ma.3lai.B 

MS,Mi.B  j        n        •  AD  /0\ 

= ; — * — ;    Ai.Bi.siBwzzzA.B;  (3) 

»in  9      '       *      *        ^  ^  ^ 

^j« :  ^1«  =  sin  2^1 :  sin  2«.  (4) 

(d  Taf.  V.  Fii^.  2.  seien  a,  Oi  ireend  zwei  züg.  hann.  Pole  (  A  ch  s  e  n  - 
pooftte)  der  Achse  S8^;  Oi  Sie  härm.  Polare  von  a;  t,  t^  die 
vom  Mittelpunkte  M  gleichweit  entfernten  zug.  härm.  Pole  der  an- 
deren Achse;  ^  die  liarm.  Polare  von  t,  welche  Oi  in  bi  schnei- 
det; 6,  bi  die  von  a  nach  t,  bi  gehenden  Geraden^  und  a,  or|  die 
Winkel,  welche  sie  mit  SSi  bilden;  so  liegt  der  barm.  Pol  von  b 
aof  deo  barm.  Polaren  von  a  und  t,  also  in  bi ;  folglich  sind  b, 
^  zwei  zug.  barm.  Polaren  des  Punktes  a.  Nennt  man  endlich 
denjenigen  Winkel»  welchen  die  gleichweit  von  Ma  abstehenden 
zog.  barm.  Polaren  des  Punktes  a  einschliessen ,  den  diesem  Punkte 
ZQffebürigen  Achsenpunktwinkel,  bezeichnet  die  Hälfte  des- 
selben mit  Ai  und  die  des  dem  Punkte  Oi  zugehurigen  mit  Bi, 
80  ist 


tng«.tng«,  =  tngM,  =  3^.— =  ;;g5^^. 


Qod  ebenso 


tng*A=1K^5  a) 


'MOi .  Ml ' 

also 


tng«^,+tng^i?,=.-(^  +  g^j  =  ^^^^^^^^^  =  ;p;     (2) 


i»g»4  .t«e'B,  =  jih.j,,i^.M,.=2r^. 

tng^,.liigB,.M,=-j;  (3) 

h,sM.:tag'B,=  -B^:^-=J!f..:Jf..  (4) 


Äa.Ätt, 'jMoi.ÄOi- 


Setzf  man  in  (I)  tiig^i=:l  nilf» 


In  dwseiB  Falle  aber  bil 
tes  a  ei  De  Involution  der  ret 
Brennpunkt  der  involut 
letzteren  auch,  wenn  sie  I 
Brennpunkte,    welche  ab< 


Projektivische  Ebenen 

Sind  im  Räume  irgend  < 
ben,  80  geht  nach  jedem  Pi 
«er  Strahl  a,b,c,d....  von  £ 
von  £  eine  bestimmte  Eben« 
der  Unendlich  entfernten  Ger 
und  man  erhält  so  einen  rfiu 
jeder  ebene  Strablbflschel  £ 
nenbüechel  3l  mit  einem  ehe 
sehung  der  sich  treffenden 
Ein  solcher  Strahlfaüschel  /> 
in  Ansehung  jener  £lementei 
len  auch  zwei  Ebenen  IE. 
Strahlbfischel  D,  uud  aiKlei 
D,  D^,  welche  mit  einerlei 
steh,  in  Ansehung  der  sich 
spelctivisch  heissen  und  die»' ^ 

«(«,  b,  c,  0....)=D{a.  b,  t,  d....)  oder 

ffi(<i,  6,  c,  d....)=D(a,  ß,  y.  S....)  oder 

«(«,  b....  a,  b....)mJ)(a,  b....  «, ß) ; 

ffi(a,  b,  c,  ö....)=tEi  (*i>  bi,  Ci,  &, ....)  und  so  fort 
bezeichnet  werden. 

In  xwei  p«rspektivischfn  Ebenen  Ü,  S,    hräseu  dimmigeii 
zwei  G*Tadea  r,  ^,  weichenden  unendlich  mtfernten  Geraden  r[, r 
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von  tBi%  ü  eotsprecheii»  die  Durchschottte  der  Parallelebe- 
ne d  oder  auch  die  Achsen    beider  Ebenen.     Im  Durchschnitte 
(e0i)    sweier    perspektivischen    Ebenen    sind    allemal    zwei    ent- 
sprechende projektivisch-gleiche  Gerade  vereinigt,    und  je 
zwei  entsprechende  Gerade,    welche   mit  (eei)  parallel  sind,    sind 
p r o  j  e  k  1 1 V i  s  ch  •  ä h  n  li  ch ,  ausgenommen  ein  einziges  Paar,  welche 
ebenfalls  gleich,  aber  un^leicliliegend  sind,    nämlich  diejenigen, 
in    deren    Mitte    der   Proiektionspunkt  D   liegt.      Diejenige 
Ebene  von  D,  welche  auf  (e^x)  senkrecht  ist,  schneidet  £,  fti  m 
»wei  Geraden,    welche  auf  (eei)  senkrecht  stehen,   und  derjenige 
Strahl  s  von  D,    welcher  diese  Geraden   unter   gleichen    inneren 
Wmkeln  schneidet,    bestinunt  in  £,  CC|  zwei  Punkte,    deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  zwei  pro  iekti vi s ch  -  gleiche  Strahl- 
hoschel  bilden.     Es  gibt  zwei  Strahlen  s  und   folglich  auch  zwei 
Paar  solche  Strahlbuschel  u.  s.  w.  (vergl.  Arch.  Tbl.  8.   S.  10.). 
Ueberhaupt  geht  unmittelbar  aus  der  Erklärung   der  Collineation 
hervor,    dass  zwei  perspektivische  Ebenen  jedesmal  auch   col li- 
near sind.    Liegt  ihr  Projektionspunkt  unendlich  entfernt,  so  sind 
f\e  affin  und  insbesondere  gleich,   wenn  zugleich  die  mit  (eci) 
iiaralleien  Projektionsebenen  die  (C,    Üi    unter   gleichen   inneren 
Flächenwinkeln  schneiden;    ähnlich  dagegen,   wenn  der  Projek- 
üoBspnnkt  eine  endliche  Entfernung  und  die  Ebenen  dt,   fti   eine 
INuaüele  Lage  haben;    und  endlich  congruent,    wenn  letztere 
pirallel  und  ersterer  entweder  unendlidi  entfernt  ist  oder  ^wischen 
oelden  Ebenen  mitteninne  liegt. 

Aber  auch  umgekehrt  lässt  sich  behaupten : 

Lehrsatz    7. 

Zwei  collineare  Ebenen  lassen  sich  allemal  auf  un- 
tifclige  Weisen  in  perspektivische  Lage  bringen. 

Beweis.  Denn  legt  man  sie  so  im  Kaiime,  dass  das  eine 
Pur  ihrer  entsprechenden  projektivisch  -  gleichen  Geraden  und 
deroi  entsprechende  Punkte  sich  vereinigen,  und  sind  B,  B^  irjgend 
2wei  andere  entsprechende  Punkte,  so  schneiden  sich  je  zwei  ent- 
^rechende  Strahlen  dieser  Punkte  im  Durchschnitte  der  Ebenen^ 
^e  sind-  also  perspektivisch,  d.  h.  alle  diesen  Strahlen  angehurige 
eoisprechenden  Punktenpaare  liegen  mit  einerlei  Punkte  der  Cre- 
radeo  BBi  in  gerader  Linie.  Folglich  convergiren  sämmtliche 
Verbindungslinien  entsprechender  Punktenpaare  beider  zunächst 
scbaarenweise  in  besonderen  Punkten  von  BB^ ;  aus  demselben 
Gtonde  aber  auch  in  den  Punkten  jeder  anderen  Geraden,  welche 
iwd  entsprechende  Punkte  verbindet;  also  convei^ren  alle  in 
«bero  «na  demselben  Punkte  D. 

Weit  schwieriger  wird  sich  der  Beweis  fdr  den  aiial<Mjen  FaU 
rSnmiicher  Strahlbüschel  zu  Stande  bringen  lassen,  und  diess  hat 
«eineD  Grund  darin,  dass  vier  gegeneinander  feste  Strahlen  eines 
Punktes  D  im  Raune  sich  nicht  allemal  so  kugen  lassen,  dass 
ne  ?ier  beliebig  gegebene  Punkte  einer  Ebene  tc  treffen. 


Lehrsatz    8. 

^    ei  nerseek 
gibt  esa 


In  zwei  perspektivischen  rfiumlieheo  Strahlbdscheln 
lUmal  entweder  zwei  Paar  entsprechende  pro- 


: 
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jektWisch-gleiche  ebene  Strahlbfiscfael  und  zwei  Pur 
entsprechende  projektivisch  -  gleiche  Ebenenbflsdiel, 
oder  es  gibt  von  beiden  Arten  nur  eines  oder  noxil* 
lige  Paare. 

Beweis,  a)  Steht  der  gemeinschaftliche  Strahl  von  /),/){ 
schief  auf  dem  perspektiviscnen  Durchschnitte  £,  so  wird  dai 
eine  Paar  der  ersten  Art  von  den  beiden  ParaUelebeneo  gebildet, 
das  andere  von  denjenigen  zwei  Ebenen»  welche  man  erhält,  wenn 
man  senkrecht  auf  den  ^m.  Strahl  in  der  Mitte  desselben  eine 
Ebene  errichtet  und  nach  der  Geraden ,  worin  diese  Ebene  die  £ 
schneidet 9  durch  D,  Di  zwei  Ebenen  legt,  was  sich  aus  der  Con- 
gruenz  ebener  Dreiecke  erp^ibt.  Das  eine  Paar  der  anderen  Art 
wird  von  den  gemeinschaftlichen  Ebenen  beider  Strahlbuschel  ge- 
bildet ^  und  die  Achsen  des  anderen  erhält  man^  wenn  maa  aus 
D,  D^zwei  Senkrechte  DA,  DiAi  auf  £  lallt,  den  Abstand^ 
ihrer  F usspunkte  im  Verhältniss  von  DA :  DiA^  in  einem  PunlLte 
M  theUt,  und  die  Geraden  DM,  D^M  zieht  Denn  ist  BMB^ 
ireend  ein  in  S  liegender  Strahl  des  Punktes  M,  dessen  Tl»ile 
mBy  MBi  auf  verschiedenen  Seiten  der  Linie  AAi  liegra,  so 
sind  in  den  rechtwinkligen  Dreikanten  M{DAB)  und  ilf(£i44) 

die  Winkel  DlUA=DiMiAi,  weil  ^=^p;    femer die&W- 

telwinkel  AMB  =  AyMBi;  also  sind  auch ^  die  FläcbMuaU 
A{MD)B  =z  AiiMDSBi  u.  s.  w.  b)  Steht  der  eem.  Str^Uiai- 
recht  auf  Vt,  so  fallen  die  zweiten  Paare  mit  den  ersteL  wamr 
men;  und  c)  liegt  ausserdem  die  Ebene  £  in  der  Mitte  zinite 
D  und  Dl,  oder  ist  dieselbe  unendlich  entfernt,  so  gibt  esmdk- 
lige  Paare  von  beiden  Arten. 

Lehrsatz    9. 

In  zwei  perspektivischen  räumlichen  StrahlbüscbeU 
gibt  es  entweder  nur  ein  einziges  Paar  entsp rechende 
normale  gleichseitige  Dreikante,  d.  h.  wo  drei  xueinaü- 
der  senkrechten  Strahlen  des  einen  drei  ebeosolcfae 
Strahlen  des  anderen  entsprechen,  oder  es  gibtuDz&b* 
lige  solche  Paare,  welche  eine  Kante  gemein  haben, 
oder  es  gibt  unzählige  beliebige,  d.  h.  jedem  normalen 
gleichseitigen  Dreikant  des  einen  entspricht  ein  eben- 
solches des  anderen  Strahlbüschels. 

Beweis,  a)  Der  gem.  Strahl  DDi  stehe  schief  anf  *• 
Legt  man  durch  2>,  Di  eine  Ebene  senkrecht  auf  ffi,  ^  ^^^ 
in  dieser  Ebene  zwei  entsprechende  ebene  Strahlbüscbel ;  die 
Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  dieser  letzteren  bil- 
den zwei  Paar  entsprechende  Kanten  r,  ri\  t,  ti,  und  diejenige« 
zwei  Strahlen  $,  Si,  welche  auf  jener  Ebene  senkrecht  stehen,  n»* 
den  das  dritte  Paar  Kanten  der  in  Rede  «tehenden  Dreikapte. 
Denkt  man  sich  nun,  die  Kanten  a,  b,  c  und  Oi,  6|,  Ci  eines 
neuen  Paares  entsprechender  normaler  gleichseitiger  Dreikanjj 
schnitten  die  Ebene  ffi  in  den  Punkten  a,b,c,  so  seien  y»Ä\^ 
die  Mittelpunkte  der  Strecken  ab,  (ic,  bc,  Z>A;  weil  nun  Winkel 
aDb—aDib—R,  so  wäre  die  Strecke  /)v=ay=by=Ar'  •^ 
My,  und   aus  demselben  Gmnde  auch  laß,   ma,  seükrecht  ati 
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Lehrsatz    2. 

Werden  zwei  beliebige  reciproke  Ebenen  invoiu- 
torisch  und  zwar  so  gelegt,  dass  sie  eine  Ellipse  er- 
zeageoy  und  wird  nun  die  eine  dieserEbenen  um  irgend 
einen  Punkt  der  Ellipse,  als  festen  Punkt,  und  zwar 
um  einen  Winkel  von  zwei  Rechten  herumgedreht,  so 
Ribt  es  ausser  diesem  Punkte  keinen  zweiten,  welcher 
auf  seiner  Polare  liegt,  und  die  Ebenen  sind  dann  nicht 
involutorisch;  doch  ist  es  nicht  umgekehrt  richtig, 
dass  zwei  reciproke  Ebenen,  welche  diese  letztere 
Lage  zu  einander  haben,  allemal  durch  Umdrehung  in 
jene  involutori^che  Lage  gebracht  werden  können. 

Beweis.     Liegen  die  Ebenen  IC,  S|  involutorisch  und  erzeu- 
fsen  eine  Ellipse,  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  (eei) 
derselben  die  Tangente  (ee^)  und  ausserdem  eine  beliebige  Gerade 
(^^1^),   so  ist  erstere  die  harmonische  Polare  von  (^^i)»   letztere 
hat  nothwendig  mit  der  Ellipse  einen  zweiten  Punkt  (ffi)  von  end- 
licher Entfernung  gemein,  und  die  harmonische  Polare  (ppi)  ihres 
unendlich  entfernten  Punktes  (pPi)  hälflet  die  Strecke  ef  in  einem 
Pankte  (qqi).    Wird  nun  die  Ebene  ICj   um  den  Punkt  (eei)  um 
xwei  Rechte  herumgedreht,  so  fällt  Ci  wieder  auf  e,  und  Ä^  wie- 
der auf  A,  aber  der  Punkt  (eej)  liegt  jetzt  in  der  Mitte  sowohl 
imhehen  den  Punkten  f  und  f| ,  als  auch  zwischen  ^  und  <|i.    Die 
US.  Pole  der  Geraden  (A^i)  bilden  also  zwei  gleich  liegende  pro- 
kktmsche  Gerade,  zwischen  deren  Durchschnitten  q,  qi  der  Paral- 
itWtraMen  mitteninne  sich  zwei  solche  Pole  e,  e^  vereinigen; 
also  kunnen  sich  längs  (AAi)  kein  zweites  Paar  zug.  Pole  verei- 
nieea,  d.  fi.  kein  zweiter  Punkt  auf  seiner  Polare  liegen;    und  da 
jiäer  Punkt  der  Ebenen  K,  £■  einem  Strahle  des  Punktes  (eej) 
«ngeburt,   so   gibt  es  in  denselben  überhaupt  keinen  zweiten  sol- 
cliea  Punkt      Setzt  man  dagegen  statt  der  Eklipse  eine  Hyperbel 
od«r  Parabel,   so  bilden   die  zug.  barm.  Pole  derjenigen  Geraden, 
Kelche  mit  den  Asymptoten  oder  mit  der  Achse  der  Parabel  paral- 
lel laufen,  ungleichiiegende  projektivisch-gleiche  Gerade,  und  man 
erhält  durch  die  Umdrehung  zwei  und  bezüglich  eine  Gerade,  deren 
ftäxnmttiche  Punkte  auf  ihren  Polaren  liegen. 

Umgekehrt:  enthalten  zwei  Ebenen  (E,  (C.  nur  einen  Punkt 
(ff,),  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  so  kann  derselbe  nicht  zwei 
verschiedene  Polaren  besitzen ,  weil  sonst  einer  jeden  dieser  letz- 
leren, in  anderem  Sinne  genommen,  ein  zweiter  auf  ihr  lie8:ender 
Punkt  entsprechen  niüsste  Entweder  nun  hat  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Goraden  (epi)  einerlei  oder  verschiedene  Polaren. 
Im  ernten  Falle  liegen  die  IVlit^el punkte  der  Ebenen  auf  dieser  Po- 
lare gleich  weit  von  (ce|)  entfernt  und  fallen  nach  der  Umdrehung 
susaminen,  und  da  zugleich  ein  Paar  zugeordnete  Durchmesser 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  müssen,  so  bilden  sämmtliche 
Kug.  Uurenmesser  eine  Involution,  und  folglich  sind  die  Ebenen 
mvolutorisch  und  erzeugen  eine  Ellipse.  Im  zweiten  Falle  dage- 
gen fallen  nach  der  Umdrehung  die  Mittelpunkte  der  Ebenen  nicht 
lusaromen,  sondern  in  eine  mit  (eei)  parallele  Gerade;  die  zug. 
Pole  eines  jeden  Strahles  von  (eei)  bilden  eine  Involution  von 
Punkten,    und  wird  also  (ee^)  der  Berührungspol  zweier  sich  os- 
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kulirender  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  diejenieeo  Genrien 
zu  Tangenten  hat^  deren  Pole  auf  ihnen  und  auf  dem  anteKo 
Kegelschnitte  liegen.  Ueberhaupt  lässt  sich  zeigen ,  das«  xwh  n- 
ciproke  fibeneo  auf  unzählige  Arten  in  diese  letztere  Lage  gdmdit 
werden  können. 

Dass  endlich  in  den  beiden  gedachten  Fällen  die  Ebeoeo 
nicht  involutorisch  sein  können,  geht  einfach  daraus  hervor,  im 
ihre  Mittelpunkte  im  ersten  Falle  erst  nach  der  Umdrehung  isk 
vereinigen  ^  und  im  zweiten  schon  anfangs  getrennt  gewesen  mA* 

Lehrsatz    3. 

Zwei  reciproke  Ebenen  lassen  sich  immer  so  anf- 
einander  legen,  dass  a)  alle  Punkte,  welche  aaf  ihre 
Polaren  fallen,  zwei  geraden  Linien,  und  ihre  Polaren 
zwei  Strahlbfischeln  angehören,  deren  Mittelpaokte 
mit  dem  Durchschnitt  dieser  Linien  in  geraderLioie 
liegen;  und  dass  b)  alle  Jene  Punkte  einer  einzieeo 
Geraden,  und  ihre  Polaren  einem  einzigen  Strahlbisdiil 
angehören;  und  zwar  sind  in  beiden  Fällen  dieEht- 
nen  nicht  involutorisch. 

Beweis,  a)  Denn  da  eine  Gerade  und  ein  ebener KgM^ 
bflschel,  welche  projektivisch  sind,  allemal  perspektivisdjillt 
werden  können,  so  kann  man  die  eine  Ebene  S|  allem2J||;llf 
Üt  legen,  dass  die  Punkte  einer  belieBtgen  Geraden  Ai  m  " 
Polaren  fallen.  Es  sei  B  der  Pol  von  Ai,  nach  welchen 
Polaren  gehen,  so  werden  die  Polaren  aller  Punkte  deij 
Gerade^  A,  welche  sich  mit  Ai  vereinigt,  im  Allgemeine 
anderen  Strahlbiischel  Bi  bilden  nnd  durch  diese  Punkte  ffkB\ 
und  wiederum  werden  die  Pole  aller  Strahlen  des  Punkte»  Ij^'i 
welcher  mit  B  vereinigt  ist,  in  einer  neuen  Geraden  J'  ii«l» 
jeder  auf  seiner  Polare  liegen,  und  die  mit  A'  vereuiigte  GeiW 
Ai^  muss  dem  mit  Bi  vereinigten  Punkte  B^  entsprechen.  B« 
beiden  Polaren  des  Durchschnittes  von  (AAi)  und  (A'Ai)  gA** 
eine  jede  sowohl  durch  diesen  Punkt ,  als  auch  durch  die  heSdcB 
Punkte  {BBi)  und  (B'Bi),  fallen   also  zusammen. 

b)  Man  denke  sich  die  Ebenen  involutorisch  und  zwar  so  ge- 
legt, dass  sie  eine  Hyperbel  erzenen;  so  lässt  sich  allemal  ene, 
ja,  wenn  dieselbe  nicnt  gleichseitig  ist,  vier  Tangenten  ziehet» 
welche  auf  einer  Asymptote  senkrecnt  stehen.  Durch  den  BeHA* 
rungspunkt  (eci)  einer  solchen  Tangente  lege  man  eine  GeiaJ« 
(AAt)  mit  jener  Asymptote  parallel;  so  ist  der  Punkt  {BBih^ 
welcnem  die  Tangente  und  Asymptote  sich  schneiden,  der  hi^ 
monische  Pol  von  (AAi),  und  die  zug,  barm.  Pole  dieser  Gera- 
den haben  paarweise  gleiche  Abstände  vom  Punkte  (eej).  Wendet 
man  nun  die  Ebene  iCi  um  jene  Tangente  herum,  so  behaupten 
diese  letztere,  die  Gerade  Ai  und  die  Punkte  ti,  Ä|  nebst  dem 
unendlich  entfernten  von  Ai  ihre  Stelle,  alle  übrigen  Punkte 
A] ,  bi ,  Ci . . . .  dieser  letzteren  aber  fallen  auf  ihre  zug.  Pole  «>  ^ 
C —  und  also  auch  auf  ihre  Polaren  Bd,  Ä>,  Bc.,.,9  mit  welchen 
gleichzeitig  auch  die  Polaren  ^Oi,  Bibi,  BiCi,.,,  von  ?»^*^ 
sich  vereinigen.  Die  Gerade  (AAi)  entspricht  also  auch  jetzt  iw» 
dem  Punkte  (BBi)  in  doppeltem  6inne,  zugleich  aber  aiieh  jeder 


1«3 

Poikt  (OOi) ....  dem  ihn  treffenden  Strahle  von  (JBA ).  Ist  nun  p 
irgend  ein  ausserhalb  (AAi)  liegender  Punkt,  a  aer  nach  ihm 
gehende  Strahl  von  (BBi)  und  a  der  Durchschnitt  von  a  und 
{Adi),  so  gehen  die  Polaren  von  p  beide  durch  a,  können  also 
nicht  durch  p  gehen,  weil  sie  sonst  mit  a,  und  folglich  p  mit  a 
«ch^  vereinigen  mfissten.  Also  liegen  nur  die  Punkte  von  (AAi) 
auf  ihren  Polaren.  Denkt  mar\  sich  endlich,  dass  die  Ebenen  auf 
irgend  eine  Weise  die  Lage  b)  erhalten  haben,  so  Qberzeugt  man 
sieb  mittels  des  ersten  Theiles  von  Lehrsatz  1.  sogleich,  dass  sie 
durch  gehörige  Umwendung  involutorisch  werden,  äass  die  Gerade 
(AAi)  einer  Asymptote  der  so  entstehenden  Hyperbel  parallel  wird, 
and  daher  die  nun  vereinigten  Mittelpunkte  der  Ebenen  vorher 
Dicht  vereinigt,  die  Ebenen  also  auch  nicht  involutorisch  gewesen 
sein  kSnnen. 


Lehrsatz    4. 

In  xwel  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 
kSonen  nicht  bloss  zwei  oder  irgend  einegrOssere,  aber 
beschränkte  Anzahl  von  iPnnkten  auf  ihren  Polaren 
liegen. 

Beweis.  Hat  irgend  em  solcher  Punkt  zwei  besondere  Pola- 
ttM»  so  hat  jede  der  letzteren,  in  anderem  Sinne  genommen,  einen 
tiNitm  auf  ihr  liegenden  Pol,  dieser  eine  zweite  Polare,  diese 
«inti  neuen  Pol  und  so  ins  Unendliche  fort;  es  kann  also  hoch- 
itellven  solchen  Punkten  die  Rede  sein,  denen  einerlei  Gerade 
te  ilppiltem  Sinne  entspriclit.  Liegen  nun  drei  derselben  in  ge- 
nfa  LMe ,  so  müssen  alle  Punkte  dieser  Linie  auf  ihren  Polaren 
Kmfl  ^  trad  findet  jenes  nicht  statt,  so  sind  die  Ebenen  nach 
Lmf$9tx  1.  involutorisch  und  auf  jeder  durch  einen  dieser  Punkte 
gebenden  Geraden  müssen  sich  zwei  zug.  barm.  Pole  derselben  in 
eiotta  neuen  Punkte  vereinigen,  so  dasS  also  die  Ebenen  unzäh- 
foe  Punkte  besitzen,  die  auf  ihren  Polaren  liegen.  Es  erübrigt 
also  Bur  noch  der  Fall  von  zwei  solchen  Punkten.  Man  denke 
sidi  durch  diese  Punkte  a,  b,  deren  Verbindungslinie  A  sei> 
zwei  Parallelen  a,  b  gezogen;  so  werden  die  zug.  Polare  von  a, 
opd  ebenso  die  von  6,  zwei  gleichliegende  projektivische  Gerade 
btUen,  weil  pur  in  solchen  es  sich  ereilen  kann,  dass  ein  ein- 
z^e^  Paar  entsprechende  Punkte  sich  m  (l  (b)  vereinigen^  und 
nur  in  einem  Falle,  wenn  a  mit  der  Polare  von  a  zusammenfallt^ 
tritt  der  Umstand  ein,  dass  alle  Punkte  der  einen  Geraden  dem 
einzigen  Punkte  a  entsprechen.  In  allen  anderen  Fällen  wird  0, 
oad  ebenso  b,  in  der  Mitte  zwischen  den  Durchschnitten  der 
Paraltelstrahlen  ^  d.  h.  der  Polaren  des  unendlich  entfernten  Punk- 
los  von  a  und  b  liegen,  diese  Polaren  also  in  einem  Punkte  p 
von  A  convergiren  müssen.  Nun  aber  haben  die  Punkte  a  und  b 
fia  jeder  nur  eine  einzice  Polare,  also  die  Gerade  A  auch  nur 
eiaeo  einzigen  Pol  ß\  die  beiden  Polaren  von  p  gehen  sowohl 
durch  JB,  als  auch  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
a,  6;  sie  fallen  also  in  eine  einzige  p  zusammen.  Die  Ebenen 
besitzen  also  zwei  Punkte  Ji  und  p,  welche  nicht  >auf  ihren  Pola- 
ren liegen  und  denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  sind  also 
nach  Lehrs.  L  involutorisch  unu  besitzen  unzählige  Punkte  wie  ft  und  b. 
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Aus  den  drei  letzten   Lehrsätzen  e^iebt  sich  nim  mit  aller 
Strenge : 


Lehrsatz    5. 

ei    aufein 
ibt  es  en 


In  zwei  aufeinandergelegten  reciproken  Ebenea 
eibt  es  entweder  keinen  oder  nur  einen  oder  unzählige 
Punkte,  welche  auf  ihren  Polaren  liegen;  und  diese 
Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelscnnlttoder  zwei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 

Lehrsatz    6. 

In  zwei  involutorischen  Ebenen  gibt  es  entweder 
keinen  oder  unzählige  Punkte,  welche  auf  ihren  Pola* 
ren  liegen,  und  diese  Punkte  bilden  allemal  einen  Ke- 
gelschnitt, dessen  Tangenten  ihre  Polaren  sind. 

Die  im  vierten  Theile  des  Archivs  S.  273  und  276  tnMit 
nen  Sätze  gelten  auch  von  den  zug.  Durchmessern ,  AchsenMok* 
t^n  und  den  Brennpunkten  zweier  involutorischer  Ebenen ,  uDd  mr 
nicht  bloss,   wenn  sie  einen  Kegelschnitt  erzeugen,   sondere  wct 
wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.    Da  dieselben  später  zur  Eotffkl^ 
lung   ganz  ähnlicher   Eigenschaften  der    reciproken  StakWieM 
dienen  sollen,    welche  letzteren   für  die  Theorie  der  Flädhl^ 
zweiten  Grades  von  äusserster  Wichtigkeit  sind,   so  soll  K*"* 
Beweis  für  den  noch  nicht  betrachteten  Fall  nachgeholt  vrmi$v 

Es  sei  in  Taf.  V.  Fig.  1.  M  der  Mittelpunkt  der  beiden  EleW 
6,  &i  seien  diejenif'en  zwei  zug.  härm.  Pole  (ideale  Scheitri}lff 
einen  Achse,  welche  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  ÜTte 
Involution  haben;  so  ist  ßis  =  A  die  halbe  Länge  dieser  Ml^ 
und  es  sei  B  die  auf  ähnliche  Weise  zu  nehmende  halbe  Ujp 
der  anderen  Achse ;  die  im  Punkte  d  auf  dd|  senkrechte  ^^''^^ 
ist  die  barm.  Polare  des  anderen  Punktes  a^.  Sind  nnnM^I^ 
irgend  zwei  zug.  Durchmesser  der  Ebenen ,  welche  die  $  in  A»  ^ 
schneiden,  so  geht  die  barm.  Polare  von  a  durch  s^  und  ist  nut 
Mdi  parallel,  und  die  barm.  Polare  von  (tt  geht  auch  durch  Si 
und  ist  niit  Ma  parallel;  erstere  schneide  die  Ma  in  cfj  und  die 
andere  Achse  in  bj ,  letztere  die  ßiai  in  a  und  dieselbe  Achse  »o 
b;  so  ist  ilfb#8a,  ilfbi^sai,  abxbb^;  und  da  die  harro.  Po- 
lare von  b^  durch  a  gehen  und  senkrecht  auf  bb|  stehen  injW, 
so  sind  b,  bi  zug.  härm.  Pole  der  anderen  Achse,  und  folgiK* 
mb,Mbi=:zB^.  ^Sind  endlich  ^i,  ^  die  halben  Längen  der 
Durchmesser  Ma,  Mc^i ,  d.  h.  der  gegenseitigen  Abstände  deqe- 
nigen  zug.  barm.  Pole  dieser  Durchmesser,  welche  vom  Paukte  M 

f leichweit  entfernt  sind,   so  ist,    weil  a,  «i  und  öi,  «  zug-  ^*""* 
o\e  derselben  sind,   Ma.Mcci  =  ^i«,  mi.Ma  =  Bi*.    Aas  den 
Proportionen 

Ma:Mai=zaai:Mbi  und  Mai', Ma=aai: Mb 

ergibt  sich  nun 

M    »«        ^«     Ma^,Mbi      MM     MM      n«     M^ij:^' (i) 
Ma.Mai=A^^= — ^^— i;    ifa|.i!fa==Äi«==  — ^^p'  ^*^ 
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AA ;  folgikb  müssten  My,  Mß,  Ma  tu  einer  Ebene,  und  die 
Punkte  y,  ß,  am  einer  Geraden  liegen»  vras  nnr  dann  mdffU<ib 
ist»  wenn  einer  der  Punkte  a,  b,  c,  z.  B.  c,  unendlich  entfernt 
ist.  Dann  aber  wSre  c|lc2»  die  Ebenen  Alb»  />iab,  beide  senk- 
recht auf  2,  wQrden  also»  da  durch  DDi  nur  eine  senkrechte 
Ebene  auf  (S  geftik  werden  kann ,  mit  der  vorbin  gedachten  Ebene» 
und  die  neuen  Dreikante  mit  den  früheren  zusammenfallen,  b)  Steht 
DDi  senkrecht  auf  iJt,  so  bilden  je  zwei  rechtwinklig  und  mit 
ft  parallele  Strahlen  nebst  UD^  ein  normales  gleichseitiges  Drei- 
kant, welchem  ein  gleiches  im  anderen  Strahlbüscbel  entspricht; 
und  c)  liegt  S  mitteninne  zwischen  D,  />|  oder  ist  unendlich  ent- 
fernt» Ro  gibt  es  unzählige  beliebige  solche  Dreikante. 

Erklärungen. 

Eine  Ebene  und  ein  räumlicher  Strahlbiisch^l  beis- 
sen  coliiuear  oder  reciprok»  wenn  eine  zweite  Ebene 
mit  der  ersteren  lieziiglich  collinear  oder  reciprok  und 
mit  dem  letzteren  (in  Ansehung  der  betreffenden  Elementen-' 
paare)  perspektivisch  ist. 

Zwei  räumliche  .Strablbüschel  heissen  collinear 
oder  reciprok»  wenn  bezüglich  entweder  beide  mit  der- 
selben Ebene  collinear  oder  beide  reciprok»  oder  aber 
der  eine  mit  einer  Ebene  collinear»  der  andere  mit  der- 
selben Ebene  reciprok  ist. 

Oboe  weitere  Erläuterung  wird  man  nun  die  folgenden  Sätze 
filrtlebtig  befinden. 

Lehrsatz    10. 

Ib  swei  collinearen  räumlichen  Strahlbüschelo  ent« 
«pricht  jedem  ebenen  Strahlbüschel  des  einen  ein  dem- 
selben nrojektivischer  ebener  Strahlbüschel  des  ande- 
ren» una  jedem  Ebenenbüschel  des  ersten  ein  demsel- 
ben projektivischer  EbeneDbüschel  des  letzten;  und 
Qmgekebrt 

Znsatz.  Zwei  räumliche  Strahlbüschel »  deren  Strahlen  paar- 
ireise  gleiche  Winkel  cinschllessen »  sind  collinear»  und  jenacbdem 
diesell^ii  congruent  oder  symmetrisch  sind»  sollen  sie  gleich- 
liegend  oder  ungleichliegend  gleich  heissen, 

Lehrsatz    11. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht einem  jeden  ebenen  Strahlbüschel  des  einen 
ein  demselben  projektivischer  Ebenenbüschel  des  an? 
deren»  und  einem  jeden  Ebenenbüschel  des  ersten  ein 
demselben  projektivischer  ebener  Strahlbüscbel  des 
letzten;    una  umgekehrt. 

Zusatz.  Können  zwei  räumliche  Strahlbüschel  so  gelegt  we^* 
den»  dass  einem  jeden  Strahle  des  einen  eine  gegen  ihn  senkrechte 
Ebene  des  anderen  entspricht,  so  gilt  dasselbe  auch  gegenseitig» 
and  jedem  ebenen  Strahlbüschel  des  einen  entspricht  ein  demsel* 
ben  projektivisch-gleicher  Ebenenbüschel  des  anderen;  dieselben  sind 

Theil  IX.  19 
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daker  tn  jedei*  bdidUgeD  Lage  recbrok,    und   zfm  aoUen  w 
gleiche  reciproke  räundiche  Strahlbüschel  heisseo. 

Lehrsatz    12. 

Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  n  Gebildes  --  Ebenen  aid 
räumliche  Strahlbüschel  —  in  irgend  einer  bestimmten  Ord- 
nung genommen,  der  Reihe  nach  jedes  Gebilde  mit  den 
darauf  felgenden  eollinear  oder  reciprok»  so  ist  jede« 
mit  jedem  und  namentlich  auch  das  erste  mit  den  letz- 
ten eollinear  oder  reciprok. 

Lehrsatz    13. 

In  zwei  coneentrischen  collinearen  räumlichen  Strabl- 
huscheln  müssen  sich  allemal  wenigstens  ein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebt- 
neu  vereinigen. 

Beweis  nach  Seite  25,  1.  des  8ten  This.  des  Archivs mitlab 
zweier  aufeinandergelegten  Ebenen,  deren  eine  mit  dem  €iii«B, 
die  andere  mit  dem  anderen  räumlichen  Strahlbuscbel  perapeU- 
visch  ist. 

Lehrsatz    14. 

In  zwei  beliebig  liegenden  collinearen  rlnmBftf* 
Strahlbüscheln  sind  wenigstens  ein  Paar  entspreckcnlt 
Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebenen  parallel* 

Beweis  nach  dem  vorigen  Satze  pitteis  eines  dritten  Straid- 
liüschels,  welcher  mit  dem  einen  concentrisch  ist  und  ät$mm 
Strahlen  denen  des  anderen  parallel  sind. 

Lehrsatz    15. 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Strahlbüscheln  gibt 
es  allemal  ein  Paar  entsprechende  normale  gleichsei- 
tige Dreikante,  d.  h.  drei  zu  einander  rechtwiDktigeo 
Strahlen  des  einen  entsprechen  drei  eben  solche  Strah- 
len im  anderen. 

Beweis.  Es  seien  Z>,  Di  irgend  zwei  collineare  räumlicbe 
Strahlbüschel,  nämlich 

D(a,b,  e,  ef....)  =  ZX2(cr|4  ii^Cit  f(|....); 

man  denke  sich  einen  mit  Di  coneentrischen  räumlichen  StriU- 
büschel  />2,  dessen  Ebenen  «a,  ß2>  H*  ^4..-  auf  den  Strahlen  «i, 
Ji»  Cit  <^-—  des  ersteren  senkrecht  stehen;  rechne  jetzt  diese 
Eibenen  auch  zu  Z>i  und  denke  sich  die  denselben  in  D  entsprecbeo* 
den  Ebenen  ^9  ß,  r>  d....;  endlich  denke  man  sieh  antn  nat  D 
coneentrischen  StraJiibüschel  D',  dessen  Strahlen  a',  b\  d,  Jt^ 
auf  den  Ebenen  a,  ß,  y,  d....  senkrecht  stehen;  so  ist,  weil  naeb 
Lehrsatz  11.  Zusatz,  die  Strahlbüschel  Di  mA  D^,  D  md  B^ 
reciprok  sind: 
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Ol  (««,  A,  y2>  h-')  =  />(«,  15,  y,  i )  ~iy{a\  6',  c',  </' ), 

aino  anch 

Dia,  b^c,  d.,„)  =  />'(o',  6',  c',  d'..,). 

So  oft  nun  to  diesen  letzten  Strahlbilsclieln  />,  D*  aswei  ent- 
Mirediende  Strahlen  e,  e'  sieh  vereinigen,  mn»a  die  zu  D  geh^ 
rige^  auf  («e'^  senkrechte  Ebene  s  in  1>|  einer  Ebene  i^  entsprechen, 
welche  aaf  einem  Strahle  e^  dieses  Strahlbfischels  senkrecnt  steht, 
der  seinerseits  H^ieder  jenem  ersten  Strahle  e  oder  (ee)  von  />  eni^ 
spricht.  Nno  aber  gibt  es  nach  Lehrsatz  13w  ailemaf  ein  Paar 
solche  Strahlen  e,  e*;  also  gibt  es  in  den  Strahlbuscheln  D,  Dt 
auch  allemal  z\vei  sich  entsprechende  Strahlen,  welche  auf  zwei 
Ebenen  senkrecht  stehen ,  die  sich  ebenfalls  entsprechen.  Die  die- 
ses Ebenen  angehurigen  entsprechenden  prqjektivischen  Strahl- 
bfischel  aber  enthatten  allemal  zwei  entsprecnende  rechte  Win- 
kel; also  bilden  die  Schenkel  des  einen  dieser  Winkel  mit  dem 
auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Strahle  ein  normales  eleiehseltiees 
Dreikant,  welchem  ein  ebensolches  Dreikant  im  anderen  Strahl- 
büsdbel  entspricht. 

Die  entsprechenden  Kartten  und  Seiten  dieser  beiden  Drei- 
kante sollen  die  entsprechenden  drei  Paar  Normalstrah- 
Un  «nd  die  entsprecnenden  drei  Paar  Normalebenen  der 
cdiaearen  räumlicnen  StrahlbQschel  heissen, 

Lehrsatz    16. 

2wei  coUineare  räamliche  Strahlbfischel  lassen  sich 
alleaal  und  zwar  auf  nnzähliffe  Weisen  In  perspektivi- 
sche Lage  bringen;  doch  fallen  in  jeder  dieser,  Lagen 
immer  nur  eiii  bestimmtes  Paar  entsprechende  Mormal- 
ebeoen  aufeinander. 

Beweis.  Es  seien  D,  Di  (Taf.  V.  Fig.  3.)  irgend  zwei  coUineare 
riamliche  Strahlbüschel ,  deren  Mittelpunkte  eine  beliebig  gewählte 
feste  Lage  haben;  r,  if;  ^>  'i;  t,  ti  seien  die  entsprecl^enden 
drei  Paar  Normalstrahlen;  undp,  ^;  <y,  ffi;  t,  Ti  die  denselben 
eegeiiGberllegenden  entsprechenden  drei  Paar  Normalebenen.  Man 
denke  sich  beide  Strafalbaschel  so  gedreht,  dass  ein  Paar  dieser 
Eh^ien^  z.  B.  ^,  ^i,  sich  vereinigen,  und  sodann  wieder  den  einen 
der  in  (qqi)  liegenden  entsprechenden  ebenen  Strahlbüschel  derge- 
stalt um  seinen  festen  Mittelpunkt  Dt  gedreht,  dass  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen  r',  r|'  derselben  mit  der  Verbin- 
dungslinie der  festen  Punkte  D,  Di  zusammen&Uen.  Diess  vor- 
«asgesetzt,  so  mfissen  diese  ebenen  Strahlbüschel  perspektivisch 
stin,  und  sämmtliche  entsprechende  Ebenenpaare  von  /),  Dip 
if^che  durch  die  parallelen  Strahlen  r,  r^  gehen,  werden  sich  in 
hirter  mit  r,  Vi  parallelen  Geraden,  welche  auf  dem  perspekti- 
vischen Durchschnitt  jener  ebenen  Strahlbüschel,  also  in  ein^ 
Ebene  S  liegen,  durchschneiden.^  Kann  man  nun  zeigen,  dass 
ausser  r,  Vi  noch  irgend  ein  zweites  Paar  entsprechende  Strah- 
len, welehe  nicht  an?  der  Eb^ie  (opi)  liegen,  sich  hi  einem  Punkte 
schneiden,  oder  dass  ausser  den  Ebenen  t't  und  riV|,   ^  und  ^i 

12* 
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noch  irgend  .ein  Paar  entsprechende  sich  vereinigen,  so  werden, 
da  zwei  proj.  Ebenenbüscnei  durch  drei  Paar  entsprechende  Ebe- 
nen bestimmt  sind,  je  zwei  entsprechende  Ebenen,  weldie  dnrd 
den  Strahl  DDi  gehen»  sich  vereinigen,  und  demnach  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  von  D,  Di  sich  in  der  Ebene  £  schnei- 
den messen. 

Zu  diesem  Behufe  denke  man  sich  diffch  den  Strahl  r*  einue 
Ebene  gelegt,  welche  die  Ebenen  0,  t  in  den  Strahlen  «',  t'  schnei- 
det, und  durch  Vi'  die  der  ersteren  entsprechende  Ebene ,  wekhe 
die  Ebenen  ^i»  Ti  in  den  entsprechenden  Strahlen  ij',  V  schnei- 
det. Jetzt  bestuume  man  auf  der  Geraden  DD^  zwei  Punkte  p 
und  q  dergestalt,  dass 

Dp_ Dg  __  cot  sr' 

i>iP~^q"~cot*ir," 

und  errichte  in  diesen  Punkten  in  der  Ebene  (pot)  auf  Z>Dj  zwei 
Senkrechte  p,  q.  Ferner  bestimme  man  aui  DDi  zwei  andere 
Punkte  m,  n  so,  dass 

Dm      Dn       cotW 


Ditn     Diti     cot*it|" 

und  beschreibe  in  der  Ebene  (^^J  über  der  Strecke  mn  als  DnrdH 
messer  einen  Kreis  K.      Es  sind  nun  bloss  drei  Fälle   möglich; 
o)  die  Punkte  m  und  n  schliessen  die  Punkte  p  und  q  ein,  unl 
die  Geraden  j»,  (y  schneiden  den  Kreis  K\    b)  die  Punkte  m,  1 
werden  von  den  Funkten  p ,   q  eingeschlossen ,   und  die  Geradca 
p»  q  schneiden  K  nicht ;   c)  die  Punätenpaare  m,  n  und  p,  q  scfalie»- 
eßn  sich  gegenseitig  aus,    und   die  Geraden  p,   q  schneiden  Ik 
nicht;    denn  der  F^dl,  dass  m,  n  mit  p,  q  zusammen&Uen,  Usst 
sich  immer  durch  eine  andere  Wahl  der  Strahlen  t',  ii*  vermddea. 
Man  bemerke  hierbei,  dass  sowohl  m,  n  ^s  p,  q  mit  den  Pmik- 
ten  Z>,  Dl  harmonisch  sind. 

a)  E8  schneide  p  den  Kreis  £  in  d;   so  denke  man  sidi  (fie 
in  (p^)  liegenden  ebenen  Strahlbuscbel  ^und   zugleich  die  raun- 

Sciifen  Strahibiischel  selbst)   so  lange  um  die  Punkte  />,    Di  ^ 
reht,  bis  die  Strahlen  $,  ti  durch  den  Punkt  s  gehen;    dann  ist 

COtpDs  ,  w^.  ^         r.  pD     pD' 

^ÄS=  tngpDi.tngpß,,,  -|^:^ 

Aber  tngfr'.tiigsjrx'  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gedachten  ebenen 
Strahlbiischcl  mit  zwei  unt^leichnamigen  Schenkeln  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  einschliessen,  und  diess  ist  nach  Archiv  Tbl,  IV. 
S.  250.  6.  constant;  also  werden  durch  diese  letzte  Drehung  längs 
der  Geraden  DDi  wiederum  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinig 

Nach  einem  bekannten.  Satze  hat  jeder  Punkt  s   des  Kreises 
K  die  Eigenschaft,  dass 
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Bs  _Dm      Dn  _  coisf 

also  ist 

/>s.  tng^f  s  Z>|S.  tog«!^'. 

Die  den  Ebenen  x,  Xi  gemeinsame  Gerade  steht  hn  Punkte  d  auf 
(iHh)  senkrecht,  und  sind  nun  f,  ti'  die  Punkte,  wo  diese  Gerade 
vtsa  den  Strahlen  f,  t^  geschnitten  wird,  so  ist  dt'  =  Z>3.tang5f 
t=As.tng54^i'  =  9ri';  entweder  also  schneiden  sich  die  Stnüi- 
len  r,  ii  in  einem  Funkte  jener  Geraden,  oder  die  Punkte  tf,  ti' 
liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  a  gleichweit  davon  entfernt; 
m  letzten  Falle  aber  bilden  die  Ebenen  Dt'Di ,  ^' A  gleiche 
Winkel  mit  (qqi)  ;  man  kann  also  den  räumlichen  Stranlbüschel 
Dl  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt  drehen,  dass  drei  Paar  ent- 
sprechende Ebenen,  nämlich  q  und  Qi,  rDo  und  riD.p,  Dt' Di 
mA  Dti*Di  sich  decken.  Folglich  sind  die  räumüchen  Strahl- 
bSschel  2>,  Di  in  beiden  Fällen  perspektivisch. 

6)  Wcnrden  die  Punkte  m,    n   von  den  Punkten  p>    q  einge- 
schlossen, 80  denke  man  sich  die  Strahlbüschel  D,  Di  so  gedretit, 
dass  jetzt  die  Ebenen  t,   r^  zusammenfallen  und  die  Strahlen  i\ 
V  sich  längs  DDi  vereinigen,  und  lasse  jetzt  die  Strahlen  s,  Si 
TOselbe  Rolle  wie  frfil^er,    und  die  Strahlen  r',  ti    diejenige  der 
Stiahten  f,  ti    spielen.    Dann  aber  vertauschen  die  Winkel  sr'  und 
^MA'  und  ^i'i'  gegenseitig  ihre  Rollen,    und  folglich   die  nun- 
üM^en  Punkte  p,  qund  m,  n  bezüglich  mit  den  früheren  Punk- 
tall,' n  und  p,  q  ihre  Stellen;    der  neue  Kreis  K  wird  also  von 
Wiieftni  Geraden  p,  q  geschnitten,  und  folglich  lassen  sich  die 
SHUbischel  Dy  Di  perspektivisch  legen. 

ÄtMliessen  die  Pnnlctenpaare  m,  n  und  p,  q  sich  gegensei- 
^^  ,  so  muss,  wenn  z.  B.  die  Strecke  D€\  kleiner  als  />iq  ist, 
^^^f%tB  Dn  grdsser  als  />]n  sein,   folglich 

W.  «^>W.  SiTi'  und  W.  f<'<f,f/. 


^$  f  geschnitten  werden,  so  ist  bekanntlich 

ingäft* •ekns(f=2ingsr^  und  tngrf»'.sinr<'  =  tngr5' 

oder 

togf^r' .  cos^f  =  tngri' , 
also 

tng  jr*  =  tng  rs' .  tng  »f. 

Verbindet  man  hiermit  noch 

tng  SiTi'  =tngri5|' .  tng  »,  r/ 

oad  nimmt,   was  offenbar  erlaubt  ist,   die  jetzige  Bezeichnung  im 
Siane  der  früheren,  so  sieht  man,  dass^  wenn 

W.  sr'  >  W.  Vj'  und  W.  rf  <  W.  $iti' 
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ist,  dano  nothwendig  W.  ri'>W.  r|f|'  sein  moss,  wihreirf  aodi 

Vf.  rf>W.riti' 

ist.  Aucb  bemerke  man»  dass  dann  der  stumpfe  W.  U'  grosser 
als  der  stumpfe  t|ff ' ,  also  der  spitze  W.  ts'  kleiner  als  der  spitze 
tiSi'  und  zugleich  W.  h^  <  W.  tiVi'  Ist. 

Können  also  im  Falle  c)  die  Strahlbüsehel  2> ,  Di  nicht  perspek* 
tivisch  werden»  so  lange  man  die  Ebenen  p,  Qi  oder  r,  Xg  ddi 
decken  ISsst»  so /müssen  sie  es  nothwendig  werden,  wenn  dk' 
Ebenen  6,  <Si  sich  decken. 

Und  umgekehrt  t  sind  dieselben  der  genannten  Lage  föhlg» 
itidem  die  Ebenen  q,  Qi  sich  decken,  so  Ist  nothwendig  der  Fan 
a)  vorhanden,  also 

W.  ir'^W.  5ir/  und  zugleich  W.  if^W.  iiV; 

w.  <r'^w.  ^V    „       „      w.  ti'^w. /iV; 

es  sind  also  die  Strahlbüschel  der  perspektivischen  Lag  jhAt 
mhig,  weder  wenn  die  Ebenen  t,  T|  noch  wenn  a,  Oi  zurBranH' 
gebracht  werden.  Endlich  leuchtet  ein,  dass  dieselben' ii  ler 
perspektivischen  Lage  verharren»  wenn  man  ihren  Mittetpfdjkjl ' 
immer  andere  Lagen  gibt,  aber  dafür  sorgt,  dass  ihre  verenqtt 
Ebenenpaare  vereinigt  bleiben.  '. 

E  r  k  I  ä  r  u  n  gi 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbusdiehi  soll  j«4ev 
Strahl  die  Polare  der  ihm  entsprechenden  Ebene»  mid 
*ede  Ebene  die  Polare  des  ihr  entsprechenden  Strak» 
es;  und  wenn  erstere  coocentrisch  sind,  sollen  je  zwei  Strah- 
len einer  Ebene,  von  denen  der  eine  in  der  Polare  des  MMlerm 
liegt,  zugeordnete  Polaren  dieser  Ebene,  und  je  xwä 
Ebenen,  voo  denen  die  eine  die  Polare  der  anderen  enthält»  •tw 
geordnete  Polaren  des  Strahles,  in  welchem  sie  sink 
schneiden,  genannt  werden.  Entsorechen  sich  je  zwei  Elementen- 
paare in  doppeltem  Sinne,  so  wira  diess  durch  das  Beiw<»rt  „har- 
monisch'^  angedeutet,  und  die  Strahlbüschel  heissen  dann  invA' 
lutorisch. 

Die  folgenden  drei  SStze  wird  man  ohne  Schwierigkeit  aas 
den  Sätzen  11,  5  und  6  abzuleiten  wissen. 

Lehrsatz    17. 

In  zwei  concentrischen  reciproken  räumlichen  Strahl* 
büscheln  bilden  die  sämmtlicnen  Paare  zugeordneter 
Polaren  einer  Ebene,  in  bestimmtem  Sinne  genommen, 
zwei  nrojektivische  ebene  Strahlbflschel,  und  die 
sämmtlichen  Paare  sugeordneter  Polaren  eines  Strahls, 
in  bestimmtem  Sinne  genommen,  zwei  nrojektivische 
Ebenenbüscbel,    und   zwar   sind  jene   enenen    Strahl- 


i 


17S 

bflsdiel  ««wohl  als  diese  Ebenenbfiscbel  iiiTolatorisch» 
wenn  die  räumlichen  S  trablb  fisch  el  iovolatorisch 
•ind. 

Lehrsats    18. 

In  zwei  concentrischen  reciprokeo  räumlichen  Strahl- 
bSscbeln  gibt  es  entweder  keinen  oder  nureinenoder 
unzSlilige  Strahlen^  welche  auf  ihren  Polaren  liegen^ 
und  diese  Strahlen  bilden  entweder  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  oder  zwei  Ebenen  oder  nur  eine  ein- 
zige Ebene. 

Lehrsatz    19. 

In  zwei  involutorischen  räumlichen  Strahlbflscheln 
gibt  es  entweder  keinen  oder  unzählige  Strahlen,  welche 
auf  ihren  Polaren  liegen,  und  diese  iSltrahlen  bilden  alle- 
mal einen  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Beruh- 
riDgsebenen  ihre  Polaren  sind. 

Lehrsatz    20. 

Liegen  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbdscbel  be- 
liebig im  Räume,    so  gibt   es   entweder  in    keinem  von 
beiden  einen  Strahl,  der  mit  seiner  Polare  parallel  ist, 
»iet  es   gibt  in  jedem  nur  einen   solchen    Strahl,    und 
Ueeebeiaen  Strahlen  sind  unter  sich  parallel,  oder  es 
tlblt&jed^  unzählige  solche  Strahleu;   und  zwar  bil- 
nea  dWse  Strahlen   entweder  zwei   Kegel    des  zweiten 
Grades,   deren  Strahlen  paarweise  parallel  sind,  oder 
sifai  Paar  parallele   Ebenen,   oder  ein   einziges   Paar 
B^lAm  Ebenen. 

Beweis.  Denn  denkt  man  sich  einen  dritten  räumlichen 
Strahlbiischel  D^,  welcher  mit  dem  einen  der  in  Rede  stehenden, 
a.  B.  Z>,  concentrisch  ist  und  dessen  Strahlen  tu,  6^,  c^,  d^"-* 
irit  den  Strahlen  o^,  bi,  e«,  i/|....  des  anderen  ZX  parallel  sind, 
io  sind  D  und  D^  reciprok ;  so  oft  nun  ein  Strahl  a^  auf  seiner 
Polare  a  liegt,  wird  der  Strahl  Oi  mit  seiner  Polare  a  parallel 
•ein,  und  ist  a  der  mit  a^  vereinigte  Strahl  von  D,  so  muss  auch 
die  dem  D^  angebOrige  Polare  «i  von  a  durch  den  Strahl  a«  gehen, 
also  auch  a  mit  seiner  Polare  parallel  sein.  Folglich  ergibt  sich 
unser  Sat^  ganz  einfach  aus  Lehrsatz  18. 

Lehrsatz    21. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbüscheln  gibt 
es  allemal  ein  Paar  entsprechende  normale  gleichsei- 
tige Dreikante,  d.h.  die  Kantendes  einen  sind  die  Pola- 
ren der  Seitenflächen  des  anderen. 

Beweis.    Denn  ist 

D(a,  6,  c,  d....)  =  />i  K  >  ft  >  n » ^••-)» 
■nd  denkt  man  sich  einen  mit  D|  concentrischen  räumlichen  StraU- 
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bfisehel  £^^  dessdn  StoaUeti  0^9  ^2»  «2»  d^»"  a^  den  Ebenen  «h» 
ßi,  7i,  d|....  senkrecht  sind,  rechnet  jetzt  diese  Strahlen  zn  Ik 
und  cfenkt  sich  wieder  einen  mit  /)  concentrischen  StrahlbuMkel 
/>',  dessen  Strahlen  a',  6',  c',  d'....  auf  denjenigen  Ebenen  c,  ^, 
y,  ö,..,  von  /)  senkrecht  sind,  welche  den  Strahlen  a^  b^  c^d^- 
entsprechen,  so  ist 

also 

D(a,b,c,  d,...)=D' (a',  6',  c',  rf'....). 

So  oft  nun  in   den    collipearen  Strahlbüscheln  D,    ly    zwei  ent- 
sprechende Strahlen  Cy  e'  sich  rereinigen,  nioss  auch  der  auf  («eQ 
senkrechten    Ebene  t   von  D   ein  Strahl  e^  in  i[>x    entsnrecneiir 
welcher  auf  einer  Ebene  ex  ^^^  ^i  senkrecht  steht,  die  ibrerseito 
wieder   dem  Strahle  {ee')  von  />  entspricht.      Nun  aber   gibt  es 
nach  Lehrsatz  13.  allemal  zwei  solche    Strahlen  r,  e*  \    abn  gibt 
es  in  D    allemal  einen  Strahl  und  eiue  darauf  senkrechte  E^bi^ 
deren  Polaren  in  Z>i  bezüglich    eine  Ebene  und   ein  darauf  maIe- 
rechter  Strahl  sind.    Erstere  mögen  r,  ^,   letztere  Qi^  Vi  htisscD, 
Sämmtliche  der  Ebene  q  angeliürige  Strahlen  von  D  bilden  tioeo 
ebenen  Strahlbüschel  B,  und  deren  Polaren  einen  mit  B  |ireiekti- 
vischen  Ebenenbüsohel  2(] ,  dessen  Achse  rj  ist»   dessen  Emicb 
also  auf  ^1  senkrecht  stoben ,  und  \    schneidet  Qi  in  einem  tte" 
nen  Strahlbüschel  Bi ,  der  also  auch  mit  B  projektivisch  ist  Akt 
Bj    Bi  haben  allemal  zwei  entsprechende  redite  Winkel  ^   ab* 
gibt   es  in  B  zwei  rechtwinklige  Strahlen  $,  iy  denen  in  2(|  zwei 
Ebenen  (% ,  Tt  entsprechen,  w;elche  ebenfalls  einen  rechten  Flächea« 
winke!   einscn Hessen ;   und  somit  gibt  es  in  D  drei  zn  etnandtt 
rechtwinklige  Strahlen  r,  $,  ty  denen  in />|  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  Qiy    Ciy    Xi  entsprechen,    und  Qy    tf,  r  sind  die 
Verbindungsebenen  von  t  und  ty  r  und  f,  r  und  s;    und  sind  Vi^ 
$iy  tj  die  Durcbschnittslinien  von  Oi  und  r^,  ^j  und  r^,  qi  und  i^ 
so  müssen  auch  q^  Cy  t  und  Vi,  61,  r^  sich  bezüglich  entsprechen. 

Erklärung.  ' 

Die  so  erhaltenen  drei  Strahlen  r,  s,  t  und  deren  Polar«i  Ci* 
<Ji,  Xi  (oder  Viy  Si,  ti  und  (>,<?,  r)  sollen  drei  polarische  Nor- 
malstrahlen  und  iN'ormalebenen,  und  je  zwei  Strahlen  r,ri; 
Sy  Si'y  t,  ti  zugeordnete  Normalstrahfen,  je  zwei  Ebenen 
Qy  Qi'y  6,  <Ti ;  X,  Ti  zugeordnete  Normalebenen  der  reci- 
proken  Strahlbüschel  Dy  X>]  heissen. 

Lehrsatz    22^. 

Zwei  concentrische  recfproke  räumliche  Strahl- 
büscbel  sind  involutorisch,  wenn  irgend  zwei  Strahl^ii, 
welche  nicht,  oder  wenn  irgend  drei  Strahlen,  welche 
auf  ihren  Polaren,  doch  nicht  in  einer  Ebene,  liegen» 
densel{>en  in  doppeltem  Sinne  entsprechen;  und  daher 
auch,  wenn  ihre  zugeordneten  Normalstrahlen  sieb 
pharwetse  vereinigen.    .  • 
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Beweis  nach  Lehrsatz  1.  mittele  zweier  auf  eioander  geleg- 
ter Ebenen»  welche  einzeln  mit  den  beiden  Strahlbüschein  per- 
spektivisch sind. 

Erklärung. 

Die  Tcreinigten  NormalstraMen  (iti),   (asi),   (tti)  oder  r,  m,  i 
zweier  involutorischen  rKumlichen  Strahlbiischel  sollen  die  Achsen, 
nnd  die  vereinigten  Nomialehenen  (^Pi),  (<y(ri),  (tti)   oder  g,  a,  t 
sollen  die  Achsenebenen  dieser  (»trahlbüschel  tieissen;    femer 
jede  Ebene,  welche  durch  eine  Achse  geht,  eine  Durehmesser- 
ebeuc    dieser   Achse,    jeder    Strahl    einer   Achsenebene   ein 
Achsenstrahl  dieser  Ebene.     Die  Hauptstrahlen  der  von  den 
zug.  barm.  Polaren  einer  Durehmesserebene  gebildeten  Involution 
ocier  auch  die  von  der  betreffenden  Achse  gleichweit  abstehenden 
KQg.  härm.  Polaren  bilden  zwei  Winkel;    derienige   von    beiden» 
vrdcher  von  der  Achse  gehalftet  wird ,  heisst  ein  Durchmesser- 
wiokel^    und  die  zwei  zugeordneten  Durchniesserebenen  zugehö- 
rigen Durchmesserwinkel  heissen  selber  zugeordnete.    Die  bei- 
den einer   Achsenebene  zugehörigen    Durchmesserwinkel  heissen 
Achsen winkel  in. Bezug  au i  die  Achse,    von  welcher  sie 
eebälftet  werden,   und  ihre  Schenkel  Scheitelkanten  der  invo- 
kitorischen  StrahlbuscheL    Ebenso  bilden-die  Hauptebenen  der  von 
dto  zug.  härm.  Polaren   eines  Achsenstrahls  gebildeten  Involution 
von  Ettenen  oder  auch  die-  von  der  Achsenebene  gleichweit  abste- 
heoAen  zag.  härm. •  Polaren  zwei  Winkel;    derjenige, von  beiden, 
wfkber  von  d^r  Achsenebene  gehalftet  wird,  heisst  ein  Achsen- 
itr&hi Winkel,    und  die  zwei  zug.  Achsenstrahlen    zugehörigen 
Aeheeni^cahlwinkel  heissen  selber   zugeordnete.      Die   beiden 
tiner  Aciise  zu^ehörij^en  Achsenstrahlwinkel  sind  den  beiden  Ach- 
MBwijikeln  gleich  9   welche   der  gegenüberliegenden  Achsenebene 
asgebören;    ihre  Schenkelebenen  können  Scheitelebenen  der 
StraUbnscbel  genannt  werden. 

Erzeugen  diese  letzteren  einen  Kegel,  so  sind  die  Achsen  und 
AchKesebenen  derselben  zugleich  auch  Achsen  und  Achsenebenen 
fes  Kegels.  Me  ihnerhalb  des  letzteren  liegende  Achse  keisst 
die  innere  und  die  ihr  entsprechende  Achsenebene  die  aus- 
sereY  von  den  beiden  Achsen  winkeln,  die  der  inneren  Achse  zu- 
gehdren,  heisst  der  grössere  der  Haupt-,  der  kleinere  der  Nebeh- 
achsenwinkel, und  der  spitze,  welcher  in  der  äusseren  Ach* 
senebenc  liegt,  der  äussere  Achsen  winkel;  Haupt-  oder 
Nebeu achsenebene  sagt  man,  jcnachdem  dieselbe  den  Haupte 
oder  Nebenachsenwinkel  enthält;  und  auch  die  entsprechende 
Achse  heisst  Haupt-  oder  Neben  ach  se.  Erzeugen  aber  die 
Stmblbfiscbel  keinen  Kegel,  so  sollen  die  drei  spitzen  Achsen* 
winkel  je  nach  ihrer  Grösse  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenach- 
senwinkel,  die  sie  enthaltenden  Achsenebenen  Haupt-,  Mit- 
tel- und  Nebenächsenebene,  und  die  darauf  senkrechten  Ach- 
sen bezüglich  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenachse  heissen. 
Kennnt  nur  eine  einzige  Achse  in  Betrncht,  so  wird  derjenige  Ach- 
seowbkel.  dessen  Schenkel  wirkliche  Scheitelkanten  des  Kegels 
nndy  und  wenn  kein  Kegel  vorbanden  ist,  der  grössere  der  Ach- 
Mnwiokel,  welche  dieser  Achse  zugehören,  Haupt-,  der  kleinere 
Nebenadisen winkel  genannt  werden. 


17» 

Lehrsats    23. 

Der  Süssere  Achsenwinkel  and  der  .Mittelachsen- 
Winkel  cehoren  allemal  der  Nebenachse  an;  und  der 
Mittelachse  gehören  allemal  der  Haupt-  und  der  Nebee- 
achsenwinkei  an. 

Beweis.  Man  denke  sich  a)  wenn  ein  Kegel  erzeusct  wird, 
auf  die  innere  Achse,  b)  wenn  keiner  erzeugt  wird,  aut  irgend 
eine  Achse  eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  ,so  erhält  man  zwei  in- 
volutorische  Ebenen ,  deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  jener  Achse 
ist  und  deren  Achsen  mit  den  beiden  anderen  Achsen  der  invo- 
lutorischcn  Strahl büsc hei  parallel  sind.  Ausserdem  ist  der  von  der 
grosseren  Achse  der  Ebenen  pehalftete  kleinste  Winkel,  den  zwei 
zug.  Durchmesser  derselben  emschliessen,  demjenigen  Achscomn- 
kel  gleich,  welcher  der  mit  jener  Ebene  parallelen  Achseoebene 
and  der  mit  der  grosseren  Achse  der  Ebenen  parallelen  Achse 
der  Strahlbnschel  angehört.  Bezeichnet  man  nun  die  Hälfte  jenes 
kleinsten  Winkels  mit  y,  die  halbe  grosse  Achse  der  Ebenen  mit 
A,  die  halbe  kleinere  mit  B,  den  halben  Achsenwinkel,  wefeher 
jener  ersten  Achse  angehört  und  die  Strecke  A  bestimmt,  mit  a 
und  den  halben  anderen,  welcher  die  Strecke  ^  bestimmt,  mit  A 
endlich  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Ebenen  und  AexStnm* 
büschel  von  einander  mit  h;    so  ist 

^=:A.tnga,  B^=sk.tikgß, 

and  nicht  nur  im  Falle  a),  wo  A  und  B  einer  Ellipse  aoeehSres, 
sondern  aucfi  im  Falle  6),  wie  aus  der  am  Ende  des  ^  L  efit* 
wickelten  Gleichung  (2)  hervorgeht,  wenn  Ai^zy,  Ä|=0  geseW 
wird: 

°'      A      tnga' 

Da  nun  B'^A,  so  ist  auch  /?  <  a  und  y<45^.  Hiermit  ist 
also  bewiesen,  dass  im  Falle  a)  von  d^  beiden  Acbsenwinkeln, 
welche  auf  der  äusseren  Achsenebene  liegen»  derjenige  ein  «pit- 
zer,  d.  h.  der  äussere  Achsenwinkel  ist,  welcher  der  au  der  Ebene 
von  ß  stehendeo  Achse,  d.  h.  der  Nebenachse  angehört.  Im 
Falle  6)  denke  inan  sich  in  Taf.  V.  Fig.  4.  die  Bogen  rfi ,  rf;  stftr*\ 
ti^y  isx  als  die  Maasse  der  halben  Achsenwinkei,  welche  beififf* 
lieh  den  Achsen  r,  s,  <  angehören ;  so  ergibt  sich  aus  dem  Von- 
gen, dass  wenn  xr'<f^  ist,  rf|  < 45^  sein  muss.  Ist  nun«!' < 45^, 
80  Ist  Ui'^tr'  aus  demselben  Grunde,  als  rsi<45^  ist,  wenn 
«r'<i<';  und  folglich  ist  rsi^'^tr''^  also  messen  die  doppelten 
Bogen  kf  y  r$i  und  sr'  drei  spitze  Achsenwinkel,  von  denen  der 
erste  der  grösste  und  der  letzte  der  kleinste  ^ist  Ist  da^i^en 
if  >45^,  so  ist  ausser  r*i  auch  rf  <45<>.  Es  sei  nun  r»i<rf; 
80  ist  «''<45o,  und  da  rf<4öo,  so  ist  <r'<<f|^,  also  «•'>«•; 
die  doppelten  Bogen  vif,  sr^,  rsi  messen  also  drei  spitze  Winkel 
von  denen  der  erste  der  grOsste,  der  letzte  der  kleinste  ist  Oder 
ist  endlich  r$i>  rif ,  während  if'  >  40^  ist,  so  ist  Ir'  <  45^»  und 
weil  von  vonmerein  ir'<if  ist,  so  ist  iT"!>Til\  also  messeo  wie- 
der die  doppelten  Bogen:  rsi  den  grSssten,  tr'  den  mittleren  uad 
rf  den  kleinsten  spitzen  Achsenwinkei  Unser  Satz  ist  nJso  voH- 
ständig  erwiesen. 
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Ailintfkuiiff  Vergteicht  »an  die  Relation tang/9=taB^ir.taDgy 
MÜ  einer  iin  Beweise  V(m  Lehrsatz  16.  gebrauchteu,  so  sieht  mao 
sogleich»  dasfi  die  sechs  Scheitellcanten  zweier  involutorischer 
räumlicber  Strahlböschel  drei  zu  drei  in  vier  Ebenen  liegen. 

In  der  Figur,  weiche  der  letzten  Betrachtung  zu  Grunde  lag, 
seien  Ai ,  Bt  irgend  zwei  halbe  zugeordnete  Durchmesserlänzen 
der  involutonschen  Ebenen ,  ui,  ßi  die  dieselben  bestimmenden 
halben  I>urcfamesserwinkei  der  involutorischen  Strahlböschel  >  und 
<p»  tt',  ß'  die  Winkel,  welche  jene  Durchmesser  bezüglich  mit 
einander  und  mit  der  grossen  Achse  einschliessen,  oder,  was  offen* 
bar  einerlei  ist,  die  Winkel,  welche  diebetreffenden  Durchmesser* 
ebenen  bezüglich  mit  einander  und  mit  der  den  Winkel  a  enthal* 
tenden  Achsenebene  einscbliessen ;    so  ist 

Ai=zh.iDgai,  Biz=A.tngßi,  A'=h.tnga,  B=^h  tngß; 
und  nach  Archiv.  Tbl.  IV.  8.  273.  und  §.  1.  ist 
jj«+iJ^«=^t+J5a;  Ai.Bi,sin(p=A.B;  A^^iBi*==sm2a':sm2ß^. 
Hieraus  folgt 

tng«ai  +  tng%=tng««  +  tng*^;  (1) 

tnga|.tng|^«sin9=tnga.tngj3;  (2) 

tng  ««4 :  tng  Vi  =  sin  ^t/ :  sin  2ß'.  (3) 

Stak  in  dem  Falle,  dass  die  involutorischen  Strahlbüschel  einen 
K<^  etteugen,  eine  Ebene  nicht  auf  det  inneren,  sondern  auf 
der  flaopt-  oder  Nebenachse  senkrecht,  so  erhält  man  statt  der 
EiPifae  ebie  Hyperbel,  und  da  fiir  diese 

Ist,  60  ist  auch 

ing^ir,— tng%=tng*« — togV  «»•  »•  w. 

Andererseits  denke  man  sich  jetzt  wieder  auf  eine  Achse  r 
ifgeod  z^veier  involutorischer  Strahlbüschel  eine  Ebene  IC  eenk* 
recht  errichtet;  es  sei  a  der  in  der  Achsenebene  rs  oder  t  lie- 
gende, ß  der  in  der  Achsenebene  rt  oder  c  liegende,  zur  Achse 
r  gehörige,  halbe  Achsenwinkel ;  a,  Og  seien  irgend  zwei  zug. 
barm.  Polaren  oder  Achsenstrahlen  der  Ebene  r,  welche  mit  r 
bezüglich  die  Winkel  a*,  ttg'  einscbliessen,  und  zwar  sei  o'  grös- 
ser als  Ol';  und  F,  F]  seien  irgend  zwei  zug.  barm.  Polaren  d^i 
J^senstrahles  a,  welche  mit  der  Achsenebene  t  bezüglich  die 
fttehen winke!' ^ ,  91  einscbliessen.  Endlich  seien  Ai,  J^  bezüg- 
Rrii  die  den  Strahlen  a,  Oi  zugehörigen  halben  Achsenstrahlwin- 
M.  Es  werde  die  Ebene  S,  welche  auch  jetzt  zwei  involutorische 
Ebenen  entttält,  von  der  Achse  r  im  Punkte  üf,  von  den  Achsen- 
'eb(»ien  r  und  6  in  den  Geraden  (Achsen)  A,  B^  welche  zugleich 
Ae  betreffenden  halben  Achsenlängen  vorstellen  mOgen,  von  den 
Achsenstrahlen  ci,  o^  in  den  Punkten  a,  a^  und  von  den  Ebenen 
F,  F|  in  Atn  Geraden  /*,  fi  geschnitten ,  und  es  seien  »',  tpi  die 
Winkel,  welche  fy  fi  bezfiglich  mit  A  einscbliessen.     Diess  vor- 


180 

iiiV^settt,  so  sind  fy  f^  zn-ei  «ng.  härm.  Polaren  de»  Adwcn- 
punktes  a  in  Bezug  auf  die  invohitorischen  Ebenen,  also  nacli  dtr 
am  Ende  des  §.  1.  and  anderwärts  entwickelten  Gleichung  (1)  Ift 

I 

aber  in  dem  Dreikant,  dessen  Scheitel  a  und  dessen  Kanten  a,ii 
f  sind ,  ist  der  von  den  Ebenen  ft  und  r  eingeschlossene  Flächen* 
winke!  ein  rechter,  q)'  der  von  f  und  ^;  Ä— c/  der  von  a  nnd  J 
einge$!chlossene  Kantenwinke!  und  tp  der  dem  q)'  gegenüberliegende 
Fläcbenwinkel ;    also  ist 

tng9'=tng<p.sin(A — a')=tng<pco6flr' 

und  ebenso 

tngipi' =  tng9^  .coso' ; 
also 

tng<p'.tng<pi'  =  tng<p.tng9)i.cosV=^g^-^. 

Das  Produkt  tng(p.tne<pi  ist  fiir  je  zwei  zug.  haniu  Pola- 
ren des  Strahles  a  constant  und  der  sweUen  Potenz  der  Taagmte 
des  halben  Achseni^trahl winkeis  gleich,  welcher  dem  Strahle  a  n- 
gehört;  B=:h. tn^ß,  JUa=zhAng(/  und  ftai=A(tngcf'±tDf;ai')t 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  die  StruM» 
a,  Ol  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  einerlei  Seite  von  r  te* 
gen;    also  ist 

tog« J, .  cos  V  =  tog«'r4^«''±tng«,'; 

oder 

t„„9^  tBg»p •_       tngVa-t-tngV) 

°     '      sina' .cosa'(tnga'±tagai')       tnga'(togii?^togV)  ' 

ebenso,  aber  auch 

^^  , « tng^/3  tngy  0  -^  tng«tf|0 

^  ^  ~sina|'.cosai'  (tnga'itnga/)~tnga/  (tugo*  ±  tng«,')-^*^ 

Hieraus  folgt 

♦  „2J    .f„c2»?    „  tng»|3         /1+tngV  ,   l  +  tngV\ 

tng-J,±  tng^B,  =     tng«'±tng.,'   {"W^' ~ '^^'^'~) 

_  _       tog*i3  tngc/  ±  tngg  +  tnga  .tnga/(tng«'  ±  tnggQ 

tnga'±tnga|'  tngo'.tngai^  ' 

folglich,  da  tnga'.tngo^'=tang^  Ist: 

tDgMi±tng2A=-^^(tng»ail)=tng«/J(l±cot«a).       (2) 
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t^s»ß 


tngM,.tiig«ft=    tng«'oo«V(tnga'±togoiT 
tngKi'.to8'«,'(tng(['±tDgffi') 


tngy.tngV 


~tiig«f  .tog«!  (sin «' cos «,'  J: cos «  sin «j ')*      tng»o  .  sin'(«'  J;  a,')* 
fotgUeh,  wenn  t|f  der  ron  a,  oi  emgeschlDssene  Winkel  ist: 


tagM,:tBg»Bi  = 


I 


Bin  Ml'.  CDS  «i' 


^ain^ttt'ifAa'it^.  (4) 


kt  y  der  halbe  Achsentrinkel,  welcher  der  Achsenebene  p  und 
iwar  der  Achse  s  aagehürt,  so  Ist,  wie  vrii  üben  gesehen, 

■    tngjJ  =  tnga.tDgj- 
oder  auch 

tngß.coltt^  tngyi 
daher  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  der  obigen  Relationen  auch 
M  nie  folgt  aasdrflcben: 

tngM,±tng3^i  =  tngV±tngV' 
linif.^tng^.tngy; 

nt,  da  ß  und  y  den,  den  zug.  Ach- 
halben   Achsenstrahl  winkeln  gleich 

1  die  Strahlen  a,  Ui  nur  dann  auf 
:n,  wenn  die  Acfasenebene  t  den 
t,  so  wird  man  steh  voltkommen 
erzeugt  h^ten: 

Lehrsatz    24. 

rSumlichen  Sirahlbüscheln 


die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  sweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Durch- 
messer winke  I,  jenachdem 
die  betreffende  Achse  in- 
■«rhalb  eiu«h  Kegels  liegt 
•derBicht,  von  unveiänder- 
llchera  Weithe,  nrtd  z-war 
bezüglich  det  Summe  od«r 
dem  Unterschiede  derzwei- 
t«B  Potenzen  der  Tangen- 
ten der  zu  jener  Achse  g|e- 
hürigen  halben  Achsfiuwin- 
k«l  gleich. 


die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  zweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Ach- 
senstrahl winkel,  jenachdem 
die  betreffende  Achsenebe- 
ne auseethalb  eines  Kegels 
liebt  odec  nicht,  vonunver- 
Snaerllohem  Wecthe,  and 
zwar  bezäslich  der  Sainme 
oder  dem  Unterschiede  der 
zweiten  Potenzen  der  Tan- 
genten der  an  jene  Aehsen- 
ebeno  stossenden  halben 
Achscnwinkel  gleich. 
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La  h  r  8 

DasProdukt  derTatigen- 
ten  je  zweier  zugeordneter 
halber  Durchmesserwinkel 
In  den  Sinus  des  Ton  ihren 
Ebenen  eingeschlossenen 
Winkels  ist  von  unverän- 
detlichem  Werthe,  und  zwar 
dem  Produkte  der  Tangen- 
ten der  halben  Achsen- 
vfinkel  gleich»  welche  der 
betreffenden  Achse  ange- 
hören.  . 


atz    25. 

Das  Produkt  der  Tan 
genten  je  zweier  zugeord- 
neter halber  Achseostrahl- 
winkel  in  den  Sinus  des  tod 
den  Achsenstrahlen  eio^e* 
schlossenen  Winkels  ist 
von  unveränderlichem  Wer- 
tbe,  und  zwar  denProd«kte 
der  Tangenten  der  halbea 
Achsenwinkel  gleich»  wei- 
che an  diebetreffende  Acdi« 
aenebene  stoaaen» 


Lehrsatz    26. 


Die  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  je  zweier 
zu  ge  o  rdneterhal  Der  Durch - 
messerwinkel  verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  doppelten  Win- 
kel, welche  inre  Ebenen 
mit  einer  Achsenebene  ein- 
schliessen.  ^ 


Die    zweiten    Potenzen 
der  Tangenten    je    zweier 
zugeordneter    halber    Ach- 
senstrahlwinkel  verhalten 
sich     umgekehrt    vrie    die 
Sinus  der  doppelten  Witt' 
kel,     welche    aie    Acliseo 
strahlen   mit  einer  Achse 
einschliessen. 


Durch  die  Achse  t  und  den  der  Achsenebene  t  an^^efaSn^ 
Achsenstrahl  a  sei  eine  Durchmesserebene  gelegt,  und  die  Sem- 
kel  m,  m'  des  dieser  Ebene  angehurigen  JJurcnmesserwtnkels  31 
mit  dem  zugeordneten  Achsenstrahle  Ui^  d.  h.  der  barm.  Pohie 
dieser  Ebene,  durch  zwei  Ebenen  verbunden;  so  i^t  der  von  den 
letzteren  eingeschlossene  Winkel  2J?i  der  dem  o^  angeh5rtffe  Ach- 
senstrahlwinkel,  und  man  hat  för  die  Winkel  d,  ^,  JBt  aes  von 
den  Strahlen  a,  Oi,  m  gebildeten  rechtwinkligen  Dreikants  fol- 
gende Relation: 

tng^  .8in^s=:tng£. 
Nun  aber  war 


tng^i .  tng^  •8inif;=tngj?.  togy=  tng^/?.cota; 


also  ist 


tng.^1  .tngd=tng/?.tng/=tng*j9.cota. 

Lehrsatz   27. 

Das  Produkt  der  Tangenten  eines  beliebigen  hal- 
ben Durchmesserwinkela,  welcher  einer  bestimmteii 
Achse  angehSrt,  und  des  halben  Aehseustrahlwinfkela» 
welcher  demjenigen  Achsenstrahle  angehSrt,  in  irel* 
ohem  die  entsprechende  Achsenabene  von  dar  Darcb* 
messerebene  geschnitten  wird,  ist  von  unveränderlichem 
Warthe,  und  zwar  dam  Produkte  der  Tangenten  der  an 
diese  Achsenefoene  stossendan  halben  AehsenwinkeJ 
gleich. 
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E»  »tstobt  mm  die  Frage:  a)  ob  und  wie  viele  Ebenen,  und 
b^  ob  und  irie  riele  Strahlen  in  znei  involutortBchen  räuniliclien 
Strafalb  dach  ein  es  gibt,  deren  zujceordnete  barmoiiische  Polaren 
eine  InvolulioD  der  rechten  Winkel  bilden?  und  diese  Frage  wird 
evtecliieden  sein,  wenn  auiiser  den  sog.  Schenkeln  der  ent8|irechen- 
den  rechten  Winket  noch  ein  einziges  Pasr  zae.  härm.  Polaren 
einer  Ebene  oder  eines  Strahles,  M-elihe  rechte  Winkel  einschlies- 
STD,  nachgewiesen  werden  kOnnen. 

a)  Gibt  es  eine  solche  Ebene,  so  musf  Me  eine  Dnrchmefl- 
screl>eNe  sein.  Denn  wStb  sie  dieses  nicht,  so  sei  a  der  Strahl, 
in  welcbem  sie  irgend  eine  Achsenebene,  z.  B.  p,  schneidet;  die 
härm.  Polare  ron  a  wQrde  durch  die  Achse  r  gehen  und  Jene 
Ebene  in  einem  Slralrie  Oi  schneiden,  welcher  mit  a  einen  rech- 
ten Winkel  bildet.  Also  würde  a  Hut  r  und  a, ,  d.  h.  auf  srinet 
Polare  senkrecht  sein,   folglich  entweder  mit  i  oder  t  t 


kel  einscbliesir'en ,    was   im  Allgemeinen  nicht  angenommen  wer- 
den kann. 

Ferner  kann  eine  Dnrchmesserebene ,   deren  zug.  barf»,  Pola- 

m  eine  Invotntion  der  rechten  Winket  bilden,   im  Fall  dass  ein 

Kegel  erzeugt  wird,   denselben  nicht   durchschneiden,   well  sonst 

jene  Involution   aus    ungleichliegenden  Gebilden    bestehen   wQrde, 

ttas  widersprechend  ist;    sie  kann  also  nicht  der  inneren  Achse 

■nftebüren,  und  der  Strahl  a,  in  welchem  sie  die  betreffende  Acb- 

it  der  inneren  Achse  einen  grrisseren 

der  zugeordnete  Aehsfinstrohl  a|. 

tieren  Achse  aogehurigen  halben  Acb- 

len  bleibt,  ob  u^ß  ist,'  und  y   der 

r  sei  die  innere  Achse ;    der  Win- 

der  Ebene  O  an;     a  sei  der  Strahl, 

arch  die  Achse  (  gehende  Durchmes- 

t  schneidet;    A,  der  dem  a  aneeha- 

el,    S  der  der  31  angehriHge    halbe 

der  Winkel,    welchen  a  und  t  ein- 

Obigen : 

tngvl,  .tngd=tng*^.cota 

Hd 

tngV 

*"8  '-^l  =  tnga'(tiig«'--tngtf,')cosV 

_  Ing'P  tng«j3 

~  sin*«'— coeV.tng»«"!  — co8V(I  +  tng'n)' 

Wir«  nun  d=4S<*,   so  wSre  31  eine  Ebene,   wie  wir  sie  enchen; 
Ban  Mtze  alao  Ingd^l,   so  Ist 

*Wo 

,  _  tag»^— tngag  _1  — tng«e.cot»ji 
*'*'*  "  -tng</S<i+tngV)-      l+fngV 
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Jedenfalb  muss  also  ß^o  sein,  und  da  daon  «ach 

1— tng2tf.cot«/3<l  +  tng«o 

Ut>  so  gibt  es  allemal  zwei  Ebenen  2«  aber  auch. nur  zwei;  mA 
awar  gehören  dieselben  der  Nebenachse  t  an  und  bildea  mit 
der  inneren  Achse  r  einen  Winkel  o^»  welcher  durch  die  Gleicbui^ 

„  .      1  — tns'cf.cot*/?      1 — tn^V     cos*«         -^ 
cos  V=  — r-f^ — 3 — -  =  rTT-2  = — Ä--cos2y 

bestimmt  ist,  indem  jetzt  ti)ga=tngj?.tng/  ist. 

ist  kein  Kegel  vorhanden,  «ind  werden  alle  vorigen  Bestia- 
■Hingen  mit  Ausnahme  der  besonder^i  Bedeutung  der  Achsen  und 
Achsenebenen  beibehalten,  so  ist 

tng^x  «^  ^  =  tng^^.cota; 

^     ^^  ^ tng^g ^  tPg^f 

°      ^      tnga'(tnga'  +  tngai')cosV       sin*«'  +  cos  V  .tng^ 

tng*/3        . 

"•  1  +  cos*«'  (tng*a— 1) '    ^ 


I    I 


also,  wenn  tog^  =  l  gesetzt  wird: 

_    tng*tf— tng*/?        tng*tf.cot*jg— 1      1— tni^\f.cot*|) 
cos»«  —  tng*/3(tng*«— 1)-^       tng*«—!  I-Ttng«« 

Es  sind  nun  bloss  drei  Fälle  denkbar: 
1)«<450,  jS<450;   2)«>45^ /J>450;   3)«J45^ /S^4öo. 

Ist  im  Falle  1)  «>j?,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  negativ,  wis 
unmöglich  ist,  da  cos*«'  immer  positiv  ist;  diess  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  /3>«,  und  dann  ist  auch  l  —  tng*ff.cot*^< 
1— tng*«.  Im  Falle  2)  muss  «>/3  sein,  und  im  Falle  3)  fährt  jede 
Annahme  zum  Widerspruch.  Geht  man  nun  auf  Lehrsatz  23.  zu- 
rück und  bedenkt,  dass  wenn  in  Taf.  V.  Fig.  4.  sr'  und  sf  kleiner  als 
45^,  und  *r'  <  *f ,  dann  fr'  und  isi  grosser  als  45^,  und  fr'  >  fci; 
rfi<45^,  r^>45^  sind,  so  schliesst  man  aus  dem  Vorigen,  dass 
die  gesuchte  Ebene  H  nur  auf  derjenigen  Achsenebene  senkrecht 
stehen  kann,  welche  den  kleinsten,  d.  h.  den  Nebenachsenwinkel, 
enthält,  und  al^o  durch  die  Nebenacfase  gehen  muss,  und  dass  es 
nothwendig  zwei»  aber  auch  nur  zwei  solche  Ebenen  gibt,  dereo 
Neigung  ^  gegen  die  Mittelachse  oder,  was  einerlei  ist,  gegen 
die  Hauptacnsenebene  durch  die  Gleichung: 

a /__  l---tng*«cot*/?      1 — tng*y cos*«  cos2y 

1— tng*«         ] — tng *« "^ cos *y  *  cos  2« 

bestimmt  wird,  indem  ß,  v,  «  der  Keihe  nach  den  halben  Uavpt-» 
Mittel-  und  Nebenachsenwinkel  bedeuten. 
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6)  Gibt  es  einen  Strahl  a,  dessen  zug.  bann.  Polaren  eine 
lovolütion  der  recbten  Winkel  bilden,  so  muss  derselbe  einer 
Achsenebene  angeboren;  denn  die  barm.  Polare  a«  derjenigen 
Eiiene  er,  nelcbe  a  mit  einer  Acbse>  z.  B.  mit  r,  verVmdet,  liegt 
io  der  Acbsenebeoe  q,  welche  auf  a  senkrecht  steht;  läge  nun 
a  nicht  in  ^,  so  wurde  auch  die  Ebene >  welche  Oi  mit  a  verbin- 
det, aui  a  senkrecht  sein  und  folglich  auch  a^  auf  a ;  entweder 
wfirde  also  a  mit  einer  der  Acbsenebenen  (S,  x  zusammenfallen,  oder 
je  zwei  zug.  barm.  Polaren  der  Ebene  q  würden  rechte  Winkel 
eioschliesseu ,  was  im  Allgemeinen  nicht  anzunehmen  ist. 

Femer  muss  der  Strahl  a,  wenn  ein  Kegel  erzeugt  wird,  in- 
nerhalb desselben  liegen,  weil  nur  dann  seine  zug.  barm.  Polaren 
fflticbliegende  involutorische  Ebenenbüschel  bilden»  und  muss  da- 
her mit  der  inneren  Achse  einen  kleineren  Winkel  a! ,  als  sein 
zug.  Achsenstrahl  Oi ,  einschliessen.  Daher  ist,  wenn  wir  alle  un- 
ter a)  gemachten  Bestimmungen  beibehalten,  jetzt 

.     ». tng^i?     _  tng«<? 

™S  "*»  ~tnga'  (tngV  — tnga').cosV~cos  V.  tng«a— sinV 

_  tng^/3 

""cosV(tng%  +  l)  — f 

NVSre  nnn  der  halbe  Achsenstrahlwinkel  ^|=45^;,  oder  tneili=l» 
so  wäre  a  der  gesuchte  Strahl.    Unter  dieser  Annahme  aber  ist 


cos  «^  =  i^tng«a"-co8«/3 


oder 

cosa 


cos  «'  = 


cos/3' 


Es  eibt  also  allemal  zwei  Strahlen  a,  wenn  « >  /?»  d.  h.  auf 
der  Uauptachsenebene,  und  zwar  ist  der  von  ihnen  und  der  inne- 
ren Achse  eingeschlossene  Winkel  die  eine  Kathete  eines  recht- 
wkUigen  Dreikants,  dessen  andere  Kathete  dem  halben  Neben- 
adisenwinkel ,  und  dessen  Hypotenuse  dem  halben  Hauptachsen- 
winkel gleich  ist. 

Wird  kein  Kegel  erzeugt  5  so  ist 

.     ,  .  ^ tng]!^^ ^ tng^jg 

^     *      tng(/(tnga'+tnga|')co8V      sin  V  +  cos  V .  tng^ 

tng«/3 


~l+cosV(tng2«— 1)' 

also,  wettn  tngili=:i  gesetzt  wird: 

,  ,     tng^/3  — 1      1— tng^/g      eo8»tf   cos2<? 
"  ~tng2a  — l  ^1— .tng^"^  cos«/Sf*  cos2a' 

Ist  onn  tf<45^ /3<45^  so  muss  a</3  sein,  wenn  ein  Werth  flir 
«"  existiren  soll;    Ist  a>4öo,    /3>450,  90  ist/3>a;    und   Ist 

TheU  1\.  13 


cos 
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a^4&^,  ßStö^,  so  ist  kein  Winkel  a'  denkbar.      Also   gibt  es 

aucb  jetzt  allemal  zw^i,  aberaach  nar  zwei  Strahlen  a;  diese&en 
Uezen  auf  der  Nebenachsenebene  und  schliessen  mit  der  l^littd- 
aebse  einen  Winkel  a'  ein,  welcher  durch  den  halben  Hauptach* 
senwinkel  ß  und  den  halben  Nebenachsenwinkel  a  so,  wie  gezeigt 
bestimmt  wird. 

Noch  ist  zu  bemerken y  das«,  wenn  a=ß  ist,  im  Falle  a) 
costt'=0  ist,  also  beide  Ebenen  21  bezüglicn  mit  der  äusseren 
oder  der  Mittelachsenebene  zusammenfallen ,  was  auch  daraas  fol^t, 
dass  dann  die  Gleichung  tng/3  =  tngcr.tngy  för  den  halben  finste- 
ren oder  Älittelachsenwinkel  y  den  Werth  von  45**  liefert ;  und 
dass  hn  Falle  ö)  co9a'=l  ist,  also  die  beiden  Strahlen  a  beii^ 
lieh  mit  der  inneren  oder  der  Mittelachse  sich  vereinigen,  woiait 
wiederum  die  Gleichung  tngy=l  übereinstimmt 

Erklärung. 

In  zwei  iovoiutorisehen  räumlichen  Strahlbüscheln  seil  jeder 
Strahl  und  jede  Ebene,  deren  zu^.  barm.  Polaren  eine  Invoration 
der  rechten  Winkel  bilden,  bezüglich  eine  Brennlinie  und  eioe 
Brennebene  dieser  StrahibQschel  heissen. 


Lehrsatz    28. 

Zwei  involutorische  räumliche  Strahlbüschel 

besitzen    im    Allgemeinen  besitzen    im   AIIgemeioeB 

allemal  zwei,  aberaucbnur  allemal  zwei,  aber  aucb  out 

zwei     Brennebenen,     und  zwei  Brennlinien,  undzwar 

zwar    sehen    dieselben    in  liegen    dieselben     auf  der 

jedem  Falle  durch  die.Ne-  Haupt-  oder  derNebentcb 

nenachse  und  haben  gegen  senebene,    jenachdem  er 

die  ianere  oder  die  Mittel-»  stere  einen   Kegel    erzer 
acb«e\  gleiche  Neigung. 


gen    oder    nicht,    und    sie 

haben     gegen    die    innere 

I  oder  die  Mittelachse  gleickc 


Neigung. 


Lehrsatz    29. 

Jeder  Kegel  des  zweiten  Grades  wird  in  «we!  T^r- 
schiedenen  Richtungen,'  welche  auf  der  Nebenachseo- 
ebene  senkrecht  sind,  von  einer  beliebigen  Ebene  in 
einer  Kreislinie  geschnitten. 

Beweis.  Denn  aus  Archiv.  Tbl.  VlII.  S."  44.  ceht  hervor, 
dass  ein  jeder  solcher  Kegel  zwei  involutorische  räumSche  StnU* 
büschel  bestimmt,  und  da  ^ie  zug.  Durchmesser  eines  jeden  ebe- 
nen Schnittes  des  ersteren  den  zug.  barm.  Polaren  einer  Ebene 
der  letzteren  parallel  sein  müssen,  so  bilden  die  zug.  Durchmes- 
ser derjenigen  Schnitte  des  Kegels,  welche  einer  Brennebene  die- 
8^  ättrablbuschel  parallel  sind,  eine  Involution  der  rechten  Wib- 
M,  geboren  also  lauter  Kreisen  an. 
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AnmerkoDg.  Die  ßreiinlinlen  und  Brennebenen  zweier  invqluto- 
n«€ber  räemlichef  Strabtbtischel  shid  nicht  nurfibrdie  Thecuri^  des 
Kegeb,    sondern  auch    ßlr   die   der  Flächen  des  z^veiten  Grades 
übmunipt   voii  Wichtigkeit.      Hai  man  nämlich   sich   i!berzeugt> 
dass  die  zug.  Uurcbniesser  und  Durchmesserebenen  einer  Ffädie 
des  zweiten  Grades    zwei  involntorische   räumUche  Strahlbuschei 
bilden  5    und  dass  einerseits  die   zug.  barm.  Polaren  irgend  einer 
E^ene  der  letzteren  zag.  Durchmesser  des  dieser  Ebene  und  der 
FlSche    zweiten    Grades    gemeinschatltlichen  Schnittes,    und  dass 
aodereraeits  die  zug.  barm.  Polaren  eines  beliebigen  Strahles  jener 
Strahlböschel  zug.  Durcbniesserebenen  aller  derjenigen  Kegel  sind, 
nelehe    diese  Fläche^  umhüllen,    und    deren   Scheitel    in    diesem 
Strahle  liegen,    so  flbersiebt  man  mit  einem  Blicke,  dass  1)  alle 
de«  Brennebenen  parallele  Ebenen  die  Fläche  inKrei* 
Kep  seh  neiden  mvssen,   und   dass  dieselben  aaf  der  Nebeoach- 
fifoebene  des  Hyperboloids   und  auf  derjenigen  Acfasenebene  des 
Ellipsoids,    welche  die  grösste  und  kleinste  Achse  enthält,    senk- 
recht sind;    2)  dass  es  unzählige  senkrechte  Kegel  gibt, 
irelche   die  Fläche  nmhdllen,   dass    die    Scheitel   derselben 
7.wei  Dnrchmessern  der  letzteren,    nämlich   den  Brennlinien  jeder 
mvolutorischer  Strahlbüschel ,  angehören  und  daher  auf  der  äaupt- 
achsenebene  des  Hyperboloids  und  auf  derjenigen  Ebene  des  El- 
iipsoids,  welche  die  grOsste  und  kleinste  Achse  enthält,  liegen. 


Zweiter  Theil. 
§.  3. 

Unmittelbare  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
and  Klasse  durch  reciproke  räumliche    Strahlbüschel 

und  Ebenen* 

I.  Flächen  zweiter  Ordnung.  Sind  im  Räume  eine  Ge- 
rade und  ehic  Ebene  beliebig  gegeben,  so  ist  hierdarch,  jenach- 
iem  sie  sich  schneiden  oder  nlcm,  ein  Punkt  von  endlicher  oder 
unendlicher  Entfernung  gegeben ;  and  ist  irgend  ein  Sjrstem  von 
Geraden  und  ein  dem^elnen  entsprechendes  System  von  Ebenen 
eeseben,  so  bilden  die  Durchschnitte  je  einer  Geraden  und  einer 
Ebcte  ein  bestimmtes  System  von  Punkten,  dessen  Gesetz  von 
ifcf  ^Beziehung  jener  beiden  Systeme  auf  einander  abhängig  ist 
Es  ist  die  Frage:  welcher  Art  dieses  Gesetz  sei,  wenn  die 
gegebenen  Systeme  zwei  im  Ranrae  beliebig  liegende 
reciproke  Strahlbüschel  D,  A  si«^? 

£s  sei  B  irsend  eine  Ebene  oder  ein  ebener  Strahlbflschel 
ron  1>  mit  den  Strahlen  a,  6,  c,  rf....;  und  es  sei  2Ii  die  Polare 
von  A'  oder  der  entsprechende  Ebenenbüschel  mit  den  Eben^  ofi,' 

IS» 
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ßt»  Yif  ^1»«"  d^i^  Polaren  von  a,  b,  c,  d.,..;  endlich  seien  ff],  6| 
Ct,  dl....  diejenigen  Geraden,  in  welchen  die  Ebene  £  von  d^ 
Ebenen  «1,  Pi»  Vi,  ^i*...  geschnitten  wird,  welche  aUo  eioen  zwei- 
ten ebenen  Sttablbilschel  Bi  biideti,  und  a,  b,  c,  D...  die  Dotck- 
Schnittspunkte  von  a,  6,  c,  cL...  und  cri>  j^j  /i  *  ^•••*  oder  aijbi, 
Ciy  dl,.*.    Die89  vorausgesetzt 4  so  ist  nach  Lehrsatz  11. 

B(a,  b^Cyd..,^)  =  2li  («1 ,  fi ,  y ,  ^1....)  ^  ^  (^1 » ^1 .  € ,  di ....)> 

also 

ß(n ,  bf  ti,  rf,-..)  =  ßi  ((ii  f  bi,  Ci,  f/i— ..)  *, 

d.  h.  sämnitlicbe  Punkte  a,  b,  c,  Ö....,  in  welchen  die  Strablee 
der  Ebene  B  von  den  ent^rechenden  Ebenen  dea  Strahlbüscbeis 
Dl  geschnitten  werden,  Hegen  auf  einem  Kegelschnitte  Ä,  weldier 
auch  die  Mittelpunkte  Z>,  Bj  des  raumlichen  und  des  ebenen 
Strahlbüschels  Z>,  B^  enthält  und  im  Punkte  D  von  deroieoigeB 
Strahle  e  berührt  ubd,  dessen  Polare  f|  die  Punkte  D,  />i  ood 
Jfj  verbindet.  Im  Punkte  Ä  ben'lhrt  den  K  derjenige  Stranl  »h 
oder  diejenige  Ebene  fti ,  tvelchen  im  Strahlbuscbel  B  oder  Ö  der 
Strahl  D^i  oder  m  entspricht. 

Vertauscht  man  jetzt  B  mit  beliebigen  anderen  Ebenen  ßt 
B".,..  des  StrahlbOscfiels  />,  6o  erhält  man  eben  so  viele  neue 
Kegelschnitte  K,  Ä"....,  deren  Tangenten  in  D  lauter  solchen  Eb^ 
nen  von  Di ,  die  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  DDy  oder 
(fii)  beider  Strahlbuscbel  Z>,  Z>i  gehen,  entsprechen,  alsosämmj- 
lieh  in  einer  Ebene  q>  liegen  müssen,  welche  die  Polare  des  Strao- 
les  fi  ist.  Gehen  die  Ebenen  B,  B' ,  B"....  alle  durch  einerlei 
Strahl  m  oder  DBi ,  bilden  sie  also  einen  Ebenenbuschel,  so  lie* 

fen  ihre  Polaren  2(i ,  2li',  Hi",.»-  alle  in  einerlei  Ebene  fii;  dieio 
en  ersteren  liegenden  Kegelschnitte  K,  Ä',  K'^.,,.  gehen  säaHnt' 
Jich  durch  die  Punkte  />'  un4  ^^ ,  werden  von  der  Ebene  fH  w 
den  neuen  Punkten  JE?i',  Bi"....,  die  den  Strahlen  2Ii',  21]"...  *o- 
gehören,  geschnitten,  und  in  diesen  Punkten  von  denjenigen  Eb^ 
nen  ni',  fAi"...,  berührt,  welche  den  Strahlen  DBi\  Äß."...  oder 
mUm  "»  entsprechen.:  Aus  dauselben  Grunde,  weshalb  die  Punkte 
a,  b,  c,  Ö....  der  Ebene  Ä  einen  Kegelschnitt  K  bilden,  müssen 
iiun  auch  andererseits  die  Punkte  Ä, ,  JB^',  Bi'.„.  der  Ebene  f^i 
einen  Kegelschnitt  A^  bilden,  dessen  Tangente  in  Di  die  Polare 
der  Ebene  DDiBi  ist,  und  dessen  Tangente  in  Bi  der  Ebene  B 
angehört  Und  so  erliült  man  auch  in  allen  übrigen  Ebenen  von 
Dl  Kegelschnitte  Kt',  Ki""">i  in  deren  Punkten  die  in  diesen  Ebe- 
nen liegenden  Strahlen  von  ihren  Polaren  geschnitten  werden; 
un4  die  Geraden,  >^-elche  diese  Kegelschnitte  im  Punkte  A  ^ 
rühren ,  gehören  sämrotlich  einer  Ebene  %« ,  der  Polare  des  gemeio- 
schaftlichen  Strahles  g  der  Strahlbilschel  Z>«  Di^  an.  Ist  ft 
irgend  ein  Punkt  mnes  der  Kegelschnitte,  Vielehe  in  den  Ebenen 
von  D  liegen,  und  sind  a,  ai  die  nach  diesem  Punkte  gehenden 
Strahlen  von  Z>,  Dj ,  so  geht  die  Polare  Oi  von  a  durch  den 
Punkt  a  und  also  auch  durch  den  Strahl  0|,  und  folglich  geht 
die  Polare  a  von  Oi  durch  den  Strahl  n;  der  Punkt  ft  wird  also 
auf  doppelte  Weise  erhalten :  einmal  als  Durchschnitt  eines  Strah- 
les von  D  und  dessen  Polare  in  Di ,  sodann  als  Durchschnitt  eines 
Stral^l^  ,vpn  Dg   i^id  dessen  Polaj-e  in  D.    ^Ferner   berfihrt  die 
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Gerade,  in  nelcher  sich  die  Ebenen  or,  tct  schneiden,  sohx^M  den 
in  a,  als  auch  den  in  txi   liegenden  Kegelschnitt  im  Punkte  a. 

Geht  die  Ebene  B  darch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  von 
/>,  Dä^  so  fällt  der  Punkt  Bi  mit  dem  Punkte  Di  zusammen,  und 
der  iC^elschnitt  K  wird  in  den  Punkten  D,  Z>|  von  denjenigen 
Geraden  berührt ,  in  n  eichen  B  von  den  Polaren  (p,  x^  des  Strah- 
les (f*g)  geschnitten  wird.  Nach  den  Punkten  ft,  b,  C,  D....  dieses 
Kegelschnittes  K  gehen  von  D  und  Dt  die  Strahlenpaare  a,  6,  c, 
rf....;  «.,  61,  Cj,  «/|....;  es  seien  er.,  Pi,  71,  ^1....;  a,  /?,  y,  Ä.... 
bexGglicD  die  Polaren  dieser  Strahlen;  so  bilden  erstere  einen 
Ebenenbuschel  Hi,  letztere  einen  Ebenenbuschel  St,  deren  Achsen 
3.  »  21»  die  Polaren  der  Ebene  B,  im  Allgemeinen  sich  nicht 
euneiden,  und  da 

2((cff i5,y,d....)  =  B(a,  b, c,  d....)  =  A  («1  ^  *i »  ^1 »  ^i  — ) 

^ai|(«i,ft,yi,d,..,.) 
ist,  so  ist 

2l(a,  /S,  7,  *....)   -  2lj  («1 ,  ft ,  yi ,  *i....)  : 

aber  die  Ourcbschnittslinien  je  zweier  Ebenen  er,  cti  ;  /?>  j^t ;  y>  7i ; 
d,  ^....  berühren  in  den  Punkten  a,  b,  c,  D...^  ebensovicie  Paare 
Too  KegeUcbnitteii,  welche  auch  von  den  Geraden  21,  Üi  berührt 
werden;  also  sind  alle  jene  ßerülirungsÜnieo  die  Din*cnschnitte 
der  entsprechenden  Ebeneopaure  zweier  projektivischer  Ebenen- 
hüscheU  welche  schief  im  Räume  liegen,  undT  bilden  also  die  eine 
8cbaar  der  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids ,  zu  dessen  an- 
derer Schaar  2(,  31|  gehören  *). 

*)  Die  Theorie  der  Fl&chtn  des  sweiten  Grades  hat  die  des  einfachen 
Ifffciboloid«  and  des  hyperbolischen  Paraboloids,  ebenso  irie  die  des 
EegeU  de«  tweiten  Grades,  zur  Voranssetzunr;  denn  obschon  dieselben, 
wie  sogleich  f^ezeigt  werden  wird,  auf  dieselbe  allgemeine  Weise,  wie 
die  ihrigen  Flärhcn  dieiM*«  Grades  erzeugt  werden  können,  so  lässt  sich 
doch  die  Genes!«  derselben  loiUelt  einfacherer  Gebilde  bewerksielligeii, 
md  hierdorch  die  ErkenntniHS  ihrer  Eigenschaften  um  Vieles  erleichtern. 
Diese  letztere  ist  durch  Steiner  bereits  geschehen,  nnd  es  wird  daher  zu 
Böserem  Zwecke  genügen ,  ans  dem  ersten  Theile  seines  Werkes  nur  foK 
genden  Lehrsatz  nebst  Definition  auszuziehen  und  wegen  des  Beweise« 
a«f  da«  Werk  selber  zu  ▼erweisen. 

„Wenn  im  Räume  irgend  drei  Gorade  A,  ^1,  A^  irgend  drei  andere 
Gerade  41,  ä,  C  schneiden,  so  schneiden  alle  Geraden  ä^  e,.,^  welche  den 
drei  ereCen  begegnen,  alle  Geraden  X» ,  .44....,  welche  den  drei  letzten 
begegnen,  und  es  haben  die  zwei  Schaaren  Geraden  A,  ^i  ,  A29  A;^^  A«...; 
a^  ö^  C9  dy  e.,„  solche  Beziehung  zu  einander: 

doM  je  zwei  Gerade ,  die  der  nani-  das«    Je    awoi    Gerade     aus    einer 

Ucbea  Schaar  angehören ,  unter  sich  S«haar   die   Achsen   projektivischer 

K^jekfiTisch   sind,    und    zwar    die  Ebenenbuschel  sind,  deren  cntspre> 

•ädere    Schaar  Gerader  zu  Projek-  cheude  Ebenen   die  andere   Schaar 

ti««s«trahlen  haben.  *^  zu  Darchschnittslinien  Italien.  '^ 

„  Zwei  solche  zusammengehörige  Schaaren  von  Geraden ,  die  etnan- 
der  gegenseitig  schneiden,  erfüllen  eine  krumme,  windschiefe  Fliehe 
•weiter  Ordnung,  nümlichda«  „einfache  Hyperboloid^*  (hyperboloide 
k  ane  nappe).  Man  kann  daher ,  gemJIss  der  iroratehendea  SiCie  aach 
■agen: 
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£iidlioh  denke  man  sich  irffend  eise  im  RauBoe  belieb^  Kt- 
gende  Ebene  iE;  so  wird  dieselbe  sowohl  von  den  Strahlen  und 
Ebenen  des  räumlichen  Strahlbüschels  Z>,  als  auch  von  denen  des 
räumlichen  Strahlböschejs  />|  geschnitten,  und  dieselbe  vereinigt 
zwei  Ebenen  16,  d,  welche  in  Ansehung  der  Punkte  und  Gera- 
den, in  welchen  sie  von  je  einem  Strahle  jener  StrahlbOschel  und 
seiner  Polare  geschnitten  werden ,  reciprok  sind.  Ein  jeder  Punkt 
dieser  Ebenen,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  ist  zugleich  auch 
ein  Punkt  der  durch  die  Strahlbfischcl  Z>,  1>]  erzeuü^en  Fläche, 
und  wenn  in  üt,  fSi  kein  solcher  Punkt  vorhanden  ist,  h«t  auch 
die  Ebene  (5  mit  /Jieser  Fläche  keinen  Punkt  gemein.  Dem  Lehr- 
satz 5.  zufolge  hat  also  die  beliebige  Ebene  Cc  mit  dieser  Fjlzidie 
entweder  keinen  oder,  nur  einen  oder  unzählige  Punkte  gemeiir, 
und  diese  Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zt^ei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 

Erklärung. 

Diejenige  Fläche,  welche  mit  einer  sie  schneidenden  Ebene 
im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  und  folglich  mit  einer  sie 
schneidenden  Geraden  hüchstens  zwei  Punkte  gemein  hat,  wird 
eine  Fläche  derzweiten  Ordnung  genannt;  jede  Ebene,  welcbe 
mit  einer  solchen  Fläche  nur  einten  Punkt  oder  zwei  Gerade  oder 
nur  eine  Gerade  gemein  hat,  heisst  eine  Berührungsebene 
dieser  Fläche,  und  zwar  jener  Punkt  oder  der  Durclischoittspunkt 
der  zwei  Geraden  ihr  Berdhrungspunkt,  jene  eine  Gerade  ihre 
Beriihrungslinie,  und  diesen  letzteren  Namen  trägt  auch  jede 
Gerade,  welche  mit  der  Fläche  nur  einen  Punkt  gemein  hat. 

II.  Flächen  zweiter  Klasse.  Eine  Ebene  im  Räume  i^t 
bestimmt,  wenn  irgend  ein  Punkt  und  eine  Gerade  derselbeo, 
welche  nicht  durch  jenen  Punkt  geht,  gegfben  sind.  Es  seien 
nun  £,  CEi  irgend  zwei  im  Raimie  beliebig  liegende  reciproke 
Ebenen;  so  ist  durch  die  Gesammtheit  ihrer  entsprechenden Ek- 
mentenpaare  ein  System  von  Ebenen  bestimmt,  dessen  Gesetz  ro 
ermitteln  der  Zweck  der  nächsten  Betrachtung  ist. 

Es  sei  B  der  Mittelpunkt  irgend  eines  ebenen  3trahlbflscheU 
in  ^;  Ai  die  Polare  desselben  m  £i>  und  a,  6,  c,  d..,',  ^ks^i' 
Ci ,  D}....  die  entsprechenden  Elementenpaare  von  ß  und  Ai\ 
ferner  sei  Bi  die  durch  B  und  Ai;  und  2i,  Jb,  d  J>....  die  durch 
a  und  ai,   ö  und  bi,    c  und  q,    d  und  Oi*«..  ;getegteD  Ebene». 


Irgend  zwei  im  Ranme  beliebig 
scLieri legende  projcktivische  Gerade 
A,  Ai  erzeugen  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, d.  h*  sie  nnd  alle  ihre  Pro- 
jektionsatrahlen ,  neb«t  der  Schaar 
Gerader,  welche  die  letzterem  schnei-: 
den ,  liegen  in  einem  einfachen  Hjf 
perboloid.  *' 


Irgend  zwei  im  Ranme  beliebig 
schiefliegende  projektlvische  Ebe- 
nenbuschcl  A,  Ai  erzeugen  ein  eij* 
faches  Hyperboloid ,  d.  h.  die  Uww- 
«chnittslinien  ,  ihrer  enttprechealicn 
Ebenen,  nebet  der  Sohaar  Gorader, 
welche  dieselben  sehneiden,  lie^ 
in  einem  einfachen  Hyperboloid*** 


Ist  eine  der  Geraden  if,  d,  C,  dy  f....  unendlich  entfernt,  oder,  wii 
elnerl^  ist,  «ind  die  Geraden  A,  A^  projektiviech-ihnlich ,  s#  heisst  die 
dnrchsie  erteugte  Flache  .,by  perbolisehes  Paraholoid*S  uod  dsnn 
ist  auch  eine  der  Geraden  A^  Ai ,  A^^  A^^  A^.-.,  anendlich  entfernt  a.s.  ^' 
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wvkAa  di«  Ebene  R  m  den  Strablea  a^,  bi,  «i»  i^«...  ekie« 
StrahlbuscheU)  ßi  scnneiden.    Diess  vorausgeeetzt,  so  Ut 

S(a,  6,  Cy  d....)  =  Ai  («1 ,  bi ,  Ci ,  ^i....)  ^  ^  (ai ,  6i ,  Ci ,  i?i ....)> 

mbo  auch 

B(a,b,  c,  rf....)  =  -Bi(ai,  Äi,Ci,  fli....); 

demnach  müssen,  zufolge  „Abh.  der  geom.  Gest.  §.  38.  II.**  oder 
aneh  Archiv.  ThI.  IV.  S.  252.  10.,  säinmtliche  Ebenen  Ü,  Ä,  <C, 
2).-  •  nebst  (E  und  i^]  einen  und  denselben  Kegel  K  des  zweiten 
Grades  umhGlIen,  und  zwar  muss  derselbe  die  Ebene  iC  in  dem- 
jenigen Strahle  e  von  ß  berühren,  welcher  in  ß^  der  Durch- 
schnittslinie ei  von  £  und  ß^ ,  oder  in  S^  dem  Durchschnittspunkte 
fi  der  Ebene  £  und  der  Geraden  Ai  entspricht.  Und  ebenso  be- 
rührt K  die  Ebene  ß^  in  demjenigen  Strahle  W| ,  und  folglich  die 
Gerade  Aj^  in  demjenigen  Punkte  tili,  welcher  derselben  Durch- 
ecbnittslinie  von  Cund  Bi,  nämlich  dem  Strahle  m  von  B,  entspricht. 


dnerlei 
also 

Punkte  €■ ,  e/,  ^i^««-»  in  welchen  die  Polaren  Ai,  A^',  Ai".,..  der 

Punkte  B,  B' ,  B',.„  die  Ebene  £  treffen,    aUe  in  einer  geraden 

Ltnie,    nSmlich  in  der  Durchschnittslinie  (f^g)  der  Ebenen  £,  £i 

liegen,    so  sehen  sämmtliche  Gerade  i;,  e  ,  6^'....,    in  welchen  die 

Kittd  Ky  K%  K"....  die  Ebene  £  berOhren,  durch  einerlei  Punkt 

f,  «en  Pol  der  Geraden  /i-  —  Liegen  die  Punkte  ^,    Ä',    Ä"..., 

aUe  in  einer  Geraden  m,    so  gehen  ihre  Polaren  Ai,  Ay  ,  Ai'.... 

alle  dnrch  einerlei  Punkt  m. ;     die  Kegel  K,    K'  y    Kr,,.,  haben 

iSmmtlich  diejenige  Ebene  Bi    gemein,    welche  durch  m  und  m^ 

gebt,    nod  berühren   die  Ebenen  B^,    Bi  y    B^",...  in  denjenigen 

Strahlen  wii,  nti',  wii "'....,  und  folglich  die  Geraden  Ai,  Aj,  Ay\,. 

10  deqjenipen  Punkten  m^,  itti',  m^'^....,  weiche  in  £  den  Durch- 

scbnitislinien  m,  m',  w!*.„,  der  Ebene  £  und  der  Ebenen  B\y  Bi, 

Üi'^^..  entsprechen. 

Das  nämliche,  was  von  einem  beliebigen  Punkte  J?  der  Ebene 
£  gilt,  muss  nun  auch  von  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  £i 
gelten,  d.  h.  alle  von  ihm  ausgehende  Ebenen  unseres  Systems 
ombOlien  einen  Kegel  Kt  zweiten  Grades ,  welcher  auch  die  Ebene 
£i  berührt,  und  sämmtliche  Berührun^slinien  dieser  Ebene  und 
der  verschiedenen  Kegel  A^i ,  Ki  ,  Ki"„..  gehen  durch  einerlei 
Punkt  o.  s.  w. 

Ist  H  irgend  eine  Beruh ningsebeoe  eines  der  Ke^el  K,  K\ 
IC,,,.,  welche  einen  Punkt  der  Ebene  £  zum  Scheitel  haben, 
und  bat  3(  mit  £  die  Gerade  a,  mit  £i  die  Gerade  Oi  gemein,  «o 
liegt  der  Pol  Oi  von,  a  auf  3t  und  also  auch  auf  ai ,  und  demnaeh 
der  Pol  a  von  %  auf  der  Geraden  o.  Die  Ebene  3(  gehört  also 
Dicht' nur  einem  K^el,  dessen  Scheitel  auf  £  ü^»  sondern  iMieh 
etnem  Kegel,  dessen  Scheitel  auf  £i  liegt,  an,  und  man  erhfik 
also  keine  zwei  besonderen  Systeme  von  Ebenen,  jenachdem  man 
die  Punkte  von  £  oder  die  Punkte  von  £i  mit  deren  Polaren  in 
£i ,  £  durch  Ebenen  verbindet.    Ferner  müssen  die  beiden  Kegel, 
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deren  Scheitel  die  Punkte  a,  C^  sind,  die  Ebene  H  Ifings  dersel- 
ben Geraden  Mi  berfihren. 

Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Durcbschnittslinie  (fig)  von  2,  S|, 
60  lallt  die  Ebene  ßi  mit  £|  zusammen ,  und  der  Kegel  K  berührt 
die  Ebenen  S,  üi  in  denjenigen  Geraden,  Kelche  den  Punkt  £ 
mit  den  Polen  von  fi  und  a  verbinden.  Die  Beruhrungsebeneo 
Sy  J5,  (E,  ^....  dieses  Kegel«  mögen   die  (C,   S|  in  den  Geraden 

a,  b,  c,  <£....  und  Oi,  6x,  Cf ,  </|....  schneiden;  es  seien  A|,b|,(|, 
dl....  und  a,  b,  c,  S,...  die  Pole  dieser  Geraden;  so  bilden  a,  k 
c,  <£....  und  Ol,  6j ,  Cj,  c/}....  zwei  proj.  Strahlbüscbel  B,  ßi,  und 
die  Punkte  a,  b,  c,  Ö....  eine  Gerade  Ay  welche  mit  J?i ;  und 
die  Punkte  «i,  bi ,  q,  Öi....  eine  tierade  Ai,  welche  mit  B  pro- 
jektivisch  ist;    also  ist  auch 

Aber  aa^,  bbt,  CC|,  DD|....  sind  die  Geraden,  in  welchen  die  Ebe- 
nen 21,  JS>9  if  2>....  von  je  zwei  Kegeln,  deren  Scheitel  a,  Oi; 

b,  b|;  c,  Ci ;  ö,  Öi....  sind,  berührt  werden;  folglich  bilden  alle 
diese  Geraden,  da  sie  die  A,  Ai  projektivisch  schneiden,  ucbst 
A9  Ai  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  beliebig  im  Räume  lie- 
genden Punkt  />;,  so  ist  derselbe  der  gemeinschaftliche  iVittel* 
punkt  z^veier  reciproker  räumliclier  Strahlbifschel  D,  />i ,  deren 
entsprechende  Elcmentenpaare  nach  den  entsprechenden  EleroeD* 
tenpaaren  der  Ebenen  £,  £1  (rerichtet  sind.  Jede  Ebene  vonf)* 
welche  ihre  Polare  von  Di  enthält,  verbindet  zwei  entsprechende 
Elemente  von  Ü,  S^  und  gehört  also  zu  dem  in  Rede  stehenden 
System  von  Ebenen;  und  wenn  in  Z>,  />i  keine  solche  Ebehe 
existirt,  so  geht  auch  keine  Ebene  jenes  Systems  durch  den  Punkt 
/).  Geht  man  nun  auf  die  Sätze  5.  und  lo.  zurück  und  trägt  das 
dort  von  Punkten  und  Strahlen  Gesagte  auf  deren  Polaren  fibtf) 
wozu  man  offenbar  berechtigt  ist,  80  sieht  man,  dass  unser  System 
von  Ebenen  mit  einem  beliebigen  Punkte  D  des  Raumes  entwe* 
der  keine  oder  nur  eine  oder  unzählige  Ebenen  geroein  habe,  und 
dass  diese  letzteren  entweder  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
umhüllen  oder  zwei  Ebenenbüschel  oder  nur  einen  Ebenenbüsckel 
bilden. 

Erklärung. 

Jedes  System  von  Ebenen,  welches  mit  einem  beliebigen 
Punkte  im  Räume  im  Allgemeinen  eine,  einen  Kegel  zireiteo 
Grades  umhüllende  Schaar  von  Ebenen  und  folglich  mit  einer  be- 
liebigen Geraden  im  Räume  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Ebe- 
nen gemein  hat ,  wird  eine  Fläche  oerzweitenKlasse  genannt; 
jene  Ebenen  selbst  heissen  Berührungsebenen  dieser  Fläche; 
eine  jede  Gerade,  durch  welche  unzählige  solche  Ebenen  geben, 
wird  ein  Strahl,  und  jeder  Punkt,  durch  welchen  nur  eine  solche 
Ebene  geht  oder  in  welchem  zwei  Strahlen  der  Fläche  sich 
schneiden,  ein  Pnn kt  der  Fläche  genannt. 
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Lehrsatz    90. 


^  a)  Zwei  beliebig  imRaome 
liegende  reciproke  räum- 
liche Strahibüschel  Z>,  A 
erzeugen  eine  Fläche  der 
XTreiten  Ordnung,  welche 
auch  durch  ihre  Mittel- 
punkte geht;  nämlich  die 
Uurchschnittspunkte  aller 
Strahlen  des  einen  und 
ihrer  Polaren  im  anderen 
liegen  in  einer  8ülclieu 
Fläche;  und  zwar  wird  die- 
selbe in  den  Mittelpunk- 
ten der  Strahibüschel  von 
denjenigen  Ebenen  berührt, 
deren  Polaren  im  gemein- 
schaftlichen Strahle  der- 
selben vereinigt  sind. 

b)  Man  erhält  nur  eine 
soldie  Fläche,  man  mag 
nvn  die  Strahlen  des  einen 
Strahlbfischels  oder  die  des 
aa4eren  auf  ihre  Polaren 
Vftgiehen. 

cjDie  Fläche  wir^  in  jedem 
ibr^r  Punkte  von  aer  Durch - 
scknittsllnie  derjenigen 
fH^ei  Ebenen  der  räumli- 
chen Strahlbüschel  berührt, 
deren  Polaren  nach  diesem 
Punkte  gehen. 

d)Alle  dieseDurchschnitts- 
linien,  deren  Berührungs- 
punkte etiler  den  beiden 
2!^trahlbüscheln  gemein- 
schaftlichen Ebene  an<j;e- 
horen,  bilden  ein  einfaches 
Hyperboloid. 


a)  Zwei  beliebig  im  Räume 
liegendereciproKe  Ebenen 
IE,  ISi  erzeugen  eine  Fläche 
der  zweiten  Klasse,  welche 
auch  diese  Ebenen  selbst 
zu  Beruhrunesebenen  hat; 
nämlich  die  Verbindunss- 
ebenen  aller  Punkte  aer 
einen  Ebene  mit  ihren  Po- 
laren in  der  anderen  um- 
hüllen eine  solche  Fläche; 
und  zwar  berührt  dieselbe 
die  Ebenen  £>  &%  in  den- 
jenigen zwei  Punkten,  de* 
ren  Polaren  sich  in  der 
Durchschnittslinie  beider 
Ebenen  vereinigen. 

6)  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Punkte  der  einen 
Ebene  oder  die  der  ande- 
ren mit  ihren  Polaren  ver- 
binden. 

c)  In  jeder  Berührunss- 
ebene  der  Fläche  geht  die 
Verbindungslinie  derjeni- 
gen, zwei  Punkte  der  Ebe- 
nen S,  iHi,  deren  Polaren 
die  Durchschnittslinien  die- 
ser Ebenen  und  jener  Be- 
rührungsebene,sind,  durch 
einen  f'unkt  der  Fläche. 

c^  Alle  dieseVer bin  dun gs- 
linien,  welche  den  durch 
einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  der  Ebenen  lg,  «; 
gehenden  Berührungsebe- 
nen angehören,  bilden  ein 
einfaches  Hyperboloid. 


Nun  lässt  sich  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  dass 


Lehrsatz    31. 


AlleFlächen  derzweiten 
Ordnung  sich  durch  reci- 
proke Strahlbüschel,  und 
xwar  auf  unzählige  Weisen 
erzeugen  lassen. 


Alle  Flächen  der  zu  eiten 
Klasse  sich  durch  reciproke 
Ebenen,  und  zwar  auf  un« 
zählige  Weisen  erzeugen 
lassen. 


Beweis  Hinksj.  I>eDii  ist  irsend  eine  Fläche  F  der  zweites 
Ordnung  gegeben«  so  kann  man  drei  Punkte  D,  fii,  s  derselben 
beliebig  ausvräblen  und  durch  zwei  dieser  Punkte  >  z.  B.  durch 
/>.  und  8,  zwei  Ebenen  M^,  Mi  legen,  welche  F  in  zwei  Kegel- 
schnitten K,  K  schneiden,  und  sofort  durch  den  dritten  Pnnkt 
D  und  den  Punkt  d  erne  beliebige  dritte  Ebene  (a<iO>  welche  dea 
RegeLschnitt  K  zum  zweltenmale  im  Punkte  B,  und  den  Kegel- 
schnitt K'  m  Punkte  B  schneidet.  Vom  Punkte  D^  aus  denke 
man  sich  nach  den  shmmtlichen  Pmikten  5,  a,  b,  c,  Ö..,.  des 
Kegelschnittes  K  die  8thiblcn  5i,  ai,  ^i,  c^,  di,...,  und  nach  den 
sämmtlichcn  Punkten  d'  (d.  h.  ö),  a',  b',  c^,  ö'....  des  Kegelschnit- 
tes K'  die  Strahlen  s^*  (oder  Si),  «,',  ^i',  Ci',  r^'....  gezogen;  so 
Irilden  diese  Strahlen  zwei  ebene  Strahlliüscbel  Bi,  BJ,  deren 
Mittelpunkte  in  Di  liegen ;  ferner  denke  man  sich  vom  Funkte  D 
nach  den  Punkten  B,  B'  die  Geraden  2t,  2t' gezogen,  und  einmal 
durch  a  und  die  Punkte  s,  a,  b,  c,  Ö....  die  Ebenen  tf,  a,  Ä,  y, 

Geraden  s,  ä,b,  r,  rf....  schn«- 


ten  Ebenen  zwei  Ebeoenbiischel  2t,    2t'    und  die   neuen  Geraden 
zwei  ebene  8trahlb{!schet  B,  ff,  und  zwar  ist: 

'Ä,(5i,ai,6i,Ci,rfi...)=Ä(i,a,6,c,rf...)s2l(tf,«,/J,y,Ä...) 
und 

»/(*^^OA^6/,Cl^d^^.o=Ä'(*^a^6^c^d^..)=2l'(<y',a',iJ^y',^...); 

also  auch 

A('i»«i>*i><^i*rfi—)=2t(a,a,jJ,y,^...) 
und 

iBi'«,«i'.*i',Ci',rf/...)=2t'((y',a',iJ',/,J'...). 

Betrachtet  man  nun  die  Punkte  />,  />i  als  die  Mittelpunkte 
zweier  räumlichen  Strahtb(fschel  />,  Z>i,  so  hat  man  in  dem  einen 
zwei  E^enenbuschel  2t >  21'  und  in  dem  anderen  zwei  ebene  Strahl- 
buschel  Biy  Bi  ,  welche  bezOplich  mit  den  ersteren  in  Ansehnng 
der  Elementenpaare,  die  sich  in  den  Punkten  s,  a,  b,  c,  D....  und 
s'$  ä',  b',  c',  0'....  der  Fläche  F  schneiden,  projektivisch  sind, 
und  z\tSLT  entspricht  der  gemeinschaftlichen  Ebene  (<Jä')  von  2(,  V 
der  gemeinschaftliche  Strahl  (siSt')  fon  J5, ,  By.  Also  darf  man 
festsetzen:  die  räumlichen  Strahlbü'schel  D,  Di  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Elementenpaare  2f  und  iHt,  V  und  Mi';  c,  a,  §, 
y,  d....  und  Si,  «i,  bi,  Ci,  c^....;  a',  a  ,  /3',  /,  ö'„„  und  V»  %'• 
6i',  C|',  r/i'....  sollen  entsprechende  Elementenpaare  von  D,  Jh 
selber  sein.  Aber,  kraft  des  vorigen  Satzes,  erzeugen  diese 
Strafalbuschel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F',  wdche  durch  die 
Punkte  J),  Dl  und  durch  sämmtliche  Punkte  B,  8,  a,  b,  c,  Ö-* 
B,  a',  b',  c'y  D'..,.  der  Kegelschnitte  AT,  £'  geht;  ist  also  fein 
beliebiger  Punkt  der  Fläche  F',  so  kann  man  sich  d^ircfa  die 
Punkte  D  und  |f  allemal  eine  Ebene  gelegt  denken,  welche  die 
Kegelschnitte  K,  K'  in  zwei  Punktenpaaren  m,  n;  m',  n'schoei- 
det,  und  da  nun  die  beiden  Kegelschnitte,   welche  die«e  Ebene 


im 


mit  den  Flächen  F,  F'  gemein  hat«  durch  die  nSmlichen  fiiiif 
Punkte  D,  m,  n,'  m',  n'  gehen,  also  zusammeofallen,  so  muss 
auch  der  dem  einen  aogehörige  Punkt  f  auf  dem  anderen  und  so<- 
mit  auf  der  Fläche  F  liegen ;  folglich  die  durch  die  reciproken 
StrahlbOschei  D,  />i  erzeugte  Fläche  F'  mit  der  gegebenen 
Flache  F  identisch  sein,  w.  z.  b.  w. 

Der  Beweis  der  rechten  Seite  wird  auf  ähnliche  Weise  gefo'hrt« 
und  man  ist  also  nun  berechtigt,  die  allgenieine  Eintheilung  und 
die  Eigenschaften  der  durch  reciproke  Giebilde  erzeugten  Flächeo 
des  zweiten  Grades  als  die  der  sämmtiichen  Flächen  dieses  Gra- 
des auszubrechen.  Unter  anderen  leuchten  nun  folgende  zwei 
Sätze  ein: 


Lehrsatz    32. 


Eine  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  hat  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  im  Räume 
entweder  keinen  oder  nur 
einen  oder  unzählige  Punkte 
eemein,  unddiese  letzteren 
bilden  entweder  einen  Ke- 
gelschnitt oder  zwei  Gera- 
rade oder  nur  eine  einzige 
Gerade. 


An  eine  Fläche  der  zwei- 
tenKlasse  gehen  von  einem 
beliebigen  Punkte  im  Räu- 
me entweder  keine  oder  nur 
eine  oder  unzählige  Berüh- 
rungsebenen, und  diese 
letzteren  umhüllen  entwe- 
der einen  Kegel  des  zwei- 
ten Grades  oder  bilden 
zwei  Ebenenbüschel  oder 
nur  einen  einzigen  Ebenen- 
büschel. 


L  e  h  r  s 

Ist  irgend  eine  Fläche  der 
«weiten  Ordnung  gegeben, 
so  darf  man  vier  Punkte/), 
I\fB,s  derselben  beliebig 
auswählen  und,  nachdem 
man  zwei  dieser  Punkte, 
35.  B.  Z>,  />!,  bezüglich  mit 
£  und  8  durch  zwei  Gerade 
H  und  $1  und  mit  beiden 
Punktet^  Bf  &  durch  zwei 
Ebenen  aund^i  verbunden 
hat,  festsetzen:  die  Punkte 
Z>,  A  sollen  die  Mittel-' 
punkte  zweier  reciproker 
räumlicher  Strahlbüschel, 
welche  die  gegebeneFläche 
erzeugen,  und  die  Ebenen 
c  und  Ml  sollen  die  Pola- 
ren der  Strahlen  Si  und  2t 
sein. 


atz    33. 

Ist  irgend  eine  Fläche  der 
zweiten  Klasse  gegeben, 
so  darf  man  vier  Berüh- 
rungsebenen (6,  ffi^,  Jb,  (f 
derselben  beliebig  aus- 
wählen und,  wenn  A^  Si 
die  Durchschnittslinien,  s 
und  nti  die  Durchschnitts- 
punkte zweier  dieser  Ebe- 
nen, z.  B.  (B,  Ci,  und  bezug- 
lich der  einzelnen  Ebenen 
Ä,  a  und  wieder  beider 
Ebenen  Jb,  <f  zugleich  be- 
zeichnen, festsetzen:  die 
Ebenen  iE,  ffij  sollen  reci^ 
prok  sein  und  die  gegebene 
Fläche  erzeugen,  und  zwar 
sollen  die  Punktes  undmi 
die  Pole  der  Geraden  ij 
und  A  in  diesen  Ebenen 
sein. 


im 

Klassifikation  der  Flächen  der  zweiten   Ordnung  und 

Klasse, 

^  I.  Zwei  reciproke  räumliche  Strahlbüschel  Z>,  D^  mögen  ganz 
beliebig  im  Räume  liegen;  es  sei  ?(i  ihr  gemeinschaftlicher  Stra^il; 
^}9  ßi*  Xi  >  ^i-*"  ^^^6  gemeinschaftlichen  Ebenen;  a,  b,  c,  </.... 
die  den  letzteren  in  D  entsprechenden  Strahlen^  uhd  o^,  6i,  f], 
dt.,.,  diejenigen  Strahlen,  in  welchen  die  Ebene  der  a,  b,  c,  </.».> 
oder  die  Polare  von  ?lj ,  von  den  Ebenen  «j ,  ßi,  ^yi'f  öi,...  ge- 
schnitten wird;  so  bilden  a,  b,  c,  r/....  und  Oi,  bi,  c^  dy.., 
zwei  concentrische  ebene  Strahlbäschel  B,  Bi;  «i,  /3i,  y^,  ^.... 
einen  Ebenenbuschel  21x>  ^^"^  ^^  >^^ 

B(a,byC,d....)  =  2Ji («1 ,  ft ,  yi ,  dji....)^Äi  (oi »  ^i »  Ci »  di-Ot 

also 

B(a,  b, e,  d....)  =  Bi  (oi  >  ^j ,  Ci ,  c?^....). 


Es  sind  nun,   nach  Archiv  Tbl.  IV.   S.  252.,  drei  und  zwar  nur 
drei  Fäilö   denkbat:    a)    Entweder    besitzen    die    concentrischeii 

oder  b)  nur  einen  oder 
»rechende  Strahlen  verei- 


proj.  ebenen  StrahllKischel  i^,  B^  zwei,  < 
c)  keinen  Strahl,  in  welchem  sich  entspi 
nigen,  oder  mit  anderen  Worten:  Von  aen  Ebenen  a^,  ßi,yiy  ^i-. 
gehen  ent^veder  zwei,  oder  nur  eine  oder  keine  durch  ihre  Polare 
in^D,  Geht  aber  irgend  eine  jener  Ebenen,  z.  B.  a^,  durch  ihre 
Polare  a,  und  man  rechnet  dieselbe  jetzt  zuZ),  so  muss  ihre  Po- 
lare in  Dl  gleichfalls  auf  er, ,  d.  h.  auf  dieser  Ebene  liegen. 

a)  Es  seien  in  Taf.  V.  Fig.  5.  DMD.  und  DM'D.  zwei,  den  StraU- 
büscheln  />,  ZX  gemeinschaftliche  Ebenen,  welcne  durch  ihte  Po- 
laren DMy  D^m  und  DM*,  DtM'  gehen.  Da  allen  Ebenen  «,  tf, 
y,  ö.^.,  welche  z.  ß.  durch  UM  gehen,  lauter  Strahlen  von  /)|, 
die  in  der  Ebene  DMDi  liegen,  entsprechen  müssen,  so  gehören 
alle  Punkte  der  Geraden  DIU,  und  ebenso  auch  die  der  Geriiden 
DiM,  DM',  D^ßf,  zu  der  durch  D,  D,  erzeugten  Fläche  F. 
Es  sei  nun  DMb  oder  B  irgend  eine  durch  DM  gehende  Ebene, 
welche  die  Ebene  DM' Di  in  der  Geraden  />b  oder  b  schneidet, 
und  es  seien  a,  c,  rf....  sSmmtliche  iilirigcn  in  B  liegenden  Strah- 
len von  D;  DiBi  oder  Hi  sei  die  auf  ^Jf/>i  .liegende  Polare  der 
Ebene  B,  welche  DM  in  Bi  schneidet,  und  «i,  ßt,  yi,  di.,..  die 
Polaren  der  Strahlen  a,  b,  c,  d....,  welche  einen  Ebenenbuschel 
2fi  bilden  und  die  Ebene  B  in  den  Geraden  ctj,  6^ ,  c^,  di....,  s» 
wie  die  Strahlen  a,  b,  d  rf....  in  den  Punkten  a,  b,  c,  Ö.»..  schnei- 
den ;    so  ist 

J5(a,ft,c,c£....)=2fi(cri,  ft,  yi,  9i...)^Bi(ai,  6i,Cj,  c^...)> 

also 

B(a,b,c,d,„.)=zBi{ai,  bi,Ci,  cf}....). 

Aber  dem  Strahle  DM  von  B  entspricht  in  3(i  die  Ebene  DMD\ 
und  folglich  in  Bi  ein  mit  DM  vereinigter  Strahl;   also  sind  die 
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ebenen  Strahlbilschel  B^  JBi  perspektivisch,  d.  h.  sämmtiiche 
Punkte  a,  b,  c,  0....  —  Punkte,  welche  der  Fläche  F  angehören  — 
liegen  in  einer  Geraden  A;  und  da  die  Polare  des  Strahles  b 
durch  DiBi  und  durch  Di3f  gehen  muss,  also  mit  der  Ebene 
DiM'Ri  einerlei  ist,  so  gebort  der  Punkt  b  der  Geraden  DiM' 
an,  oder  die  Gerade  A  begegnet  den  Linien  DiKf  und  D^M'  zugleich. 

Die  FiSche  F  tvird  also  von  allen  Ebenen ,  welche  durch  eine 
der  vier  Linien  DM,  D^M,  DM\  D^M',  z.  B.  durch  DM,  gehen, 
in  lauter  geraden  Linien  geschnitten,  211  denen  auch  Dia'  und 
DiM  gehören,  und  alle  diese  Linien  treffen  auch  die  Linien  DiM', 

Es  seien  nun  in  Taf.  V.  Fig.  6.  Dacu  ,  Z>bbi ,  Dcq,  Z^ööj..«  oder 
a,  ß,  7,  6....  sämmtiiche  durch /)7II  gehende  Ebenen ,  welche  einen 
Ebenenbiischel  H  bUden;  A,  B,  C,  /)«...  die  in  denselben  und 
in  der  Fläche  F  liegenden  Geraden;  ^i,  ß^,  y^,  d|....  die  durch 
D^M'  und  dieselben  Geraden  gehenden  Ebenen,  welche  einen 
Ebenenbfischel   Hy   bilden  ;    und  eine  den   StrahlbOscheln  D,  />| 

Süneinschaftliche  Ebene,  welche  weder  mit  DMDi  noch  mit 
M'D^  identisch  ist,  schneide  die  Geraden  A9  B,  C,  />....  in 
den  Punkten  a',  b',  c',  5'....;  so  liegen  diese  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  (oder  in  einer  Geraden),  indem  sie  der  Fläche  F 
angehören,  und  verbindet  man  dieselben  mit  D,  Dt  durch  die 
Strahlen  er,  b,  c,  d....;  c/j ,  bt,  C] ,  dy..,,  so  bilden  die  letzteren 
zwei  projektivische  ebene  Strablbdsche) ,  von  denen  der  eine  mit 
dem  Ebenenbiischel  ^,  der  andere  mit  dem  Ebenenbüschel  3i 
perspektivisch  ist;    also  ist 

3((ff>i5,y>*.—)  ==  Äi  («1,  ft ,  yi ,  ^1...,). 
* 

Da  nun  die  Achsen  DM,  DiM'  dieser  Ebenenbiischel  sich  nicht 
fidtneiden,  so  folgt  aus  dem  letzteren»  dass  die  sämmtUchen  Ge- 
raden A,  B,  C,  />•...  die  eine  Schaar  der  Geraden  eines  ein- 
gehen Hyperboloids  bilden ,  zu  dessen  anderer  Schaar  DM  und 
DiM'  gehören;  d.  h.  die  Fläche  F  ist  im  Falle  d)  ein  einfaches 
Hyperboloid. 

6^  Gibt  es  nur  einen  Strahl  DM  und  D^M,  welcher  auf  sei- 
ner Polare  DM  Di  liegt,  so  zeigt  man,  wie  vorhin,  dass  jede 
Ebene  B,  welche  durch  DM  (oder  D^M)  geht,  die  Fläche  F  in 
einer  Geraden  A  schneidet.  Ist  nun  J^  die  durch  den  Punkt  D^ 
und  die  Gerade  A  gehende  Ebene,  so  rnuss,  eben  weil  A  elnis 
der  Fläche  F  angehririge  Gerade  ist,  i^on  allen  Strahlen  in  der 
Ebene  Bi  einer  auf  seiner  Polare  liegen,  also,  da  DyM  der  ein- 
zige derartige  Strahl  ist,  mit  diesem  zusammenfallen.  Die  Grerade 
A  trifft  also  die  beiden  Geraden  DM  und  DyM,  gebt  demnach^ 
da  sie  nicht  in  die  Ebene  DMDt  fallt,  durch  den  Punkt  M,  So- 
mit schneiden  alle  durch  DM  nnaDiM  gelegten  EJienen  die  Fläche 
F  in  geraden  Linien,  welche  durch  einerlei  Punkt  M  gehen,  und 
weil  jede  von  DM  Di  verschiedene,  den  Strahlböscheln  />,  D^ 
gemeinschaftliche  Ebene  die  Fläche'  F  in  eineih  Kiegelschnitte 
schneidet,  so  ist  diese  Fläche  im  Falle  6)  ein  Keg«l  des  zwei- 
ten Grades. 

c)  Enäilelte  in  diesem  dritten  Falle  die  Fläche  F  eine  gerade 
Linie,   so  würde  die  nach  dieser  letzteren  gehende'  Ebene  des 
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Strahlbflsciiels  J9  oder  D^  einen  Strahl  enthalten  mfisseo,  weksber 
auf  seiner  Polare  liegt ,  was  gegen  die  Voraus^etzunff  streitet. 

Auf  die  so'  eben  betrachteten  drei  Fälle  und  die  denselben 
entsprechenden  drei  Hauptgattungen  von  Flüchen  der  zireiten 
Ordnung  kommt  man  zurück,  nenn  man  vou  der  Art  des  Schnit- 
tes einer  beliebigen  Ebene  iC  mit  der  Fläche  F  ausgeht.  Besteht 
jiämllch  1)  dieser  Schnitt  aus  zwei  Geraden  (AAt)  nQd(A'Ai'), 
so  sind  in  den  mit  (E  vereinigten  zwei  reciproken  Ea>enen  £,  £* 
die  Pole  dieser  Geraden  ein  einziges  Paar  Punkte  (BiB)  und 
{Bi  B'),  welche  mit  dem  Durchschnitte  jener  Geraden  in  einer 
geraden  Linie  jS  liegen;  und  .jedem  Punkte  der  ersteren,  z.  B. 
von  u4, .  entspricht  ein  durch  ihn  selbst  gehender  Strahl  von  Bi, 
^owie  demselben  Punkte,  insofern  er  zu  Ai  gezählt  wird,  ein 
durch  Ihn  selbst  gehender  Strahl  von  B.  Legt  man  nun  durch  die 
Gerade  DD^  und  den  Punkt  (BBi)  eine  Ebene,  welche  (AAi)  In 
m,:(A'Ai')  in  ttii  schneidet,  so  ist  die  Polare  dieser  Ebene,  in- 
sofern sie  zu  D  gehört ,  der  nach  iiti  gehende  Strahl  von  Di ,  und 
die  Polare  dersemea  Ebene,  insofern  sie  zu  Di  j^ehOrt,  der  nach 
m  gehende  Strahl  von  />.  Die  Polaren  dieser  Ebene  liegen  also 
auf  ihr  selbst  und  das  nämliche  gilt  von  der  durch  DD^  «nd 
(B'Bi')  gelegten  Ebene«  Jenachdem  also  die  Gerade  S  mit  der 
Geraden  DDi  in  einerlei  Ebei^e  liegt  oder  nicht,  ist  der  Fall  b) 
oder  a)  vorhanden. 

Ist  2)  der  Schnitt  von  /^undlB  nur  eine  einzige  Gerade  (^^^i), 
so  hat  dieselbe  in  den  mit  (£,  vereinigten  reciprolcen  Ebeuea  nur 
einen  Pol  (BiB),  und  ein  jeder  Strahl  des  letzteren  nur  einen  auf 
ihm  selbst  und  auf  {AAi)  liegenden  Pol.  Die  Polaren  derjenigen 
Ebene  also,  welche  durch  ^^^i  und  (BBi)  gelegt  wird,  gehen 
nach  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  und  der  Geraden  (AAi)  und 
liegen  also  auf  ihr  selber.  Gäbe  es  nun  eine  zweite  diirch  Z>Z^ 
sehende  Ebene,  deren  Polaren  auf  ihr  selber  liegen,  so  wfirde  in 
den  Ebenen  £,  iEi  die  Durchschnittslinie  der  letzteren  und  jener 
Ebene  die  Polare  eines  auf  Ihr  liegenden  Punktes  sein,  also  durch 
den  Punkt  (BBi)  gehen;  diese  zweite  Ebene  i^iirde  also  in  der 
That  von  der  ersteren  nicht  verschieden  sein.  Der  In  Rede 
stehende  Fall  ist  also  mit  dem  früheren  ö)  identisch. 

3)  Hat  die  Ebene  CS  nur  einen  Punkt  J^  mit  F  genlein,  so 
hat  die^»er  Punkt  in  den  mit  iB  vereinigten  reciproken  Ebenen 
na^  .eine  einzige  Polare  A,  Existirte  bun  eine  J&bene  DMDi, 
fl^elch^  ihre  Polaren  DM,  DtM  enthielte,  so  würden  diese  letzte- 
^^n  beide  durch  deft  Punkt  B^  und  die  Ebene  selbst  durch  die 
Gerade  A  gehen  müssen,  und  es  könnte  wenigstens  keine  zweite 
solche  Ebene  existiren.  Es  ist  also  dieser  Fall  mit  b)  oder  c) 
identisch,  jenacbdern  die  Geraden  DDi  und  A  In  einerlei  Ebene 
liegen  oder  nicht.  , 

4)  Ist  der  Schnitt  der  Ebene  iE  und  der  Fläche  f  ein  Kegel- 
schnitt,  so  kann  jeder  der  Fälle  a),  6),  c)  stattfinden. 

II.  Sind  andererseits  iE,  ffi^  irgend  zwei  reciproke  Ebenen 
ini  Räume;  ^^  der  Durchschnitt  beider;  Ai,  b|,  <«,  O]....  die 
Punkte  von  Ai\  a,  b,  c,  d.,..  die  in  (E  liegenden  Polaren  dieser 
Punkte,  welche  einen  Strahlbüschel  B  bilden,  und  £A  ,  bi,  c^  dt.., 
die  Strahlen  eines  mit  B  concentrischen  Strahlbüschels  15^ ,  welche 
nach  jenen  Punkten  gehen ;   so  Ist 
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also 

B{ay A, tf <£.•••)  =  ßi {oi  fbi,  Ci,  cd****)* 

Entweder  nun  besitzen  die  Strahlbiischel  B,  B*  ä)  zwei,  oder 
6)  UUT  eine II y  oder  e)  keiDen  Strahl,  id  welchem  sich  entspre- 
chende vereinigeD,  d.  h.  von  den  Punkten  (ti,  bi^Ci,^^....  liegen 
entweder  zwei,  oder  nur  einer,  oder  keiner  auf  seiner  Polare. 
Liegt  aber  irgend  ein  Punkt  von  Ai  auf  seiner  Polare  in  £,  so 
ne|;t  er  auch  auf  seiner  Polare  in  IC^- 

a)  Es  seien  m,  m'  zwei  Punkte  der  Geradeii  Ai,  welche  auf 
ihren  Polared  7it,  m'  in  £,  und  tii«,  7it|'  in  £i  liegen.  Da  allen 
Punkten  der  Linie  m  solche  Gerade  in  itt  entsprechen  ^  welche 
durch  den  Punkt  m  gehen,  so  sind  alle  Ebenen,  welche  dwch 
m  gehen»  und  desgleichen  alle,  welche  durch  nii,  m',  nii'  geben, 
Beriihrungsebenen  der  Fläche  F,    die  durch  it,  Cj  erzeugt  wird. 

Es  sei  nun  B  irgend  ein  Punkt  von  m,  welcher  mit  dem 
Pankte  m'  die  Linie  6  gemein  hat;  a,  c,  c/....  beliebige  andere 
Strahlen  von  B;  At  die  (vom  Durchschnitte  der  ig,  Hi  jetzt  zu 
uterschetdende)  Polare  des  Punktes  ^inffi^,  und  ^,  bi  ,Ci,  Öj... 
die  Pole  von  a,  b,  ö,  d....,  welche  mit  dem  Punkte  B  die  Gera- 
den Ol,  6| ,  Ct,  dl,..,  und  mit  den  Geraden  41,,  6,  c,  d....  die  Ebe- 
nen er,  ßj  y,  0....  gemein  haben;    so  ist 

B(a,  b,  c,  i/....) =^|  (fii ,  bi ,  Ci ,  Öi,...)  ^  JBi  («i ,  ^x  >  *^  >  ^i— 0  * 

•In 

Bio, 6,  c,  d,..,)=Bi  (ai ,  6| ,  Tj  ,  f^....)< 

Aber  dem  Strahle  m  von  B  entspricht  in  Si  der  Punkt  m,  und 
somit  in  Bi  ein  mit  m  vereinigter  Strahl ;  also  liegen  die  concen- 
tmcben  ebenen  Strahlbüschel  B,  Bi  perspektivisch,  d.  h.  sämmt- 
liche  Ebenen  a,  ß,  y,  d....  oder  die  Berührungsebenen  von  F, 
welche  durch  den  Punkt  B  gehen,  schneiden  sich  in  einer  Gera- 
den 71,  welche  auch  der  Geraden  m  begegnet;  und  da  dem  Strahle 
b  ein  auf  nr^'  liegender  Punkt  entspricht,  also  die  Ebene  ß  durch 
%'  geht,  80  begegnet  die  71  auch  der  mi'. 

Sind  nun  21,  £,  £,  2) die  verschiedenen,  durch  sämmtliche 

rookte  B  von  7/1  erhaltenen  Geraden,  und  legt  man  durch  diesel- 
ben und  einen  beliebigen  Punkt,  z.  B.  durch  einen,  den  Ebenen 
S»  Si  gemeinschafUicIien  Punkt  (BBi),  die  Ebenen  a,  ß,  y,  6...., 
welche  SS  in  «r,  Ä,  c,  d....;  (C^  in  Oi,  bi,  Ct,  rfi—.  schneiaen,  so 
QoihGllen  diese,  als  Berührungsebenen  der  Flftche  F,  einen  Kejgel 
«weiten  Grades,  welcher  auch  16,  fljj  berührt;    also  ist 

.  B(a,  b,  c,  d.,..)  =  Ä  fcfi ,  ^ ,  Ci ,  <A ....), 

>nd  folglich  sind  auch  die  Geraden  m,  fTtj' tiinsicMlich  der  Punkte, 
in  denen  sie  von  71,  Tb,  (E,  ^....  getroffen  werden,  projektiviseh ; 
d.  h.  die  Cieraden  )t,  J),  <C,  2>....,  wozu  auch  m'  und  tni  gehdre», 
durch  welche  s&nmtliehe  Betührungsebenen  von  F  geh^ ,   biMen 
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die  eine  Scbaaf»  und  in,  mi'  gfthdren  zur  anderen  Sehaar  'Gerader 
eines  einfachen  llyperboioidg. 

6)  Fallen,  um  das  Räsonnement  abzukürzen,  die  Punkte  m, 
tn'  zusammen,  so  schneiden  sich  die  Geraden  m,  i%';  und  folg- 
lich umhüllen  Ü,  2,  C,  2D....  nebst  7/?,  7/1^'  einen  Kegelschnitt, 
ohne  dass  jedoch  die  Ebenen  tt,  ß,  y,  d*...  einen  I&gel  zweiten 
Grades  umhüllen,  indem  dieselben  nicht  durch  einerlei  Pimkt 
gehen. 

c)  Gibt  es  keinen  Punkt  tn,  so  können  auch  keine  drei  Berüh- 
rungsebenen von  F  durch  eine  Gerade  gehen ;  denn  sonst  würde 
der  Durchschnittspunkt  dieser  letzteren  mit  der  Ebene  (£,  (oder  S^j 
einen  Strahl  in  IE  enthalten,  dessen  Pol  auf  ihm  selber  läge. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  oben,  lässt  sich  femer  darthnn,  dass 
wenn  die  von  einem  beliebigen  Punkte  im  Räume  an  die  Fläche  F 

fehenden  Berührungsebenen  zwei  Ebenenbüschel  bilden,  die 
'alle  a)  oder  6);  wenn  sie  nur  einen  Ebenenbüschel  bilden, 
bloss  der  Fall  fr);  wenn  nur  eine  einzige  Berübrungsebene  an  F 
geht,  die  Fälle  ö)  oder  c),  und  wenn  unzählige  Ebenen,  die  einen 
Kegel  zweiten  Grades  umhüllen,  alle  drei  Fälle  a),  6),  c)  statt- 
finden können« 

Durch  die  beiden,  letzten  Betrachtungen  hat  sich  uns  also  nun 
folgende  ganz  allgemeine  Eintheilung  der  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  und  Klasse  ergeben: 


L  e  h  r  s 

Eine  jede  Fläche  der  zwei- 
ten Ordnung  ist  entweder 
ein  Kegel  des  zweiten  Gra- 
des, oder  im  Allgemeinen 
ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  eine  durchaus  krumm- 
linige Fläche,  welche  -mit 
einer  beliebigen  Ebene 
ent wedereinen  Kegelschnitt 
oder  nur  einen  Punkt  oder 
keinen  Punkt  gemein  hat 


atz    34. 

Einejede  Fläche  der  zwei- 
ten Klasse  ist  entweder 
ein  Kegelschnitt,  durch  des- 
sen Tangenten,  oder  im 
Allgemeinen  ein  einfaches 
Hyperboloid,  durch  dessen 
Geraden  die  Berührungs- 
ebenen der  er  st  er  en  gehen« 
oder  eine  Fläche,  an  welche 
von  einem  beliebige^Pnnkte 
des  Raumes  entweder  un- 
zählige, einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  umhüllende 
Berühr ungs ebenen,  oder 
nur  eine  einzige  oder  gar 
keine  gehen. 

,  Ein  dem  so  eben  gebrauchten  untergeordneter  Eintheüungs- 
grund  der  Flächen  d^r  zweiten  Ordnung  und  Klasse  ist  derjenigej 
welcher  von  den  upendlich  entfernten  Punkten  und  Berührungseoe- 
nen  hergenommen  wird;  doch  ist  derselbe  für  die  ersteren  bei 
Weitem  ergiebiger,  als  für  die  letzteren,  indem  hier  nur  der  eine 
Fall,  dass  die  Mittelpunkte  der ' reciproken  Ebenen  S,  Si  unend- 
lich entfernt  sind,  und  also  eine  emzige  unendlich  entfernte  Be- 
rübrungsebene vorhanden  ist,  in  Beti^cht  kommen  kann.  —  Wendet 
man  den  Lehr/B(atz  20.  auf  die  Strahlbüschel  X>,  J!>i  an,  welche 
eil^e  Fläche  der  zweiten  Ordnung  erzeugen,  so  sieht  man  sogleich. 
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weil  jtdir  Stmbl,  ireiober  mit  seiner  Polare  paraUel  ist,  enieD  un- 
enillich  entfernten  Punkt  der  Fläche  F  bestimmt,  dass  eine  solche 
Fläche  entweder  1)  keinen,  oder  2)  nur  einen  oder  unzählige 
useodlich  entfernte  Punkte  besitzt,  und  da$s  die  nach  die- 
sen Punkten  gebenden  Strahlen  eines  beliebigen  Punktes  entweder 
3)  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  4)  zwei  Ebenen, 
oder  5)  eine  einzige  Ebene  bilden.  Im  ersten  Falle,  weicher 
offenbar  bei  keiner  c^eradiinigen  Fläche  stattfinden  kann,  beisst 
die  erzeugte  Fläche  t^llipsoid,  im  dritten  Falle,  wenn  dieselbe 
ebenfalb  keine  geraden  Linien  enthält,  elliptisches  Hy|)erbo- 
loid,  und  im  zweiten  unter  derselben  Bedmgung  elliptisches 
Parabel o id.  Der  dritte  Fall  tritt  ausserdem  beim  Kegel  eipy 
wenn  sein  Scheitel  in  endlicher  Entfernung  liegt,  und  bei  dem 
einfachen  Hyperboloid;  und  der  zweite,  vierte  und  fünile 
heim  Kegel,  wenn  sein  Scheitel  unendlich  entfernt,  und  seine 
Grundfläche  bezüglich  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist 
(elliptischer,  hYperboliscber,  parabolischer  Cylinder). 
tndlich  sWt  der  vierte  Fall  auch  noch  vom  hyperboliscben 
Paraboloid,  nach  dessen  unendlleh  entfernten  Geraden  die  bei- 
den Ebenen  gerichtet  sind,  und  dasselbe  heisst  gleichseitig, 
wenn  diese  Ebenen  auf  einander  senkrecht  sind. 

Lehrsatz    35. 

Alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung  zerfallen  in  fol- 
gende drei  Hauptgattungen  und  d^ren  Arten:  1)  der 
Kegel  nebst  dem  elliptischen,  hyperbolischen  und  pa- 
rabolischen Cylinder;  2)  geradlinige  windschiefe 
Fl&dien,  nämlich  das  einfacbe  Hyperboloid  nebst  dem 
hyperbolischen  Parabolaid;  3)  durchaus  krummlinige 
Fiücften,  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid 
und  das  elliptische  Paraboloid. 

Eine  Aufgabe,  welche  über  die  Grenzen  dieser  Abhandlung 
hinaufgeht,  ist,  zu  zeigen,  dass  jede  Fläche  der  zweiten  Klasse 
zi^leicn  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist ;  und  dann  ergibt 
Mich,  dass  nur  da«)  elliptische  Paraboloid  eine  unendlich  entfernte 
Berührungsebene  mit  einem  einzigen  Berührungspunkte,  und  nor 
der  parabolische  (y  linder  eine  solche  Ebene  mit  einer  Bermurungs- 
Gnie  besitzt. 

Aufgabe. 

Mittels  reciproker  räumlicher  Strahibüschei  eine 
Kugel  zu  erzeugen. 

Auflösung.  Man  lege  zwei  reciproke  gleiche  räumliche 
•Strahibüschei  dergestalt,  dass  jeder  Strahl  des  einen  auf  seiner 
Polare  senkrecht  steht;  so  erzeugen  dieselben,  was  unmittelbar 
einleuchtet,  eine  Kugel,  deren  Durchmesser  der  gemeinschaftliche 
Strahl  ist. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciproker  räumt» 
lieber  Strahibüschei  ein  einfaches  Hyperboloid  zu  er> 
sengen.  ''•• 

Theü  IX.  14 
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Anfidsuhg.  a)  IMbn  ^-fible  cfnen  tiefieUgeii  S^iaM  g  h  D 
und  eine  durcK  denselben  gebende  Ebene  9,  suche  in  Di  die 
Polare  /j  von  c^  und  die  durch  letztere  gehende  Polare  xi  von  fj, 
und  lege  nun  die  iStrahlbfisehel  D,  Di  so,  dass  die  SfrkhUB^ 
und  fi,  nicht  aber  die  Ebenen  q)  und  %i  susaromeofaUeii;  so  er- 
zeugen sie  ein  einfaches  Hyperboloid,  ö)  Oder  man  gebe  den 
Stranibüscheln  eine  beliebige  Lage;  erzeugen  dieselben  nno  oicbt 
die  verlangte  Fläche,  so  drehe  man  den  einen  so  hemm,  dass  die 
vereinigt  gewesenen  Strahlen  in  ent<?egengesetzter  Riehtuiig  wi^ 
der  zusammenfallen;  so  entsteht  noth  wendig  ein  einlaches  Hyper- 
boloid. 

Beweis  a)  ähnlich  wie  oben  im  Falle  a) ;  b)  deod  durd 
die  Umdrehung  erhält  man  dann  nothwendig  zwei  ungleichliegende 
ebene  Strahlböschel  Ä,  Bi ,  von  welchen  zu  Anfang  diesies  Paragra- 
phen die  Rede  war^  und  es  muss  also  der  dortige  Fallit)  eiotreteo. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciptoker'rfiun- 
licher  Strahlbüfifchei  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
zu  erzeugen. 

Auflosung.  Man  verfahre  ebenso,  wie  in  der  vorigen  Aof- 
gäbe;  doch  lasse  man  jetzt  auch  die  Ebenen  9  und  Xi  zostm- 
men  fallen. 

-  Beweis.  Denn  dann  hat  die  Ebene  (<pxi)  ^'^  ^^i*  ^^^ 
nur  den  einen  Strahl  (fig^  gemein,  eine  Eigenschaft»  welche  dff 
Kegel  ausschliesslich  besitzt. 

An  f  g  a  b  e. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciprokerrSam- 
lieber  Strahlbüschel  ein  hyperbolisches  Paraboloid  zu 
erzeugen. 

Auflösung.  Man  bringe  die  gegebenen  Sfrahlbdschel  in  involoto- 
ribche  Lage,  suche  eine  Brennebene  derselben  und  drehe  duo  den 
einen  Stranibiischel  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt,  dass  die  10 
dieser  Brennebene  vereinigten  Ebenen  vereinigt  bleiben,  and  jeder 
Strahl  derselben  einen  Wmkel  von  90^  beschreibt;  so  wird  jedl 
ein  jeder  solche  Strahl  auf  seiner  Polare  liegen.  Wird  nun  der 
eine  Strahlbiischel  parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle 
des  Raumes  versetzt,  so  werden  alle  jene  Strahlen  mit  ihren  Po- 
laren parallel  sein  und  folgHoh  unzählige,  in  gerader  Litiieliegeodei 
unendnch  entfernte  Punkte  bestimmen ,  im  Allgemeinen  also  die 
cjrzeugte  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sein. 

Aufgabe» 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reclproker  rämD* 
lieber  Strahlbäschel  ein  Ellipsoid  zu  erzeugen. 

^  Auflösung.     Man  btinge  die  gegebenen  Strahlbuschei  in  die- 

I'onige.concentrische,  z.  B.  involutof  iscbe  Lage»  in  welcher  dieselben 
:einea  Kegel  erzeueen,  und  versetze  dann;  d0n  einet)  Strablbuscbel 
parallel  mit  sich  seiner  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes;  so  wird 
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k^  StraM  ien  ciBed»  neeb  de»  aidereii,  mit  aeioer  Polare  paral- 
lel «eiD,  die  eriengte  Fläebe  also  auch  k«iiiiea  unendlich  entfern- 
(ao  Pookt  enifaalten  köonei».    Dieaelbe  maaa  also  ein  EUipaoid  sein. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  recinroker  rSum- 
licher  Strahlbflschel  ein  elliptisches  Hyperboloid  zu  er- 
xeogeo. 

Auflösung.  Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  in  die- 
jenige conceotrischeLage,  in  welcher  dieselben  einen  Kegel  erzeugen, 
uod  versetze  jetzt,  was  immer  möglich  ist,  den  einen  parallel  mit 
sich  selber  ui^d,  ohne  dass  ein  Strahl  des  Kegels  auf  setner  Po- 
lare verharrt»  m  ireeod  eine  Stelle  des  ßaames :  so  werden  erst- 
lich alle  Strahlen  des  Kegels  jetzt  mit  ihrefi  .Polaren  parallel  sein 
oad  folglich  unzähiige  unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  deren 
Richtungen  mit  den  Strahlen  eiaes  Kegels  parallel  sind ;  zweitens 
wird  ti^eder  ein  Strahl  jenes  Kegels,  noch  auch  irgend  ein  aaderer 
Stbhl  auf  seiner  Polare  liegen,  weil  ein  solcher  letzterer  Tor  der 
Trenoung  der  Strahlbüschel  seine  Polare  durchachuitt,  und  folg- 
Tich  auch  nach  derselben  durchschneiden  muss.  Die  erzeugte 
FIScbe  kann  also  aus  dem  letzteren  Grunde  keine  geradlinige,, und 
nuis  folglich  aus  dem  ersteren  ein  elliptisches  Hyperboloid  sein. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reclproker  rUum- 
lUher  Strahlbüschel   ein   elliptisches  Paraboloid  zu  er- 

lengen. 

inflosiing.  Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  In  dtih 
JtDJgeinvolutorischeLase,  in  welcher  dieselben  einen  Keiefelerzeugeti. 
lA  Allgemeinen  wird  nun  eine,  auf  einem  Strahle  dieses  i^gels 
senkrechte  Ebene  denselben  in  einer  Ellipse  schneiden,  üai  drdbt 
mn  miD  den  einen  Strahlbüschel  um  diesen  Strahl,  und  zwar  am 
ciaeo  Winkel  von  zwei  Rechten  herum,  so  werden  die  in  jtoer 
£l»ene  vo-einigten  reciproken  Ebenen,  kraft  Lehrsatz  2.,  nur  efaien 
ciozigeD  Punkt  besitzen,  welcher  auf  seiner  Polare  Hegt;  und  da- 
her auch  io  den  beiden  Strahlbüscheln .  bloss  jener  eine  StraU  alif 
«einer  Polare  liegen.  Versetat  man  also  jetzt  den  ^inen  Strahl- 
hiUchel  pai'allel  nüt  sieh  selber  in  irgend  eine  andere  Stelle  des 
Raumes,  so  wird  auch  nur  ein  einziger  Strahl  uiit  seiner  Polare 
pvaOel  sein;  die  erzeugte  Fläche  also,  wei)  sie  nur  einen  unend- 
lich entfernten  Punkt  besitzt,  im  Allgemeinen  ein  elliptisches  Pa- 
raboloid siein  müssen. 

Aufgabe. 

Zwei  beliebig  gegebene  reciproke  räumliche  Strahl- 
bflschel so  zu  legen,  dass  die  durch  dieselben  erzeugte 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  in  der  Richtung  einer  gege- 
henen  Ebene  in  lauter  Kreisen  geschnitten  werde. 

Auflasung.  Man  lege  die  gegebenen  Strahlbüschel  D,  Di 
mrohiioHsch  und  suche  eine  Brennebene  defüselben. ,  Jetzt  gebe  man 
^selbeB,   dkm  ihre  Lage  z«  einander  zu  indem,   etae  äolikä 

14  ♦ 
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La^  iiii  Rainney  dass  diese  Brennebene  mit  der  gegebenen  Rieb* 
tims^f^ebene  parallel  laufe,  und  versetze  den  einen  StrahlbÜscM, 
z.  u.  Dl,  parallel  mit  sieb  selber  und  so,  dass  die  Polaren  der 
Brennebene  auf  einander  liegen  bleiben,  in  irgend  eine  Stelle  des 
Raumes;   so  baben  beide  S&ahlbüscbel  die  geforderte  Lage. 

BeTveis,  Bei  der  involutorischen  Lage  von  />,  Z\  seien  B^ 
Bi  die  von  den  zug.  barm.  Polaren  der  Brennebene  gebildete 
Strahlbiiscbel ,  in  U' eichen  also  die  zug.  Strablenpaare  a,  a^;  ff,bi: 
c,  Cj ;  rf,  dl,...  lauter  recbtc  Winkel  einsrhÜessen ;  und  2lx,  H 
seien  die  vereinigten  barm.  Polaren  jener  Ebene;  femer  seien  o. 
ß,  y,  d..,.  die  durch  H  und  u,  b,  c,  eif.... . gehenilen  Ebenen,  d.  h. 
die  bann.  Polaren  von  a^,  Aj,  Cj,  e/j..., ;  and  «i,  j^i,  y^,  d|....  die 
durch  Äi  und  /rj,  bi,  Cj,  di„.,  gebenden  Ebenen  oder  die  bnrm. 
polaren  von  w,  6,  c,  d....;  femer  «',  6',  c',  d\.,.  diejenigen  Strah- 
len von  B,  welche  niiit  Oj,  6^,  e^,  rf|....;  und  wieder  a/,  6i',  q', 
dl'....  diejenigen  Strahlen  von  Bi,  ^^•elche  mit  a,  6,  c,  rf....  ver- 
einigt sind;  endlich  a',  ß' ,  j' ,  ö'....  die  mit  äi,  ß^,  y.,  d.....  m- 
einigten  Polaren  von  Oi' ,  bi  ,  c^',  rfi '....;  und  k/,  ft  ,  y^  ,  V-.- 
die  mit  cf,  /3,  y,  d,...  vereinigten  Polaren  von,  a',  6',  c'  rf'....  Wird 
nun  der  Strahlbifscbel  Ä  auf  die  angegebene  Weise  von  D  g^ 
treönt,  so  bleiben  je  zwei  Ebeneti  cc  und  «|';  (Jund  ft'....a' iindtfi; 
p'  und  ßi,,..  vereinigt,  urtd  die  Ebenen  der  Strahfbuschel  B,  dx 
und  deren  Strablenpaare  a,  öi';  6,  bi....a',  Oi;  b',bi..„  werden 
mit  einander  und  der  geg.  Richtungsebene  parallel.  Ist  nun  S  irgeod 
eine  Ebene,  welche  nie  erzeugte  Flache  F  in  der  geg.  Richtong 
schneidet,  so  sind  m  derselben  zwei  Ebenen  S,  S^  vereinigt 
welche  in  Ansehung  der  Punkte  und  Geraden,  in  denen  sie  t« 
den  entsprechenden  Elementenpaaren  der  />,  />^  geschnitten  frer- 
den,  reciprok  sind.  Aber  der  unendlich  entfernten  Geraden  voo 
-fi,  (Kl  entspricht  in  doppeltem  Sinne  ein  und  derselbe  Vußktt 
derjenige  nämlich,  welcher  dem  gem.  Strahle  (2(2(i)  der  rävmüdKti 
Strahttnlscbel  anffehurt,  und  je  zwei  zug.  Durchmesser  voti  2»  Si 
sind  mit  je  zwei  Strahlen  a,  e^;  b,  bi....  oder  a,  a/;  6',  V**" 
•oder  auch  a^  a;  6,  A';...  parallel,  bilden  also  eine  Involution  der 
rechten  Winkel.  Folglich  sind  die  Ebenen  S,  S^  involutorisehf 
und  die  Linie,  in  welcher  sie  die  Fläche  F  schneiden,  ist  ^^ 
Kreta  Auch  sieht  man,  dass  die  Ebenen  der  Strahlbusdiel  B, 
<Bi  izwd  parallele  Berührungsebenen  dieser  Flädie  sind. 

Zusatz.  Haben  die  geg.  Strahlbüschel  />,  J9i»  involutoriscb 
gelegt,  nur  eine  einzige  Brennebene,  d.  h.  fallt  die  letztere  mit 
^iner  Achsenebene  zusammen,  so  stehen  sämmtlicbe  Kreise,  lo 
weichen  die  Fläche  F  geschnitten  wird,  auf  der  Verbindungsliflic 
ihrer  Mittelpunkte  senicrecbt;  die  Fläche  F  kann  also  durch  Rota- 
tion eines  Kegelschnittes  um  seine  Achse  erzeugt  werden,  und 
heisst  in  diesem  Falle  ein  Konoid. 

•    §.  ö. 

Konstriiktion  der  Flächen  des  z^^iten  Grades  mittels 
neuii  gegebener  Punkte  oder  BeruHriuigsebenen. 

Sind  />,  Ay  A»  bo»  <o»  ^o*  ^o*  fo^  So»  bo  zehn  im  Räume 
beliebig  gegebene  Punkte,  und  man  verbindet  irgend  zwei  dersel- 


203 

bell ,  z« B.  />,  Dl,  mit  den  acht  übrigen  dnrch dife Strahlen  a,  Ä,  c, 
//,  **'  /J  ü*  A  "«»^  «1  >  ^1  >  Cx ,  f /| ,  ^1 ,  /i  >  ^i ,  Äi ,  »wetehe  zwei  he- 
liebiee,  fe«t  im  Räume  liegende  Ebenen  ^,  ffi^  bezöglich  In  den 
Punkten  a,  b,  c,  Ö,  e,  f,  g,  b  und  äi,  bj,  q ,  d, ,  Ci,  fi,  fli,  bi 
schneiden,  «o  kann  man  durch  eine  analytische  Betrachtung  ver- 
ßvclit  irerden,  festzusetzen:  die  Ebenen  Ä,  üi  sollen  reciprok, 
vmi  zwar  die  Polaren  der  Punkte  a,  b,  c,  Ö,  c,  f,  g,  b  sollen 
dwrch  die  Punkte  «i ,  bi ,'  Ci ,  Öj ,  fj ,  f  ,  gi ,  bi  gehen. 

Denn  sind  fifr  ein*  beliebiges  Coorninatensysteni  a:,  y  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  S,  und  fär  ein  anderes  be- 
li^bi»e«i  Omrdlnatensystem  .Tj ,  y^  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Ptnktes  von  ffi^ ,  so  Ist 

(«3r+fcr+c)yi  +  (a'y  +  6'ar  +  c')^i+a*'y+6":r  +  c"=0 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  S| ,  welche  dem  beliebigen  Punkte 
(ay)  von  £  entspricht,  und  zugleich  in  der  Form 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  IE,  welche  dem  beliebigen  Punkte 

(X|y|)  von  Si  entspricht,    und  es  ist  leicht  zu  zeigen,    dass  alle, 

den  verschieffenen  Punkten  jener  ersteren  Geraden  entsprechenden 

Geraden  von  ft  durch  einerfei 'Punkt,  und  umgekehrt,  gehen,  und 

da«8  iede  solche  Gerade  und  ihr  entsprechender  Strahlbiischel  hin* 

■tcktncb  ihrer  entspr.  Elementenpaare   projektivisch  sein  müssen. 

Oiette  Gleichung,  deren  Constanten  sich  auf  acht  reduciren  lassen, 

drückt  also  dieselbe   Beziehung  der  Ebenen  9t,  £i  auf  einander 

*us,  welche  wir  mit  dem  Namen  der  Keciprocität  bezeichnet  haben. 

Setzt  man  in  derselben  nun  an  die  Stelle  von  x,  yund  x^,  yi 
oacfa  einander  die  Coordinaten  der  gegebenen  acht  Punktenpaare, 
A  and  a^ ,  b  und  b^,  c  und  Cj,  Ö  und  b. ,  c  und  e^,  f  und  f^,  ^  und 
Si,b  and  bi»  so  erhält  man  acht  Gleicnungen  mit  den  nämlicben 
acht  Constanten j,  von  denen  eine  jede,  z.  B.  die  erste,  ausdrijckL 
iMs»  die  Polare  des  Punktes  a  durch  den  Punkt  a^  gehe  ^  und 
durch  jene  Gleichungen  sind  diese  Constanten  bestimmt. 

Bat  diess  nun  aber  seine  Richtigkeit,  und  man  denkt  sich  /)« 
Dl  als  die  Mittelpunkte  zweier  raumlichen  Strahlbfischel,  deren 
Strahlen  und  Ebenen  beziiglich  nach  den  entspr.  Elementenpaaren 
von  S,  Si  gerichtet  sind,  so  sind  auch  diese  Strahlbiischel  reci- 
OTok,  und  zwar  werden  die  Strahlen  a,  6,  c,  </,  e,  /*,  /y,  A  von 
ihren  Polaren  in  den  Punkten  Oq,  bn,  Co,  O^,  e^»  fo^  So>  bo  ge- 
schnitten, und  folglich  wird  die  durch  D,  Dt  erzeugte  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  durch  die  gegebenen  zehn  bcliebiüen  Punkte  Dy 
Dl,  Oo....  gehen  miissen  —  ein  Resultat,  welches  jenem  anderen  • 
analytischen  Satze  schnurstracks  widerspricht,  dass  eine  Fläche 
des  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte,  sowie  ihre  Gleichung  &rch 
fleon  Constanten,' bestimmt  ist. 

Dieses  analytisch  -  geometrische  Paradoxon,  ist  för  die  rein-geo- 
metrische Betrachtung  bereits  durch  Lehrsatz  33.  hinweggeräumt 
Die  analytische  Aufklärung  desselben  wird  durch  eine  vergleichende 
Untersuchung  der  Constanten  der  Gleichung  einer  Fläche  des 
zweiten  Grades  und  derjenigen  Gleichung,  welche  die  Reciproci- 
tät  zweier  räumlichen  Sü-ahlbiischel  darstellt«  sich  ergeben  mOssen. 
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Im  Allgemeinen  steht  so  viel  fest,  dass^ic^  Aufgabe, 
durch  neun  gegebene  Punkte  eine. Fläche  des  zweiten 
Grades  zu  iegefij  auf  die  andere  zurückkommty  um  ein 
gegebenes'n-Sck  (wo  n  eine  durch  die  Natur  der  Aufgabe 
selbst  erst  zu  bestimmende  2ahi  bedeutet)  ein  anderes  n-£ck 
zu  beschreibens  welches  mit  eineim  zweiten  gegehetfen 
n* £ ck  r e c i p^ o k  sei.  Diese  Aufgabe,  aber  jüsst  «ticn  wied^ 
auf  folgende  reducircn,  )telche  nichts  anderes  als  die  Verallgemw* 
nerung  einer  Klasse  von  Aufgalien  Ist,  die  seit  langer  Zeit  die 
Aulmerkßamkeit  der  Geometer  beschälügt  haben,  näinlicb:  Um 
oder  in  ein  gegebenes  n-Eck  ein  anderes  zu  beschrei- 
ben, welches  einem  zweiten  gegebenen  it*Eck  colli* 
near  —  und  insbesondere  affin,  ähnlich,  gleich,  con- 
gruent  ~  s^i.  Indem  ich  hiermit  ^ur  Auflösung  dieser^  allee- 
meinen Aufgabe  einlade,  bemerke  ich  nur  noch,  dass  dieselbe 
mittels  des  blossen  Lineals  sich  inuss  ausftihren  lassen,  während 
die  der  angedeuteten  specieüeren  Aufgaben  den  Gebrauch  eines 
festen  Kreises  erfordert;  und  dass  die  im  sechsten  T  heile  des  Archivs 
S.  178.  behandelte  Aufgrabe  ein  besonderer  Fall  derjenigen  ist: 
In  ein  gegebenes  Viereck  ein  anderes  zu  beschreiben,  das  einem 
zweiten  gegebenen  Viereck  ähnlich  sei. 

Eine  mehr  direkte,  wenn  auch  nicht  durdiaus  symnietriscKt 
Auflösung  des  ^n  derUeberschrift  dieses  Paragraphen  genannten  Pro* 
blems  wird  dur9h  di^  folgei^denden  zwei  AufJ^en  vermittelt  werdep* 

Aufgabe. 

In  einer  £b^pe  IC  sind  zwei  Gerade  A^  A';  auf  der 
ersteren  ein  Punkt  8,  und  ausserdem  sind  drei  Punkte 
^t  ßf  y  beliebig  gegeben;  und  In  einer  zweiten  Ebene 
Si  sind  zwei  Punkte  A,  Bi' ;  eine  durch  den.  ersterifHk 
gehende  Gerade  5^  und  ausserdem  drei'  Punkte  &i,  P\» 
Vt  beliebig  gegeben;  man  stellt  sich  vor,  die  Ebenen 
ff,  ffit  seien  reciprok,  und  zwar  A,  A^  dlt  Polaren  von 
Bi,  Bi  \  s  der  Pol  von  *i ,  und  die  Polaren  «i,  ft.,  f\^ 
ehen  durch  die  Punkte  Uy  ß,  /•  Man  soll  diese  drei 
olaren  mit  Hülfe  des  blossen  Lineales  zeichnen. 


I 


*    A  n  a  I  y  s  i  s. 

Es  seien  in  Taf.  V.  Fig. 7.  a,  6,  c  die  gesuchten  drei  Geraden;  sie 
schneiden  die  A  in  den  Punkten  a,  b,  c;  die  A  in  den  Punkten 
a',  b',  (f;  ö  sei  der  Durchschnitt  von  A,  Ä.  Man  Verbinde  in 
der  anderen  Ebene  den  Punkt  Bi  mit  den  Punkten  a, ,  ft,  js, 
Bi  durch  die  Geraden  Oi,  fti ,  Cj ,  r/, ;  und  den  Punkt  B^'  mit 
«j ,  ßi ,  Yi  durch  die  Geraden  0/,  6/,  Cj'.  Da  die  Geraden  U.,  ä^ 
a,  o,  c  die  Polaren  von  Bi,  Bi  ,  a^,  A  >  yi »  und  der  Punkt  s 
der  Pol  von  Si  werden  soll,  so  müssen  fblgeude  zwei  Bedingun- 
gen erfiUlt  werden: 

A(a,  b,  c,  0,  ^)==  A  («1.  Äi»  ^1  fdiySi) 
und 

A'  (a',  b'.  C,  0)  =£i'  («i'.  &,',  ci',  rf,). 
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lingßn  wifi,  zu  dmem  Zwecke  durch  deo  Puokft  8  eine  belle* 
klge  Qenkd^'A"  uud  denken  uns  auf  der^ben  die  Puokte  4'^>b^>. 
rT,  ^''  oder  Z.  i^•  <(,  JD  sg  gewählt,  dass  dk^elbe  mit  dem 
Strahlbiischel  j^  und  folglich  9uch  mit  der  Geraden  A  in  Ansehung 
der  Elemente  ar] W,  ^»  V,  d;  Oi,  ^,  C|,  c/^,  *i;  a,  b,  c,  Ö,  a 
projektrvtscb.ist;:  so  werden  die  Projelctionsstrahlen  aa",  bb",  cc'', 
Oö^  sich  In  einerlei  Punkte  i  schoeiaeD.  Femer  lege  man  durch 
den  Punkt  D  irgend  eine  Gerade  A!**  und  wähle  auf  dorseihen  drei 
Punkte  a"',  b*^,  c^'  oder  31',  Ä',  (T  so,  dass  dieselbe  mit  dem 
Strahlbüschel  B^  und  folglich  auch  mit  der  Geraden  Ä  in  An- 
sehauf^  der  Elemente  «'",  b*^,  c*',  Ö;  «i',  6i',  c/,  c//;  a',  b',  c',  D 
prejektivisch  ist ;  so  werden  auch  die  drei  Projektionsstrahlen 
a'<r,  b'b*',  d^^"  durch  einerlei  Punkt  8  gehen  mfissen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gerade  DD'^,  die  Punkte  ü,  J&,  C  S>; 
a,  j),  /;    2t',  S',  £'  als  fest  imd  den  Punkt  t  längs  der  ganzen 
Geraden  ÖO^  fortbewegt,  so  werden  die  Punkte  a,  b,  caut^lund 
a\  b',  c^  auf  A  ihre  Lage  änderen,  und  es  wird  zwar  In  jedem 
Momente  der  Bewegung  die  erste  der  obigen  Bedingungen^  nicht, 
aber  die    zweite  emillt  sein,    indem  die  veränderlichen  Geraden 
a'Ä*,  bV*,  ^c^  nicht  immer  durch  einerlei  Punkt  l  j;ehen.    Indes- 
sen bei   dieser  Bewegung   erzeugen   die   veränderlichen  Geraden 
00*,  bb'^,  cc^  drei  perspektivische  Strahlbiischel  31,  J&,  £;  je  zwei 
Punkte  a,  d';    b,  b';  c,  c'  zwei    perspektivische   Gerade  A^   A\ 
M  roklich  auch  je  zwei  Strahlen  (Co!",  bV";   do!",  dc!"^   W\ 
iif  zwei    projektivische  Strahlbfischel  21',  23';    X,  iL';    »',  ÖT. 
Rickt  der  Punkt  i  in  die  Stelle  des  Punktes  5,   so  rficken  auch 
simn^he  Punkte  ((,    b,    c  und  a',  b',  c^  nach  0;   und  demnach 
md  in  dem  gemeinschaftlichen  Strsthle  von  21'  und  V  oder  21'  und 
€i  V  und  (T,  d.  h«  länes  der  Geraden  A'"^  entsprechende  Strah- 

der 
linie 


ge- 
nuin Linien  Ny  P  beschreiben ;  hat  man  also  zwei  dieser  Gera-, 
dm  gefunden,  so  ist  ihr  Durchsqhnittspunkt,  welcher  natärlich 
well  der  dritten  angehören  muss,  der  Punkt  8,  durch  welchen 
alles  Uebrige  sofort  gegeben  ist. 

Konstruktion. 

Man  leee  durch  den  gegebenen  Punkt  s  irgend  eine  Gerade 
^  nnd  bestimme  auf  derselben  die  Punkte  a",  b^,  c^,  ^^  so,  dass 

i«(;  lege  femer  durch  den  Punkt  D,  den  Durchschnitt  von  A,  A, 
iTKeiid  eine  Gerade  A"'  und  bestimme  auf  derselben  die  Punkte 
^>  y»  C^  so,  dass 

J'^(a'^  b'^,  c'^  ö)= Bt'(ai',  6/,  c/,  dl) 

Ut;  ein  Geschäft,  dessen  man  in  der  Hauptaufgabe,  um  die  es 
mch  bandelt,  sich  dadurcli  ganz  überheben  kann,  dass  man  sich 
bereits  vorhandener  Punkte  bedient.  Sodann  verbinde  man  deo 
Punkt  d  mit  den  Punkten  a,  ß,  y  durch  drei  Gerade,   welche  die 
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Gerade  Ä  in  den  Punkten  Qkx>  bi%  tx  sehodden,  und  diese  leti- 
tcren  Punkte  mit  den  Punkten  a'",  V" ,  d"  durch  drei  Gerade, 
welche  sich  paarweise,  nämlich  ft/a'*'  und  b^'b*^,  a^'o*'  und  q'c^, 
in  den  Punkten  bo  und  c^  schneiden. 

Jetzt  verbinde  man  den  Punkt  0  mit  h"  durch  eine  Gerade 
und  einen  beliebigen ,  aber  weder  mit  D  noch  mit  D"  identischoi 
Punkt  ia  dieser  letzteren  mit  den  Punkten  a" ,  b'',  if  durch  drei 
Gerade,  welche  die  Gerade  A  in  den  Punkten  02»  ba,  f«  treffen, 
sofort  diese  Punkte  wieder  mit  den  Punkten  a,  ß,  v  durch  drei 
Gerade ,  welche  die  Ä  in  den  Punkten  Oo' ,  b^',  c^  treffen  ;  und 
wiederum  diese  drei  Punkte  mit  den  Punkten  o!",  b"* ^  ^  durch 
drei  Gerade,  weiche  sich  paarweise »  nämlich  die  erste  und  die 
zweite,  die  erste  und  die  dritte,  in  den  Punkten  b^  und  c® 
schneiden. 

Jetzt  yerbinde  man  die  Punkte  bo  und  b^  durch  eine  Gerade 
M,  und  die  Punkte  Co  u*id  c^  durch  eine  Gerade  N'^  sofort 
den  Durchschnitt  f  dieser  Geraden  M  und  N  mit  den  Punkten 
q!",  b*",  d"  durch  drei  Gerade,  welche  die  A  in  den  Punkten  ft', 
b',  d  treffen,  und  zuletzt  diese  drei  Punkte  mit  «s  /3,  y  durch  drd 
Gerade  a,  b,  c\    so  sind  diese  die  drei  verlangten  Linien. 

Beweis. 

Denn  geht  man  auf  die  Anal5^sis  zurück,  so  sind  Ai\  b|',  <i 
diejenigen  Punkte  von  A ,  welche  man  erhält , .  wenn  der  Punkt  i 
in  die  Stelle  des  Punktes  0"  rückt,  und  fal^Uch:b(),  b^zwei  Punkte 
der  dortigen  Geraden  ü/,  Co  und  ö^  zwei  Plnikte  der  dortigen  Gfr 
raden  N,  Da  nun  sowohl  die  Geraddn  Ä'ft'*,  bV,  cd"  sich  in 
einem  Punkte  f,  als  auch  die  Geraden  m"  ^  l>b*',  cd' ,  ÖO"  sidi  in 
einem  Punkte  t  sehneiden  müssen  ^  so  ist 

^(a,b,c,e>,d)^i4"(a",b",c",e>",a):x=Ä,(«i,6i,c„d|,*,) 

und 

A\ci,b\d,^)^A'«{ci'\b'\d\X>)=B^{a^X\^\.dxy 

Also  darf  man  festsetzen:  die  Ebenen  £,  Si  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Geraden  A,  Ä  die  Polaren  der  Punkte  A,  Ä/, 
und  die  Punkte  a,  b,  c,  D^  8,  a',  b',  c'  die  Pole  der  Geraden 
^\*  ^1'  ^i>  ^19  ^i>  ^\y  ^i>  Ci'  sein.  Dann  aber  sind  nothwendig 
auch  die  Geraden  a,  6,  c  die  Polaren  der  Punkte  a|,  ßi^  fi» 

W.  z,  b*.w. 

Determination.      .    . 

Gäbe  es  noch  drei  andere  Gerade  a,  b,  c,  welche  der  Auf- 
gabe, genügten ,  so  würden  die  Geraden ,  welche  die  neuen  Punkte 
a,  b,  c  mit  den  früheren  Punkten  a",  b",  c"  verbänden,  ebenfalls 
auf  der  Geraden  ö2>,^  in  einem  Punkte  t  conver^iren  müssen ;  es 
würden  also  die  Geraden ,  welche  die  früheren  Punkte  o!",  b*^,  C** 
mit  den  neuen  Punkten  a',  b',  c'  verbänden,  paarweise  entsprechende 
Strahlen  der  Strahlbüschel  Ti\  Tb',  (V  sein,  also  auf  den  Geraden 
Sfy  N  sich  schneiden ;  der  neue  Punkt  f  würde  demnach  mit  dem 
früheren  C  und   die  neuen  Geraden  a,  b^  c  mit  den   firüheren  zo- 
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nnmenfalien.    Folglich  ist  die  vorstehende  Aufgabe  nur 
einer  einzigen  Auflösung  fähig. 

*  •  4 

Hülfssatz. 

Haben  eine  Reihe  von  Kegelschnitten  2(,  2,  (L,  ID.... 
drei  Punkte  jff^  0',  £^  geraein,  und  sind  ireend  zwei 
Gerade  A^  A ,  welche  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  B. 
durch  B,  gehen,  in  Ansehung  der  übrigen  Punkte  a,  b, 
c,  Ö,  s....  und  a',  b',  t',  D',  ö'.... ,  in  denen  sie  von  den  Ke- 
gelschnitten und  der  Verbindungslinie  der  beiden  ande- 
ren Punkte  J5',  Bf"  geschnitten  werden,  projektivisch^  so 
haben  sämmtliche  Kegelischnitte  nocri  einen  vierten 
Punkt  gemein,  und  eine  jede  durch  B  gehende  Gerade 
ist  mit  Ay  A  in  Ansehung  der  betreffenden  Punkte  pro- 
jektivisch. 

Beweis.      Man  denke  sich  di^  Ebene   der  Kegelschnitte  mit 

einer  anderen  in  höherem  Grade  geometrisch  verwandt,    so  dass 

Puokt  und  Punkt  sich  entsprechen,   und  zwar  B,  B j  B"  als  die 

Hauptpunkte  der  ersten,  und  iS^,  jB/,  Bi"  als  deren  zugeordnete 

in  der  zweiten  El»ene ;    so  entsprechen  den  KegeUchnittea  21,  Jb^ 

C>  2)....  ebensoviele  Gerade  2(|,  2i ,  £i,  3^]....;   sHmmtlichen  Ge- 

vAtM  4,  A\   A",.„t   welche  durcn  B  gehen»   wiederum  Gerade 

ii,  Ji',  Ai'..,.i  welche  durch  Bi  gehen;    und  den.  Punkten  a>  b, 

c,ö....;   a',  b',  c',  Ö',...;   tt",  b'',  c",  O'V.  von  A,  A\  ^'';....  und 

1»  2>  (Lf  £..••  entsprechen  die  Durchschnitte  a^,  bj ,   Ci,  b^....; 

«i'»b|',  c,',  Ol'..,-;    Ck\  b,\  c,",  Ö/....  ^n'Ai,  A^',  //'....  mit 

Jfi»  Äi,  iCi,  JDi-...;    endlich  allen  Punkten  a,  s',6"....  derHaupt- 

imic  BB"  lauter  Punkte  8,,  s/,  Si*'....,   welche  mit  dem  Haunlr 

pimkte  Bi  sich  vereinigen.    Da  nun  nach  Archiv.  Theil  VII.  S.  118. 

«iuem  jeden   Strahlbäschel  B   ein  proj.   Strahlhilschel   Bi\  und 

joiflicii  auch  einem  Jeden  Strahle  A  des  Hauptpunktes  B  ein  pro- 

jeküviseher  Strahl  Ai  des  zugeordneten  ß^  entspricht»  ako  . 

i4(a,  b,c,0,  8....)=^^i(^i»bi,Ci,0jL,ai....);, 
^'(a',b',e',d',s'....)  =  i4i'(tti',b|',c,',0i',iH'....);   .  . 

4''(a^b^c'^o^5^...)=-4,"(al^bx^c/^D,^s/^...) . 

ist,  und  da  angenommen  ward,  dass  .         i.. 

A(a,  b,  c,  0,  &,...)  =  A(a\  V,  c',  y,  s'....) 
s6y  und  die  Punkte  d| ,  dj'  sich  vereinigen,  sp  ist,  zunächst 

• 

d.  h.  die  sSmmtlichen  Projektionsstrahlen  Hi,  J^i »  Ci»  ^i«*«  Von 
ili,  Ai'  gehen  durch  einerlei  Punkt;  und  diesem  Punkte  muss 
lemnach  ein  vierter  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Kegelschnitte 
T^i  Jb,  (L,  3D....  entsprechen.    Zugleich  aber  folgt,  dass  audi 

^i{«i,  bi,  Cl,0l,8l....)=i<l"(V^^^Cl^0l^8l^...), 
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^'  %'  ßif  Vi  imSinD«  der.  pirarlged  AuGs^e  gegeben»  konstruire 
mit  Hülfe  der  Punkte  7t,  Ä,  5,  D  oder  a",  b",  f,  t>"  zwei  neue 
Punkte  ti  und  t^  ofid  v^rl^^nde  di^  letssteren  durch  eine  Gerade  F. 

Es  sei  t  der  Dur^h8chnitti$punkt  der  Geraden  C  und  F;  ^naiv 
verbinde  t  mit  den  punkten  a",  b^',  c^,  f",  0''  durch  die  Geraden 
fl®,  6**,  c^y  f^\  d^s  welche  il  in  den  Punkten  a,  b,  c,  f;  6  schnei- 
den^ und  sofort  diese  Punkte  bezfiglich  mit  den  Punkten  or,  ß,  y, 
9,  i  durch  die  Gesaden  a,  ^,  c,  f,  d;  ho  sind  letztere  die  fiinf 
gesuchten  Polaren  von  a|,  j?|,  }f|,  9|,  d^* 

B  e  w  e  i«s. 

Es  seien  noch  a',  b',  c'  die  Durchschnitte  von  a,  ö,  c  mit  rf; 
man  denke  sich  von  jedem  Punkte  i«....  der  Geraden  C,  ausser 
den  schon  vorhandenen  t,  tV,  is»  nach  den  Punkten  71,  ^,C,  2>.... 
die  Geraden  03*^,  b^^,  c^^,  aj^^,,.,  gezogen*  welche  die  ^  in  03, 
^'^3,  2^,....  schneiden;  diese  Punkte  wieder  bezüglich  mit  a» 
P^  Y>  d  durch  dieGeraden  CI3,  63,  €3,  d^,,.,.  verbunden,  von  denen 
die  drei  ersteren  die  letzte  d^  in  den  Pimkten  a^' ,  b^  $  c/  schnei- 
den, und  bezeichne  die  um  er,  ß,  y,  d  gebildeten  Sti:ahlbüschel 
mit  2',  H',  C,  Z>'*    DIess  vorausgesetzt,  so  hat  man: 

t'ids  dl, dt,  ci|...0=S)(d*',rfi*',«^^rf8^...0=a(aO  Oi^Oa^OgO...) 

,  ,   j  =3'(a,ai,aa>  «3— ); 

öDd  ebenso '  '  , 

JD'(r2,  di,d^,  c4"")=^'(^*  <^i  >  ^>  C3....). 


;  f  ( 


Polglich  liegen  sämmtliche  Punkte  ö,  a,a\ai',  ^\  a^\.,.  in  einem' 
Kegelschnitte  2(0;  sämmtliche  Punkte 'd,^JJ,  b*,  b/,  b^',  b3'.... 
in  einem  Kegelschnitte  Äo;  säramtlicbe  Punkte  ö,  y,  CCi,,  f^, 
V...«  in  einem  Kegelschnitte  (Co;^  und  da  demienigen  Sti-i^hle  Vo^ 
36,  welcher  nach  dem  Durchschnitte,  der  Geraden  A*'  und  C  geht, 
b  den  Strahlbüscheln  2D%  2',  Ä',  C'  lautet  Strahlen  enisprecbeni 
die  nach  dem  Punkte  d  gehen,  und  demjenigen  Strahle  von  2), 
welcher  nach  dem  Durchschnitte  t  der  Geraden  A  und  C  geht, 
in  denselben  vier  Strahlbüscheln  lauter  Strahlen  entsprechen, 
welche  nach  demselben  Punkte  %  gehen,  so  haben  die  Kegelschnitte 
%«  £o>  ^o  ausser  dem  Punkte  d  noch  zwei  Punkte  8  und  t  ge- 
mein,  welche  der  Geraden  A  angeboren.  Nun  aber  ist  der  Kon- 
struktion gemäss 

abo  ist  kraft  des  yorhergesct^ckten  Hülfssatzes  auch  , 

>         > 

4'  («i',bi',c/A) =^'(«'»b'.  c',ö)  =  A'  (aa'.bj'.c,'.  Ö3). . . . 

5ssJ5|'(«i',V.o»'»di).' 
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Auf  dief«elbe  Weise  wird  mittels  der  Geraden  F gezeigt,  dass 

.       •'    ^'(a',b',r,ö)=Ä/(cix',V,/i',^); 

folgKcKy  da  zwei  pcoj..  Gebilde  durch  drei  Paar  entsprecheude 
Elemente  a',  l>',  D  ijndf  ^^  ^',  di  vollkommen  bestimmt  siad,  so 
ist  auch 

A  («',  b'.  <f,  r.Ö)  ^  Ä,'(a,',  6,',  cj',  /i'.  d,); 
und  da  nach  der  Konstruktion  auch 

ist,  so  darf  man  festsetzen«  die  Ebenen  S»  Ci  sollen  reciprok 
und  z\v^r  die  Elemente  Ay  rf,  d,  a,  b,  c,  ö,  f,  a',  b',  c',  f  «nd 
5i,^i>  *i,  «1»  6i,  r,,  i/i,  A*  «/'  ^1*  V>  f^'  entsprechende 
sein  (Archiv.  ThI.  Vlfl.  S.  2.).  Dann  aber  smd  auch,  die  Geraden 
a,  b,  Cf  fs  welche  die  Punktenpaare  a,  a';  b,  b';  c^  c';  f ,  f 
verbinden ,  und  die  Diirchschnittsuunkte  «i  >  ßi»  Yi>  9^i  ^^^  Strah- 
lenpaare  «i ,  «i' ;  bi$  Wl  ^i »  ^i  5  /i »  fi  entsprechende  Elcmen- 
tenpaare. 

W.  z.  b.  w. 

Betermination. 

Gäbe  es  poch  fünf  andere  Gerade  a,  b,  c,  d,  /,  welche  der 
Aufgabe  genügten,  so  wären,  wenn  wieder  rf  mit  A'  bezeichnet 
wird,  für  die  neuen  Punkte  a',  b',  c',  f  und  a,  b,  c,  f,  Ö  wie- 
derum die  Beziehungen 

^(a,b,c,f,0,ö)=B,(al,6l,c^,/i,rfl,*l)=^"(a^b^C^,f^Ö^6) 

und 

^'  (aVbT,  <f,  r,  ö)  =  Ä/  (Ol',  6/,  c/,  /i',  d.) 

vorhanden;  denkt  man  sich  nun  den  neuen  Punkt  Ö  mit  dem 
früheren  ö"  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  die  Gerade  C 
der  Konstruktion  in  einem  Punkte  i^  schneidet,  und  sofort  diesen 
Punkt  noch  mit  a",  b",  c"  verbunden,  wodurch  man,  wie  im  Be- 
weise angegeben ,  die  Punkte  a^ ,  b^,  c^  und  die  Geraden  a^ ,  ftj, 
Cj  erhalten  würde,  so  müssten  diese  letzteren  mit  a,  6,  c  zu- 
sammenfallen ,  weil  nach  der  Determination  der  vorigen  Aufsähe  in 
den  reciproken  Ebenen  (6i ,  ffi  nicht  zu  gleicher  Zeit  die  Elemente 
^i*  ^li  Sit  Ol,  Pi,  Yi  den  Elementen  A,  d,  s,  n,  b,  c  und  auch 
den  Elementen  A,  d,  s,  03,  63,  c^  entsprechen  können,  wenn 
sowohl  a,  6,  c  als  auch  03,  63,  6*3  durch  die  Punkte  a,  ßt  y 
eehen.  Denl^  man  sich  also  die  neuen  Punkte  a,.,b,  r,  D  mit  den 
früheren  Punkten  a",  b",  c",  ö*'  durch  Gerade  verbunden,  so 
müssen  diese  auf  der  Geraden  C  der  Konstruktion  convergiren; 
und  denkt  man  sich  die  neuen  Punkte  a,  b,  f,  Ö  mit  a",  b",  P,  Ö^ 
durch  Gerade  verbunden,  so  müssen  diese  auf  jP,  sämmtliche  fünf 
Gerade  also  im  Durchnitte  t  von  C  und  F  convergiren.  Folglich 
müssen  auch  die  gedachten  neuen  Geraden  a,  b,  c,d^  fmii  den 
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durch  die  KoBstruktion  efhsJtenen  zuaamTBenfallen.     Also   tl8a[t 
auch  diese  Aufgabe  nur  eine  einzif^e  Aufl&suilg  zu.^^    . 

Aufgabe«  -*  •      : 

Wenn  van  einer  Fläche  der  z.weit^R  Ordiaung  neun 
Punkte  beliebig  segeben  «ind^  mittels  de»  gewöhnli- 
cken  und  eines  Eoenen-Lineales  allein  beliebig  yiele 
andere  Punkte  dieser  Fläche  zu  finden, 

K.o  n  s  t  r  u  k  t  i  o  n.« 

Es  seien  D,  D^ ,  ö,  n,  a,  b,  c,  ^,  f  die  neun  gegebenen 
Punkte.  Man  verbinde  irgend  fewei  derselben,  z.  B.  />,  Di,  mit 
den  sieben  übrigen  bczögfich  durch  die  Geraden  s^  p,  a^  h,  c,  ^, 
f  und  f|  ,  pi9  Ol,  bi,  c'i,  rf|,  f^  und  gebe  zwei  gesonderten  odw 
auch  vereinigten  Ebenen  16,  iCi  irgend  "eine  fe^te  Lage  im  Räume 

iam  Vortheilhaftesten  ist' es,  eine  det  Ebenen  zu  wählen,  Welche 
Irei  der  sieben  Punkte  verbindet).     Es  seien  s,  p,  a,  jS,  y,  Sy  w 
^  Punkte,  in  welchen  die  Biene  ffi  von  den  Geraden  s,  p',  itl  6, 
€,  d,  f  —  und  8i ,  Bi,  a^,  Ä  ^  yi,  S^,  ip^  die  Punkte,  in  *^elch^ 
die  Ehene  &i  von  den  Gerädefi'^i,  7> i ,  a^,  //, ,  r^,  rfj,   /\  gfkr^ 
kn  wird.    Man  verbinde;  zw^ei  jener  Punkte,  z.  B.  a  und  p,  dutdh 
«oc  Gerade  A^  und  derozufoliie  die  Punkte  Sj  und  J?,;  durcfh-  ölnfe 
€etade  «| ,    setze  fest,    die  Ebenen  16,   d   sollen  teciprök,-  "unld 
«war  die  Gerade  A  die  Polare  d€fs  Punktes  Äj,  der  Puukt  d  dw 
Pol  der  Geraden  jr.  sein,   und  die  Polaren  der  Punkte  cfi,  /i. ,  vj, 
i|,9i  sollen  durch  die  Punkte  or,  ß,  y,  ö,  q>  gehen;    und  $ubne 
me  fönf  Polaren  nach  der  in   der   vorigen  Aufgabe  gegebenen 
Vorschrift.     Hierdurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,    zu  jedeifi 
Punkte  der  Ebene  f6i  (oder  16)  seine  Polare  in  der  Ebene  16  (odetr 

a)  zu  finden.  Ist  nun  m^  irgend  ein  Strahl  des  Punktes  Di 
•r  D) ,  dessen  zweiten  Durchschnitt  m  mit  der  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  man  finden  will,  so, suche  mau  zu  dem  Punkte^u^,  in  Tretchem 
mi  die  Ebene  16i  trifft,  seine  Polare  in  16»  und  lege  durch  dtesfe 
Polare  und  den  Punkt  D  eine  Ebene ;  so  schneidet  die  letztes^ 
den  SUanl  thi  in  dem  gesuchten  Punkte  m.  V  :  >  -  i  ,j 

•  Beweis." 

Man  denke  sich  den  Punkt  Z)«  mit  sämmtlichen  Punkten  und 
Geraden  der  Ebene  16i ,  und  den  Punkt  D  mit  den  Polaren  und 
Polen  derselben  in  16  durch  Gerade  und  Ebenen  verbunden,  so 
erhält  man  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbüschel  D^  Di  ^  deren 
eptsprecheiide  Elementenpaare  sich  in  den  Punkten  einer. Fläche 
f  der  zweiten  Ordnung  schneiden  müssen.  Da  nun  der  Ronstriik* 
tion  gemäss  der  Geraclen  A  der  Punkt  JBi ,  also  der  |ilben^  jDöx 
der  Strahl  pi ,  welcher  dieselbe  im  Punkte  n  schneidet,  entspricht; 
da  der  Punkt  8  der  Pol  von  Si ,  also  der  Strahl  s  die  Polare  der 
Ebene  Dina  ist,  welche  von  jenem  im  Punkte  <s  getroffen  wird; 
und  da  die  Polaren  der  Punkte  on,  ßi,  yi,  ii,  q>i  durch  die 
Punkte  a,  ßy  y,  ö,  9,  also  auch  oie  Polaren  der  Strahlen  Oi,  bi, 
<if  rfi,  fi  durch  die  Strahlen  a,  6,  c,  d,  /"gehen  und  mit  diesen 
zugleich  von  den  ersteren  in  den  Punkten  a,  b,  C,  Ö,  f  getroffen 
Verden,   so  gehOren  ausser  den  Punkten  />,   Di  auch  die  sieben 
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Ptiokte«,  ^9  ^9  b,  c,  ^fi  f  der  Flfti^be  #"  an;  auaserdem  aber 
muss  auch  der  Pnnkt  m  auf  F  liegen.  '  Gäbe  e«  Dun  eine  zweite,  tod 
F  verschiedene  Fläche  F'  der  zweiten  Ordnung,  welche  die  gegebenen 
neun  Punkte  enthielte,  so  kOnnte  man  nach  Lehrsatz  33.  die  Punkte 
/),  Z>i  bezuglich  mit.  a  und  n  durch  zwei  Gerade  s  und  pi  und 
mit  den  beiden  Punkten  a,  n  durch  zwei  Ebenen  ps,  oder  ti^  und 
PxSi  oder, tfi^  verbinden  und  sodann  festsetzen,  die  Punkte  D, 
Di  sollen  die  Mittelpankte  zweier  redproker  räumlicher  StraU- 
büschel,  welche  die  Fläche  F*  erzeugen,  und  die  Ebenen  n^y  Ci^ 
sollen  die  Polaren  der  Strahlen  pi ,  s  sein.  Dann  aber  würden  die 
festen  Ebenen  IE  ,  (ti  auch  in  Ansehung  der  Elementenpaare,  in 
.denen  sie  von  den  entsprechenden  Elenienteopaaren  dieser  neuen 
Strahlbuschel  /),  />x  geschnitten  werden,  reciprok  sein  ;  und  da 
die  Ebenen  7t9,  0|O  die  S,  (ti  in  den  Geraden  A,  Si;  die  Strah- 
len Sy  px  dieselben  in  den  Punkten  0,  B^  schneiden;  da  femer 
die  Punkte  a,  b,  c,  Ö,  f  auch  der  neuen  Fläche  P  angeboren, 
also  die  Strahlen  DjA,  Ab>  />^C»  2>iÖ,  D^f  des  neuen  Strahl- 
büschels Dt  vofi  ihren  Polaren  in  diesen  Punkten  getroffen  wer- 
den» folglich  die  Polaren  der  Punkte  ^n  ß\^  yt.*  ^i^  <Pi  auch  jetzt 
durch  die.  Punkte  cif>  /?,  y,  d^^  9  gehen  müssen»  so  würden  auck 
b  den  peuen  reciproken.  Ebenen  £,;  (Ci,  sowie  in,  den  vorigen, 
4ie  El.ementenpaare  A  und  ^i,  8  und  ^1  sich  entsprechen,  unj 
di^  Polaren  der  Puqkte  ^1$  ßi»  yi*  ^xt  ^  durch  die  Pupk^e  a,  |^ 
yj  d,  9  gehen.  Dann  aber  müssen,  der  Deti^rmipation  der  vo^ 
hergehenden  Aufgabe  zufolge,  aach  diese  let^eren  fünf  Polares 
mit  den  früheren  zusammemallen  5  and  also  auch  dte  aeuen  Ebe- 
nen fi^,  £|,  die  neuen  Strahlbüschel  D^  Dx  ^^  somit  die  neue 
Fläche  F'  mit  den  früheren  identisch  sein.  Demnach  liegt  auck 
der  Punkt  m  auf  deneoigen  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  toh 
inretcbfr  die  Punkte  i/,  Dx»  Oj  ^»  <^j  b>  c,  D^.f  entoommeo  waren. 

W.  z.  b.  w. 

Mit  dieser  letzten  Aufgabe  ist  nun,  kraft  des  Gesetzes  der 
Dutditfit,  zugleich  auch  die  andere:  „An  neun  beliebig  gege> 
Irane  Ebenen  ^ihe  Flädhe  der  zweiten  Klasse  tu  legen^ 

felöst ;  denn  es  fehlt  hierzu  nichts  als  das  mechanische  Geschäft, 
Konstruktion  und  Beweis  derselben  aus  dem  für  die  erstere  g^^ 
benen  Wortlaute  herauszulesen;  und  80  dürfen  wir  denn  als  Re- 
sultat dieser  ganzen  rein-geometrischen  Betrachtung  aussprechen: 


Eine  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  ist  durch  neun 
ihrer*  Punkte  vollkommen 
bestimmt. 

:  lir'  ■;  ...         .-'■■•  ,  r 


L  e  h  r  a  a  t  ;t    36.  V 

Eine  Fläche  der  zweiten 
Klasse  ist  durch  neun  ihrer 
Berührungs  ebenen  voll* 
kommen  bestimmt. 


I 


'  ■  I 

-    I  •     t  *> 

;i      ■ 
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i      * 


xnii. 


t'.U'tH     •'- 


Ceber   die    nähernntr^weise  Ber^ch- 
nnn^  eines  bestimmten  Inte^ales. 

.Ton  dem  -    .■,''  '•■' 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch    ^ 

an  äßt  ilniyersität  %n  Jena. 


■  '  •        »  (  ^        •  .  • 

Iti'  dem  netten  Aufsätze  flb^r  ^^wi^e  magnetische  Wirl^ngen 
So.  XX.  Theil  VII.  isl  Herr  Dr.  Dippe  anf  das  bestimmte  Integral 


No.  XX.  Theil  VII.  ist  Horr  Dr.  Dippe  anf  das  bestimmte  Integral 


gefSihrt  worden ,  dessen  numerische  Berechnung  mit  einigen  Schwie- 
ri^tcdt^,  t^der  ri<;htiger,  Weitltltifllgkeiten  veilcntiplt  eckeint."  Diess 
gaJ)  Veranlassung  zu  den  nachfolgenden  Betraehtongen,  welehe 
sich  mit  der  Verwerthung  des  atlgtemelnMf  Integrales 


•• ,  » ■ 


-/•(iS 


—  pcosti)8M  - 


2p  cos  11+^«)/' 
3  W 


beschäftigen^  das  fär  ^=o '  ^=~9  u  =  9  auf  das  obige  zurück- 

fiihrt.  ^  , 

Zunä<^h«t  ist  zu  bemerken,  dass  man,fvegf?n  der  Periodizität 
Too  cos«  4^n  Werth  des  Integrales  nur  von  t£=0  bfs  iiuchstens 
«=;9r  zu  kennen  braucht,  um  sogleich  im  Besitze  der  sopstigen 
Werthe  des  Integrales  zu  sein.  Diese  Eigenschaft  kommf  ubeir- 
hanpt  allen  unter  der  Form  ^   , 


'11'  •  • » •    f   , 


'»• 


I  > 


yF{C0BU)9u      - 
0  .  ..  ;■  '  (' 


.!      ...I- 


stehenden  Integralen  zu.  Ist  nämlich  ti=A:n;-fi;,  wo  A:  eine'gädzfe 
Zahl,  t;  eine  zwischen  0  und  n  fallende  Grosse  bedeutet,  so  hai 
man 
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y/fcos  u)Bu=fF  (cos  t£)8ti+  /F(cos  u)du+  f  '^€oi«)8ir+«. 

phn      ^  pkTt-^v 

....  +  /  F(co8  «)8tt  +  /         F(co8  H)du. 

U  (ib— l)7r  U  kn 

Läset  man  nun  die  folgenden  Substitutionen  eintreten : 

im  Isten ,      2ten ,       3ten,        4ten     .  • .  Integrale 
wi^u' i  27C—u',  2^  +  tt',  4ä — u',  n.  s.  w., 

so  werden  die  ersten  k  Integrale  einander  gleich  und 

/         F(co8u)du=kl    F(co8u')du'+f     '  '  F(co8u)dH. 

.i/o  '     %J  €1  %J  k7t    ' 

-  < 

Im  letzten  Integrale  setzt  man  M=/:»+a'  oder  ~  (ife  +  l)»— m*, 
jenachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist,  und  hierdurch  geht  dasselbe 
entweder  In 


f""  F(C08v!)du* 


oder  in 

F  (cos  u')  du'  =  /    F(cos  tt'l  du'  -  /         F(co8  u')du! 

über,  woraus  zusammen  hervorgeht,  dass  es  blos  darauf  ankomnA 
den  Werth  von 

/     F(coan')du' 

für  adle  u'  Von  u'=:0  bis  te'  =  n;  zn  bestimmen,  was  auf  die  frito^ 
Behauptung  zurückkommt. 

Könnte  man  nun  den  Ausdruck 

l — QC08U 


il^iqC08U  +  Q^ 

in  eine  Reihe  von  der  Form 

« 

Aq  +  Ai  cos  u  +  A2C082U  +  -^3  cos  3u  + .... 

veri^ahdeln ,  wobei  wir  uns  gapz  auf  das  IntervdH  0  bis  jc  tSi  n 
'beschränken  kühnen,  so  würd6  das  Integral  (1)  sehr  leicht  zu  fin- 
den sein,   if^dem  man   .  '  >         '  n 

1  1  1        '' 

17=  AqU  +  |-^i  sin  M + 2  A2  sin  2u + ^A^  sin  3te  + ....    (2) 

•t  ,  •  , 
erhielte.    Femer  erhellt  auch  lercht,  dass  es  nur  Duthig  wäre,  den 
Bruch 

1 

<1— 2^cost£+^«y* 


I 
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in  «ine  Reihe  von  der  Fonh 


2  ^ + ^  ^^^  **  +  ^  ^®  2u  +  <i  cos  3m  + . . . 

mnztisetzeo;  denn  es  ergäbe  sich  dann  durch  Multiplikation  mit 
1 — ^comu  und  Zerlegung  jedes  Cosinusproduktes  in  eine  Cosinus- 
samme 

1 — pcos« 


(1— 2^cosw  +  ^«)'* 
=  2  ^+  ^cosi«+Cicos2t«+  C^cosSti 

—  ^qQ>^osu^  äQ  Ci  (1  +  C082u) 

i»d  folglich  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

Ao=1(Co-q(\)  (3) 

«od  «onst  im  Allgemeinen  für  ein  ganzes  positives  n>0 

An=Cn—  Iq  (G.-1  +  C+i).  (4) 

Die  oben  angedeutete  Aufgabe  lässt  sich  nun  mittelst  des  von 
Lagrange  zuerst  aufgestellten  Satzes  lösen»  wonach  jede  Funk- 
tion #*(«)  von  u  in  eine  Reihe  von  der  Form 

s'CJ)  +  CiCosuHh  CtC082i«+  Cgcos3tf-f  •••* 

venrandelt  werden  kann,   wenn  man  sich  auf  das  Intervall  f<=;=0 
u=n  beschränkt;    es  ist  nämlich  dann 


2    /*» 
Gi=-  /    F(u)co8nuSu. 
^t/  o 

In  der  Anwendung  auf  unseren  Fall  giebt  diess 

n         ^     /^^  COSfltlfltt .-. 

* 

so  dass  jetzt  unsere  ganze  Au&abe  sich  auf  die  Entwickelung  die- 
ses Integrales  reduzirt.  Dieseloe  lässt  sich  In  folgender  einfachen 
Wrise  tewerkstelligen. 

TkeüDL  '  15 
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Nach  einem  von  C.  6.  J.  Jaeoiii  geAmdenen  Itödbt  Merk- 
würdigen Theoreme  *)  ist  überhaupt 

y    /*(co8tt)  cos ittidti=  7-^-7 — 73 |T  /    /t«)(costt)»in*»ii8ii,   (6) 
0                                  J..O.0»...  i^zit — *XJ  0 

wobei  /  eine  gani  wiUkührücbe  Funktion  bexeichnet.  iBetxen  wir  mn 
also 

so  ergiebt  sich  auf  di^r  Steile  aus  No.  (6) 

cosrttidtf 


^0  (1-; 


2^costi+^)^A* 

_  ft(fi+l)...>(f^  +  n-l)  /^^  stn^^'Hiaii 

—      1.3.5....(2n— 1)     ^^^V  o  (1— 2^co8tt  +  ^^/H^«' 

2 
oder  nach  Multiplikation  mit  —  nach  No.  (5) 

worin  zur  Abkürzung 

t/o  (l-'i^cos«  +  ^2y*+»  ^''' 

gesetzt  worden  ist.  Das  vorliegende  Integral  lässt  sich  auf  tteb' 
rere  verschiedene  Weisen  in  eine  Reihe  verwandeln ,  von  deoea 
ich  nur  eine  hervorheben  will.  Man  setze  ti=^2v  und  lilhiierke, 
dass 

Sin2^:2r2siiliieost;,  co829=2cosV«^l 
ist;   man  erhält  dann 

r— 22«4.i  r^        »i"^t;cos»»t;8tf  ^ 

,Jo  [(l  +  ^)2-4^cos*t;]^«*  ^^^ 

Bezeichnen  wir  femer  die  Coeffizienten 

~I~'  172^  '  17273  '  • 

■ 

2ttf  AbftBfznng  ttilt  Mi,  3f±9  M%,  etc.,   so  fst 
0  Archiv.  TheU  IV.  &  109. 


J 
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1  1  1 

[d  +  ?)«-4f C08«vJ/'+»="  (1  +  p)^»+«       ,  '»?_«..i..    "+» 

Sabstitilirt  man  die^s  io.die  Gleicbong  (9)  un4  integrirt  jedes  ein- 
lebe Glied  mittelst  der  Formel 

»0  ist  es  sehr  leicht,  füt  V  eine  Reihe  zu  erhalten,  die  nach  Po- 
tenten von 

2^ 


(1  +  9f 


fortschreitet»  und  ebeode80if  eg^n  siemlich  gut  ootivergirt«  Um  daim 
xa  Ci  zurückzugelangen,  bedarf  es  blos  gewöhnlicher  Substitutionen 
lod  Hebungen. 


Feber  einltre  BeUten,   der^n  Glieder 

die  auf  einander  folfpepden  Binomial- 

coelttcienten  als  Factoren  in  sieb 

sclillei^sen. 

Von  Henrii  Oskar  Werner, 

Sdffilet  iIm  polytechnischen  Inititates  zu  Dresden. 


I. 

Die  Soifinie  irgend  einer  Reihe  woileri  wir  in  dieser  Abhand- 
lug dadiirdi  bezeichnen,  dass  wir  ihrem  allgemeinen  Gliede  das 
Symbol  £  vorsetzen.    Femer  wollen  wir  den  Quotienten 

n  (n-M)  (n  +  2;?)....[n  +  (p  — l)Är] 

'  \  •  •  lAÄ  .;  3/. .....  p 

15* 


I 


3S0 

der  Kfirze  wegen  durch  n^,  den  ptea  BinomiateoeiBcienteD  ab«r, 

welcker    hiernach   eigentlich   durch  np  bezeichnet    werden  sollte. 
ausnahmsweise  durch  Up  darstellen. 

Indem  wir  nun  voraussetzen,  dass  a,  w  und  ^  von  r  onaUiüo 
gige  Grössen  sind  und  die  Function  f(r)  der  Gleichung 

1.    rW+Ar+i>')  =  ö/X^  +  9>) 

Genüse  leistet,   wollen  wir  uns  zunächst  die  Summation  der  (ur 
das  Folgende  wichtigen  Reihen 

2?a»-V[r+^+(«— l)9]=/*(r+i|;)+a/-(r+i;;+9)+.... 
.,  ....  +  a»-Vl»' +  *  +  («- W 

zur  Aufgabe  machen,  und  setzen  deswegen,   was  nach  I.  oinbv 
gestattet  ist,  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen 

af  (r  +  ip)  -  f  (r)  mr  f(r  +  ^). 

af(r  +  29)  -/-(r  +  9»)  Ito  Ar  + 1  +  9») . 

af[r+nq>]-f[r-i-(n-l)<p]  (Ür  /tr-M'+(«-l)<pJ 
und  in  der  zweiten  Reihe 

\[f(r)+f(r  +  ^)]  (Ol  nT  +  <p). 


wir  erhalten  dann ,  sobald  wir  nach  aleichen  Potenzen  von  a  &b- 
ordnen  und  auflieben,  was  sich  aufheben  lässt, 

und  haben  also 

2.    a«A»-  +  »9>)-Ar)=A»-+t)  +  flAr  +  i|'  +  9>)+-- 

.,..  +  a^^flr  +  ^>+  («— 1)^1' 
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BÜdM  wir  nini  aus  den  beiden  ngliedrigen  Reiben 

....  +  ö^-i/tr  + 1|/  +  (n— l)  *], 

....(— l)»a/Xr  +  9+(«-l)t) 

durch  Subtraction  je  zweier  Nachbarglieder  die  süocessiven  Dife- 
rcBzenreihen  9  so  treten  als  Aniangsglieder  der  aus  der  er^o 
Reihe  erhaltenen  Differenzenreihen  die  Grossen 

i 

und  als  Anfangs^lieder  der  ans  der  zweiten  Reihe  erhaltenen  Dif- 
fereuzeDreiben  die  Grossen 

mT;  wir  erhalten  daher  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Diffe- 
reuea  und  nach  dem  Obigen 

i  <rr+it9)=A^)  +  Wi/(r+tff)+ifa/^(r+2t)+...-+n«/^(r+niJ;) 
oid 

5.  (-l)Y(r+n^)=/(r)-nia/'(r+9)  +  ntaV(r  +  29)-..,. 

....  (—  !)•  11«  a^f(r  +n<p). 

Ke  m  Gleichung  1.  ausgesprochene  Bedingung:»  welcher  die  l^unc- 
^ßf)  unterworfen  ist«  wird  von  mehreren  bekannten  Functionen 
cvfiut   Einige  derselben  wollen  wir  jetzt  nSher  in's  Auge  fassen. 

II. 

We»  bekanntlieb 

t 

sinr-f  sin  (r  +  %p)  =^  2cos  9  sin  (r  -f-  9}  > 
cosr+cos(r+29)=2cos9cos(r  +  9); 

^ypfigen  die  Functionen  sinr  und  cosr  in  der  That  der  Glei- 
st !•  Fffr  beide  Ist  also  a=2cos9  und  t|;=:29>  zu  setzen; 
^  gehen  für  f(r)=B\nr  und  f{r)=eoar  die  Gleicimngea  %  8.» 
4*1  5.  ober  In  die  Gleichungen : 

(2co8  9)'»sin(r+ji9)— «inr=sin(r+2g))+(2cos9)8in(r+39)+.... 

j    I       .  ....  +  C2cos9)»~*sin[r +(11+1)9]. 

(2cos9)»co8(r+it9)— cosr=cos(r+29)+(2cos9)co«(r+39)+.... 

.... + (2  cos  9)"~*  cos  [r  +  (n  + 1)  9]; 

(-l)*"Vm(r+2n9)+sinr     .  ,  ,    v     .  ,  .0  xi   •  /  ■«  v 
Wcos  g>     ==sin(r+9)-sin(r+39)+sui(r+69)-,.. 

...  (— l)»i-i«b  [r  +  (2«  - 1)  9]. 


K-l)»->cos(r+2n9)+cosr  ,  .    ,  ,     ^  .     ^  . 

r~^ 2iöl^r^ "^  cos(r+9)-  cos(r+39)+  co8(r+69) 

\  —....(—  l)»-i  cos  [r  +  (2n  - 1)9]. 


in 

(2  cos  9>)»si»(r+«g))ccrrtlir  +  «i  flSli(r+2^j)+iii8in(r+4qp>+- 

ß     .  .    .         ,         .,..+ni,8m(r+2»9), 

(2  cos  y)»  cos  (r-|-w^)  :;=  cos  r + iit  cos  (r+2g>)+iij  co5(r+49)  +-- 

*  ,      ,  ....+ii«co8(r+2«fJ; 

(*-r  l)Psiii  (r + 2ng>)  =5j  sin  r '--  «i  (2  cos  q>)  »in  (r  +  y) 
(V      I      +  ^2(2  c<>s  9)*sin  (r+29>)  — ...-  (—  I)»  itn  (2  cos  9)*  sin  (r+«y), 
( —  l)"  cos  (r + 2nq>)  =  cos  r  —  »1  (2  cos  fp)  cos  (r + ^) 
l       +  »4  (2  cos  a?)2  cos  (r-f-2<f))  —  ,.•.  (—  l)"n,  (2  cos  9)"  cps  (r-|- «9)). 

Lassen  wir  in  den  Gleichungen  6.9  7.,  8.  und  9.  9  in  9 -ha  über- 
gehen  ^  und  berücksichtigen  wir^  dass  für  gerade  Wertbe  von  » 

J5  I»  jlp  w« 

sin(iii2+9)=( — l)^sio9,  cos(ms-+9)=(— l)*cosg>; 
und  ßir  ungerade  Werthe  von  m 

sinCniä- +  g>)— (— l)"T^cofe9,  cos(m5^+9)==(— 1)   *   siny; 
80  erbalten  mr  fiir  eio  gerades  n      .    . 

(— l)»'^\2sln  g>)»»8ln<r+n^o)  + slilr=a 
sin  (r +29) — (2sin  9)  cos  (r  +  Sgo)  —  (2  sin  9)?  sin  (r  +  ifp)  +.^. 

-^    )  ....(-l)Win9)«-»cos[r+(ji+l)9l, 

(—1)^      (2sin  9)»cos  (r-i-nrp)  +co8r= 
cos  (r + 29)  +  (2  sin  9))  sin(r  +  39) — (2  sin  9?)»  co^  (r  +  49»)  -  ^•. 

f.  Je-  l)^'''(2siii9)«-i8io[r+(it+l)9l; 
und  filr  um  ungerades  u 

( — 1)  2    (2sin9)*cos(r+n9)+8inr3=5 
sin(r:+3^) — (28iog9)  cos(r4-39)  —  (2sin9)*sin(r+49)  -|- .... 

,^    ,  .l(-.l)^(2sfnc)p)»-isln[i-+(it+b9]. 

(—1)  .i    C2sin9?)'»sin(r+w9)+co8r=T: 
cos  (r+  29))  +  (2810  9)  8in  (r  +  39)  —  (2sin9)'co8(r+49)  +  •••• 

.... (—  1)  ft  (2si»9)^^oo8[r-f(ii+l)9>]; 
wobei  das  Zeichen  vor\  Paar  zu  Paar  wechselt. 
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eAalien  wi?  o^h  7, 

eo8(r  +  mp)B\nn<p  /.v.        /.o\.       /titxi 
^^ 2L=:co8(r+y)+cos(r+39)+cos(r+59)  +  .. 

II      V  ....+co8[r+(2n  — 1)^], 

'  sioffl ^=8in(r+^)  +  sm (r+3y)+8iD (r+5g)) +.... 

... . + sin  [r  +  (2«— 1)  9] ; 

und  nach  8. 

(•-l)*(28m9)"sin[r+w(g>+2)]=8'">r— «ißin(»*+29) 

+ 14  0in  (r + 4^) — ....  (—  l)"»«  sin  (i*+2»^, 

+  n^cos  (r+49)— ..-  {—  l)»iimC08(r+2n9) ; 
und  endlich  nach  9.  fi!r  ein  gerades  n 

^   ]  ....(-I)«(28ing))»iin8in(r  +  ,ii9), 

j  co8(r+2n9)=cosr— Hji  (28ing))8in(r+9)-ii2(28ing>)*co8(r+Ö9)+.. 

I  n  '       ' 

\  ....(— l)*(28in9)"iiiiC08(r-f  «9); 

ftr  em  ungerades  n  dagegen 

» 

ein(r  +  2n9)=sinr-f  iti(2sln97)co8(r-|-97)'  ' 

— nt(2sin9)*sin(r+29)  — •...( — 1)  ^   nfi(28in9)"cos(r-f*t9)» 
C08(r  +  2ng))=:c08r  —  Wx(2sin9)sin(r  +  9) 

nfl 

—  ns(28in9)*cos(r<|-2^)^....(— I)    *  Itii(28in9>)«dn(t4-n9^| 

wobei  ein  Zeichenwechsel  von  Paar  zn  Paar  eintritt. 

fai  der  zweiten  der  darch  8.  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
wir  jetzt  r  + 119=0,  alw)  r^--nq>  setzen;  wir  erhalten  da»p 

(2cos9)*=cos»9  +  Hl  cos(ii— 2)9  +  it^cos  (n  —4)9)  +..*. 

•..•-f-9ffi_iC0S(n  —  2)(p-i-7inCOSWpt 

mi  hieraus,  wenn  wir  die  Cosinus  der  Gleichvielfachen  des  Bogens 

S'  vereinigen  und  die  Relation  nm'=^nn-m  beachten,    ftir  ein  gent- 
es  ft 

14*.  2»—*cos9*=cosii9+iiiC08(n — 2)9+n9ce8(n— 4)9+....+iii|ii, 

sowie  (är  ein  ungerades  n 
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14»,  2"-^G089^=co8n9-f  n^GosCfi— 2)^+frsGos(ii — ^^4)^4- 

..••-|-n^(iH^)C0S9.   i 

Wenn  wir  ferner  in  der  zweiten  der  durch  12.  bezeichneten  GId-    i 
chungen  r  +  n(g>  +  ^)=0,  also  r=— ^(9+3-)  setzen»    so    erhal- 
ten wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren,   wie  Torher,  f3r  ein  gera- 
des n 

n 

15».  ( — 1)^  2*-isin 9"=:cos9i9 — n^cosCn — ^2)9-f  itjCos(ii— 4)^— .^ 

f&r  ein  ungerade  n  gegentheils 

15*.  (—1)  *  2"— *sing)"=sinng>  — «tsinC« — 2)fp+n^B\n(n'-4)q>-'^ 

;^.*(— 1)  «    fi|oi-i)sing». 

111. 

Eine  dritte  Function»  welche  der  Gleichuog  1.  entsprieht»  ist 
f{r)=br.    Weünun 

so  ist  hier  a=:b^h^  +  lf-9  zu  setzen,  und  wir  erhalten  nach  4. 
[6«^^  -f  6-9]»  6'-+»9'= 6»--f-  ni6'"+V' + ^26''+*^'  + ....  +  ii,6»'+"*, 

ß 
oder»  wenn  wir  <p=r=zO  und  if'=l,  6=-  setzen»  und  die  hiimas 

entstehende  Gleichung  mit  er"  multipliciren» 

'  16.    (a-f/3)«=::««+ni«^i/J+n4a"-«/S«+-..  +  it«/J»» 

wodurch  der  binomische  Lehrsatz  für  positive  ganze  Exponenten 
auf  einfache  Weise  bewahrheitet  worden  ist. 

IV. 

Sogleich  übersehen  wir  die  Richtigkeit  der  Glelchui^ 

coV'^+^'*~*^''J^®®^'*"^~cös[''+^^l^®*^"Tg^^ 

und  erlangen  aus  ihr,  wenn  wir  ffir  n  nach  und  nach  1»  2»  3»  ...»n 
setzen  und  die.  so  entstandenen  Gleichungen  addiren» 


£^[r  +  (n-l)<p]co!><f^^ 


,sin  r    I       1  .  -^    •       ««cos 


=  ^  cos  l^  +  '*9>]  cos  g)*  T  sin  92:  .     [r  +  nqi]  cos  9^^ 


ümI  hierftus: 

T  mip2^lr  +  nq>]  C0B<p^i=^^  (r)  -^"^  (r +119) cos 9», 
80  das8  wir  haben 

«iD(r+«9>)co«g)*  — siiir  .        ^  ,      ^ 

^^ =co8(r+9)+cos(r  +  2<p)cos9)+^.. 

If     J  '  .•..+co8(r+n^)co8^p»— * 
—  cos  (r  +  n©)  cos  g)*  +  cosr       .  ,   .    ^      .   .     ^ 
sin^^^ =8in(r+9)+sin(r+29)cos9+.... 

\  ....  +  sin  (r-t-ntp)  cos  9>»— *. 

Die  Anfangsglieder  der  aas  der  Reihe  T  ^l\^b'+n(p]coa(p^^Bmip 
sidi  «liebenden  Diflierenzenreihen  sind  der  Ordnung  nach 

^(r+29,)sin9«,  ±^^  (T+3ip)s\ng>^,  -  eis  ^'■+^)«« 9>%  T .... 

••••'  -~co8f'*+^(9^+2^]«^"9>"; 

Umt  haben  wir  nach  der  Lehre  Ton  den  höheren  Differenzen  die 
wicbuDg 

T  -^  g'ii,  (T+ng>)  cos  9>»-*  sin  9 = 

Mbr  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung,  welche  d^n  durch  17.  be- 
MGimeten  vorangeht  > 


sin(r+ii9)co89>*=sinr+niCos(r+9)sin9-ii^in(H-29>in9^... 

CM(r+n<p)coB(p'*=coB  n-^,  8io(r+9)8in9— ifaCos(r+2g?)8in9>«+ 

.•..  f  nnCos[r+n((p^^)]am<p^. 

Setzen  wir  nun  in  17.  und  J8.  9+^  «Ör  9,   so   erhalten    wir  fÖr 
cio  gerades  n 


.r^ 


(—1)*'   ' sin (r+n^) sin y«+sinr      .   ,  ,    ,  ,.../. 

^^ =«in(r+9)-cos(r+29)sin9 

(—  1)       cos  (r+ny)8in  y-fcos  r  _ 


^^; =cos(r+9)+sin(r+29)sin9 

— ....  (—  1)*     sin  (r  +  it^)  sin  9"^-* ; 
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dagegen  fiir  eio  ungerades  n 

(—1)  «  co8(r+ii9)8ing^  +  sinr      •  ,   .    .  /  ^a  x  • 

— ^ cosy ^ =8iD(r+g>)-  co^fr+äy^siD^ 

(—1)  t|  BIP (r-f-yiy) sip y» + co8 r  /   .    x,    .  /   .«  \  • 

^^ — Jq^  y ^^^ ^^cos(r+y)+8ip(r+2y)siny 

■1 


— ....(— 1)  *  co8(r  +  «9>)sing)*-*j 
und  endlich 

(•-^l)<<i(in  [r + n  (y + ^]3ip  y'^3;=«inr -- fii  mn  (r +9)co89-f  t^ 
20.     J  ....(— l)»»niisin(r +  119))  cos  y», 

( — l)"cos  [r+ii(igp+o)]siD9*»=cosr— Hl  co8(r+y)  cosy-f.«. 

..•.(— l)*iiiiCOs(r+ny)  cosy". 

V. 

Vermittels  einfacher  Hechnung  Qb^rzeagt  nuin  sich  leidit  too 
der  Richtigkeit  der  Glefchung 

ß-m+Jk' *         ß-M+/c  'T——k' 

^n  «II— 1       «« 

ans  welcher  sich,  wenn  wir  f^n  nach  und  pach  1^2,^,^...n  sob- 
stituiren  und  die  so  erhaltenen  "tilelehungen  addirea, 

^  ß-\-nk     ßn     ^ß  +  (n^l)k  ß^         ft, 


oder 


folglich 


h  k 

ß-\-nk       fn  ß         _        ßn     ' 

21.  :iiriri[0'+«*)r-fl=^+^+^+....  +  l^ 


ergiebt. 

l|idem  wir  aus  dieser  Reihe  nach  und  nach  dhe  höheren  Diffe- 
renzenreihen entwickeln,  so  erhalten  wir  als  erste  Glieder  derselben 

ßi    (/^-«)i      ß    {ß-^\  ß    Cß-a)n^^ 

~  '     i     »  "Z' — k — » «• — v^ — ' 
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daher  Dach  der  Theorie  der  •höheren  Differengseii  tind  nach  21. 

Off  (a+*)i  («  +  A)2 


(<^+^) 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichaog  a-f/f-^A;  für  ßf   so   erhalten   wir 
durch  einfache  Umwandliin^  die  bemerkenswertbe  Relation 

wamw  fär  A=0  • 

oder 

obatten  wird,   so  dass    das  Binomialtheorem   fbr  positive  ^nze 
Exponenten  als  ein  specieller  Fall  aus  der  allgemeineren  Gleichung 

Es  ist  offenbar 

l 
- ß  __         1  1_ 


fols^lich,   wenn  wir  für  n  nach  und  nach  1,  2,  3,....  n  elnsetafin 
und  die  auf  diese  Weise  sich  herausstellenden  Gleichungen  addiren, 

oder 

.j,. L  « 

-  -^  [a  +  («-l)j5J[«+n/3]  "  « («  +  «^) '  ' 

80  dass  wir  jetzt  folgende  Gleichung  haben : 

^-  a(a+n^)^«(«+^)+  («^+  /3) (o  +  2i3) + •"  +[«+  (it-1)« [cr+iiiJ]' 

.  Dieser  Reihe  können  wir  n — 1  Differenzenreihen  abgewinnen 
und  wir  erhalten  als  Anfangsglieder  derselben 
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1.2.  p 1.8.8.P» 

~«(«  +  /J)(«+2^'+«(«+/IO(a+2/S)(a+3ft'  "■-• 

....,(—1;       a(tt  +  ß)....(a  +  nß)'' 
folglich  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Differenzen 

-         n nj L^jL?*?. l.g.S.n»/?» 

«(«+nft-«(«+/J)      «(«+/})(«+?/?) +«(«+/»)....('a-f3/J)     - 

oder,  wenn  wir  mit  uß  multiplicven  und  dann  o— ^  fSr  a  setzen : 

nß niß        »«^    ,  «iß' 

«+(«-1)^-  u  "^ « (« + 1?) •*•  « («-H?)(«-t-2<?)     •••• 

1.2  1.2.5 

d.  i. 

fifi        «a         «1  «it 

Setzen  wir  hierin  a=2,  ^=1  und  addiren  wir»  nachdem  die  Tor- 
zeichen aller  Glieder  in  die  entgegengesetzten  venrandelt  worden 
sind,  auf  beiden  Seiten  die  Einheit,  so  ergiebt  sich  die  benils 
bekannte  Gleichung 

26.  iq:^=i-2«i +3««— 5  «»+•••(- i)"iiq:i'«- 

Die  ersten  Glieder  der  aus  der  Reihe  26.  gebildeten  DiffereuM»- 
reihen  sind 


iß  (g-t-wj 


ß 


daher  nach  der  Lehe  Ton  den  höheren  Differenzen 

nß        nß         nß   (a+nß)^  nß  (a+nß)^ 

/     IV.«  '»''    («  +  nß)n^^ 

....( — ir»««~' — ß 

oder 
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Vebmiflrsaufgraben  für  Schüler. 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathenetili  and  Phydk  an  der  höheren  Börgerechnle  sn 

SiMheim  bei  Heidelberg. 


1/ 


I. 

Schneidet  man  anf  den  Seiten  AB  und  BC  (die  Pigor  wird 

«ch  ein.  Jeder  leicht  sellist  zeichnen  kSnnen)  des  DreiecKs  ABC 

l  1 

▼<w  il  und  C  ans  die  Stflcke  ^l>=-^S  und  CE=-BCab,  be- 

«  p 

leichnet  zur  Abkfirznng  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ^IfC  durch 
^,  and  zieht  durch  die  Spitze  B  desselhen  und  den  Durchschnitt»- 
pookt  O  der  Linien  AE  und  CD  die,  die  Seite  AC  in  F  schnei- 
ÜMde  Linie  BOF-,    so  ist: 

das  Dreieck  OCE=:j~^^A,  und  fiSr  a=ß  := ^^~_^^A 

nnn    («-1)0>-I).y  _  («->)'.^ 

'*'^'*-  «(«+/»-!)  -*' »     "     "    — «(2a- ir 

'^^^=«(«+^— 1)^'  "      »      »     '=a(2a-l)'^ 
^^^^(«fp— !)(«+/»— 2)"^' "      "      "     •=2(2«-l/ 

^''^=(«+^-l)(«+^-2/'  "     "     »    ■=ä(2«-i)'^- 
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Ferner  hat  mad^  ^ 

OCzOD^aip-lp  und  für  «=,J:±=ofA— 1; 

Setzt  man  in  letztens,  besondern  Falle  as=z2y  so  findet  man: 

OEC=BOE=zBOD=Ä0D=zAOF=^FOC=lA, 
AF=FC,  OC=iOD,AO:=20E,  OB=OF; 

wie  bekannt. 


** 


w 


» 


$f 

W 

:z=:a:a — 1; 

9» 

1> 

:=l:l; 

99 

99 

:=5:2{«— 1):1. 

Zieht  man  vom  Mittelpunkte  des  Hyperboloids  mit  einem  Fache, 
dessen  Gleichung 

sei,  an  den  Punkt  x',  y',  zf  dessdben  einien  Radiusrectorr';''legt 
durch  deo  Punkt  x*,  v,  z*  eioe  Tangentialebene  an  das  Hyperbo- 
loid uod  durch  den  Mittelpunkt  eine  Ebene  parallel  mit  meser; 
errichtet  sodann  auf  der  neuen  Ebene  im  Mittelpunkte  eine  Senk- 
rechte, so  machen  die  Senkrechte  und  der  Radiusvector  r'  mit 
einander  einen  stumpfen  Winkel^  dessen  Cosiims 

ist.    Ist  das  Hyperboloid  dagegen  eines  mit  zwei  Fädiemi 

o«  +  6«     c» *' 

so  ist  der  erwähnte  Winkel  spitz  und  sein  Cesinos 

_  +1 


« I«  ■  ■  ^.i  — 


S^tzt  man  endtidh  den  Asymptotenkegel: 

so  ist  der  erwähnte  Winkel  ein  rechtdr«^ 

(Man  seher*  Mc^moire  sur  Täquilibre  int^rieor  des  Corps  soli- 
des nomog^nes  par  Lam^  et  Clap^yron  in  Crelle's  JournaL 
Bd-  7.  §.  31.) 
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IH  i  sc  eilen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Bi enger, 

Lehrer  ao  der  höheren  Bärgerschnle  ia  Sinaheim  b6i  Heltfelberg. 


Ueber  einen 
Satz  aus  der  analytischen  Geometrie. 


.  I 


Herr  Professor  Lob atto  stellt  Im  Journal  von  Liotitiltd. 
Jnin  1&I6.  folgenden  Satz  auf: 

Seien  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  eine  gej?ebene  Ge- 
iide  mit  ihren  drei  Projektionen  auf  den  Ebenen  der 
«jf,  xz,  yz  macht;  seien  ferner  i,  dj,  9^  die  Entfernungen 
des  Anfangspunktes  der  Koordinaten  von  dieser  Pro- 
jeUion,  ^  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Ge- 
rtden  selbst;   so  ist: 

^«  sö  d^cos^  +  *!«  cos  V  +  V  cos  V* 

welchen  Satz  nun  Herr  Lobatto  direkt  beweist. 

Dieser  Satz  ist  aber  eine  unmittelbare  Folge  des  bekannten 
Satzes,  dass»  wenn  man  einen  Flächenraum  P  auf  drei  senkrecht 
Mf  einandfr  stehende  Ebenen  projizirt,  und  p,  pi,  p%  diese  Pro- 
jektionen sind,  man  hat:  , 

(Einen  einfachen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  n.  A.  in 
BoQcharlat  populäre  Mechanik,  deutsch  von  Kissling. 
4ter  TheU.    S.  m  ff.) 

Man  siehe  nämlich  durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
Büt  der  gegebenen  Geraden  eine  Parallele  und  bilde  zwischen  die- 
sen beiden  Linien  ehi  Parallelo^amm^  dessen  eine  Spitze  Im  Ai»- 
^gspunkte  de^  Koordinaten  sei,  so  wird  der  Flächeraohalt  des- 
fclben  i^  sein,  wenn  Z,  die  Länge  der  Seite  des  Patalletc^eramms 
i^5  die  auf  der  gegebenen  Llaie  selbst  genommen  ist  Projizirt 
^  dieses  PaDiUelogfamm  a«f  die  drei  Koordinatenebenen,  so  ^in4 
dit  Projekti<Miij8i^  ebenfalls  Parallelogramme,  deren  Flächeninhalte 
ofenbar  ^cosa.d^  ilcosi?.^>  Acf»sy*^s  •"'d,  und  alßo  ist 
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oder 

» 

welches  der  erwähnte  Satz  ist. 

Denkt  man  sich  durch  die  gegebene  €rerade  und  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  eine  Ebene  gelegt,  so  ist  der  Kosimis  des 
Winkels,  den  diese  Ebene  (die  Ebene  des  vorhin  erwähnten  Pa- 

ralielogramms)  mit  der  Ebene  der  jry  macht,  also  gleich  — ^     . 

=  — -r — ;    desgleichen  sind  die  Kosinus  der  Winkel  dieser  Ebene 

mit  den  Ebenen  der  a:z,  yz  gleich  -^—^ — ,    ■*  \  ^;    demnach  i«t 

die  Crleichung  de^  fraglichen  Ebene 

wie  Herr  Lobatto  ebenfalls  findet. 

Heissen  x',  y',  z'  die  Koordinaten  des  einen  Eclpmnktes  des 
mehrerwähnten  Parallelogramms  in  der  gegebenen  Linie  selb^ 
und  sind  o',  ß'  ^  /  die  Winkel,  welche  die  gegebene  Gerade  mit 
den  Axen  der  x^  y,  z  macht,  so  findet  man  rar  den  Flächeninhalt 
der  Projektion  des  Parallelogramms  auf  der  Ebene  der  xyx 

J:  Ä(y'  cos«'  —  01^  cos/?0; 
demnach  ist 

/Wcosa=±il(yco8a  —  .t'cos/^,  dcosa=Jt(y'cosa  —  ^cos/O» 

Ganz  eben  so: 

diiCOS/J=:  J:(j:'cos/ — 2' cos«'),  daC08y=±(^'cosi5'— yco«/). 

Von  diesen  Sätzen  ausgehend  beweist  Herr  Professor  Lobatto 
nun  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  Sysiema 
von  Kräften. 

Ist  nämlich  P  die  Intensität  einer  wirkenden  Kraft,  nnd  sind 
a,  b,  c  die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  den  Azen  der  5>f»* 
macht,  so  kann  man  diese  Kraft  parallel  mit  sich  selbst  in  d^ 
Anfangspunkt  versetzen  und  ein  Paar  von  der  Intensität  P^  ^' 
fügen,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  geändert  wird.  Die  erste 
Kraft  zerlegt  sich  in  Pcosa,  Pcosb,  Pcosc,  während  das  Paar 
sich  zerlegt  in  Pcosa.^,  Pcosß.ii,  Pco»y.ö^  und  man  erhält  als 
Gleichungen  des  Gleichgewichts: 

ZPcosa^Q,  £P cos  6=0,  2:Pcosc=;0; 

2;Pcosa.*=0,  2:Pcos/?.*i=0,^-2'Pcosy.^:^0. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  sind  auch  nach  dem  Obig^ii: 

2P(yc08a — a:cos6)=:0,  ZPQccoac — zco8a)=0, 

2P(zco8b — yco8c)=0; 

da'  die  Doppelzeichen  nicht  zu  beachten  sind,  wenn  man  ^^  |^^* 
tennaare,  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  zu  drehen  sttdi^> 
aucn  als  entgegengesetzt  betrachtet. 


xxn. 

t«.  •)  pro- 


C«ieb.  Prof.  Schlömilch  CoiDmeDtatiooe  suft  „Veber  die  höhe- 
w»  Differenzialmwiienfen^  des  Auidruvks  (:c*  +  a;r+A)— tH-i>",  in 
^■VIII,  praececL  pag.  357.  eipouita,  adnionituni  me  fecit  quodam* 
■•do  promisso  demum  «atisfacere ,  in  ootula  sab  ya.%.  2ti6.  T.  VII. 
'^ü,  oblaturam  me  fore  aliquando  Theorematu  Joco  cit.  pro- 
posti  demoDStrationem  in  hoc  „Archivo"  condendam.  ^od 
nnope  Tfaeorema  (u(  ap^aret)  forfnulam  exhibet  geoeralem,  jiixta 
JiBin  breviter  —  [et  quideni  nuinero  terminomni,  ex  ordioe,  1,  2, 
'^' ■!.■...  (iR-f  1)1  —  exprimi  liceat  valorem  expressioDum  cojusqae 
«mm  [n  dennt  numerutn  integrum] : 

«0  -  (B-l),  +  (»_2)9-{n-3)3  +&C. 

(iwque  ad  prirnnm  lenn.  eTanescentem), 

I.  (»  +  l),-2n,  +  3(n-l)a-4(«-2),+&c., 

I.  («  +  2),-3(i.+  l),+6ii,-10(«-l)a+««:., 

I  1.  (n+3),-4(«+2),  +  10(n  +  I)s-20n,+&c. 


I       *)  Qua«   ibi  dtpraliiOM   «otal   roaniln  aononlla  Ijpograpliica   jam  i 

In  )Mf.  266,  lln.  10,  loco  -f-4.(n— 2),   Itg»  — 4.(n— 2)^ 

„  SfiT,     „     15,      „      — lo(»+l>j+    „       +10(«+l)t- 

,,  26T,     „    1«,      „      3(n    2),  „       2(n-|-2). 

„  26S,     ,,    n,      „      +4(P— 3),  „'      — 4(P— 3)*- 

TktU  II.  16 
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-  F3 .  (n  +  m— 3)«-H>  +  fe- 
deootantibus  [m  Domero  integro  aut  OJ 

m        ni        m       m 
Fo,   Fji,   Fj,   F3,   &C. 

breviter  „numerosmti  ordinis  Gguratos'^ 
(fi) tfio,  (m+l)i,  (m  +  2)2,  (m+3)3,  &c. 

Conataro  me  jam  id  qiiod  proniisi  exsolvere,  pauca  haec  fere 
praemisiftse  juvabit.   . 

Quemadmodum  figurati  illi  numeri  (/?)  CoefTicieDtcs  ipsas  con- 
ficiunt  dignitatam  ipsitis  x  earum,  quae  in  evolutä  fiinctiooe 

(1— ar)-^«-»-!) 

occumint,  sie  quantitas  illa  (a)  CoöOßcicntem  ipsius  or"  in  evolaU 

(y) [1— a:(l-;r)]-(«+0s8u(l— :r  +  a:«)-(«^-n  *). 

Quae  quidem  res   ut  primum  fuit  perspecta,  habit^que  iosupff 
ratione  identitatls  expressionum  illarum 

•     l-^x  +  x^  atque  (l+€ur)(l  +  fix), 

[a  et  ß  breviter  ambas    illas  radices  cubicas  ex  -|-1  imaginvi^« 
cos-Q-4:V— Isin-«-,   denotantibus] ;    ea  fere  in  aprico  posUa  c** 


*)  Scilicet  ox  eo  quod ,  dum  Jf  numerice  ^1  est , 

(l-.|r)-(««H-i)  =1  +  (»1+1),  y  +  (»i+2),y«  +  (OT  +  3),|r»  +  e»^- 

sio  qaoque,  dam  a:(l^'X^  numerice  «^  1   es(,  liabelur 

[l— x(l-;r)] -(«+ 1) = 1  +  (/w+l)i  ^-(1— X)  +  (»1+2),  ar*(l— Jr)* +- 


...+(»!+«— l)i,-i  a:»-i  (l—a-)»-i  +  (iw+«)«ai»(l-a^"' 

nee  dIIA  hoc  tempore  opns  est  curA  probandi  licere  (rerie  dum  X  o**^*' 
rice  ^1  est)  posteriori^  hujus  memhri  loco  substitui  istam? 

1  +  AiX+A.^X^  +  A^X^  +  etc. 
»cilicet 

^,=«^(m+«)fi— («— 1)1  (/»+«— l)n-l+(/f— 2),  (iW+n— 2)»-«-«»^' 

nsqoe  ad  primum  term.  evaa^scentein ,  cujus  de  reducliooe  in  formam  (t^)*  " 
placel,  Tideri  licet  in  nota  I.  sab  finem  hnjusce  Conunenlafionis. 


,  23S 

viM*),  quam  recte  inseqnendo  Tfieorema,  de  quo  quaeritur,  demnn- 
stratum  sistere  liceat.    Ltenim  utrAquc  seoraim  evolutA  ßinctionnm 

<f) (H-«a:)-<-+n  et  (1+?.*) -<-+•>, 

»i    deinceps  ezimatur  co^fGciens  ipsiue  2"  in  „prodncto"  seriemm 
hoc     modo    comparataruiB  **) ,    reverä    confinget    ut    coefficrentem 
haucce  in  m-i-1  termioos  redi;;!  Ilceat.  Quae  si  tandem  formalaexnt-f  1 
temiinis  confecta  ipxi  (et)  aenuatur,  denionstratuni  erit  tbeorema. 
Ui8  jain  praemissis  rem  ipsani  adgredimur. 


mluin  apitur  ut  evincatur  duplex 
(I)  in  Theoreniatc,  de  quo 
usj"  in  „producto"  scrierum 
iparatarum.      Id   qaod    in   tali 


Ex  hisce 


....  +(-!)".       „J^~^  +  See. 

«deoqoe  ease  coefGcienteni    tpaiiia  jt"  id  „producto"    seriemm  ex 
erolutü  (1  +  a.r)-*  et  (l+ßx)~^  comparalarum  istbanc  • 

(I)  .  -  .  .      (-1)». — ^ —  =  C  (breviter). 


Elx  hisce 

et 


*)  Conf  Umen  ca,  qu»,  in  uola  I.  sub  6nam  opuiculi  hnjaa  ralita,  de 
km  r«  admoiieiidi  auam  nohi«  dcdU  Commtnlalio ,  CBJni  npra  menliDDCBi 
tidmiu,  Ctltb.  SchlÖmilch. 

")  Wo»  «luld  h»cplira<l  „producio   «eriBrnm"   iDtcllecInm  Tolonn«, 
tollt  HU*   koc  Knpota  opoi    liabil   esplicaüon«.       Ncc    oniüno   Idcm 
!«■ 
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conseqoiitur  *)  ewe  coCfficientem  ipsius  or"  In  •»prodocto^'  serienim 
ex  evolutis  (i  +  aa?)— •  et  (l-t-ßx)-^  comparatarum  isthanc 


— a      1=11  —  1     —1 

Cn  =  \S    Cn— I  Ci  f 

1=0 

ideoque,  seGondum  (1), 

•I*=0 

Jam,  quoniam  a/?=l  est,  membruin  hoc  posterius  abit  in 

*=0  ir=0 

seu 
(2) («  + 1) («"+«+/?»+«)—[««.  ^"^2,  ^ ^n/^\a,]. 

1=0  f=o 

At  habetur 

1=0  ^ — * 

ideoque  quantitas  illa  intra  uneos  [  ]  in  (2),  vi  relationum  itlarm 

a  1  p 

conficit 

2, , 

a— /? 

atque  aequatio  illa  (1)  abit  in 


est  dubilandi,  quin  seriei  iili,  qnae  hoc  ipsum  conficit  ,,proiluclom*S  •otfBtx 
Sit  islhaec  (1 +«:r)-(»+l)(l  +  /?J:)-(m+l)  seu  (1— ar-|- J?^)-<»f  *)»  ^^  ^\ 
nnmerice  -^1    est,  —  quippe    qnoniam    tunc  serierum    ntraqae   earum,   ^''** 
evolutae  seorsim  ambae  illae  (S)  i    toiivcrgenics    remanereut,    elianui  ^^  ^1 
terminoram  loco  snbslitaerentur  ipsi  modali.  . 

*)  In   hoc  ipso,   ut  palet,    cardo    i|ise   artilirii    vertilur:'  esse  (ln<iw*)| 
coefficientem  ipsius  JT*  in  prodaclo  serierum ,   ex  evolutis  seorsim  ambsbos 

(l  +  eur)-»»(l  +  /J^)-»»  et  (l+aJr)-i(l+/Jdr>-t 

comparalarom,  eodem  usqne  valore  ac  coeilic.  ipsius  X^  in  producto  serieroo 
ex  evolutis  seorsim  ambabos  Ulis 

'    (l  +  oX)-<m+l)  et  (l+/?ir)-(w+l) 

comparatamm ,  —  quippe  qnoniam  ambobns  bis  ,,  serierum  prodaC<>« "  «a0u»'> 
cedit  commonis  (/),  X  quAlibet  numerice  ^  l.  k 
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-<ll) (_l)«(„_^)«.t;  =  (n+l)(«-+H^*t^-2.?!^^^'- 

30) 
Tum  ex  hisce       , 

i       (1  +  <tr)-«(H-^i:)-«='s*  lixt 


a^  in  „prodacto"serieruin  ex 
parataruro  Uthaoc 


ideoqne,  secuDdum  (II), 

(■•) <-l)"(»-(r)'.C; 

=  ||V"-'-rt'-')[<i+i),(«»«+^«)-2.!^!^=^] 

=    S"(i+I),(o»H-l_|!.+i-l)(^ti  +  ^!i) 


■Ca  breviter 

W ='S.-^«.. 

itiB  e^o),   p  draioi 

Äp+,  =  'S'(i  +  p),(<(«f'-*-;P'+»-0(ttH-p+i+(— l)f+>.iW+P+i). 

At,   vi  natame  ipaariun  a  et  p,  habetur  relatio  lata  (dam  p 
Dumeras  est  ioteger): 

(A)...  5,4-,  t=(«+p+|),+,(aH-i.+H(-I)P+».(»"+H-«)_^    •), 
cajoB  ope  formula  (4')  reducitur  in 


*)  Vtd.  Naiim  U.  lab  fiunn  hajnic«  ComneaiaÜOAl*. 
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(n  +  2)a(«-+»  ~/9»+»)  -  ^S, ; 
adhibitäque  demum,  quae  ex  allatis  in  2<*)  consequitnr,  formolft 

(A') 5j=:(„4.l)(rf.+a+^+>)_2._-— ^, 

patet  aequationem  (4)  abire  in 

ail)....(-l)»(«-/»)».  G.=(n+2)a(a"+»-|»»+»)-3(n+l),  -    ^_^- 

40) 
Porro  ex  hisce 

(l+ar)-»(l+/?ar)-3='s    Qaf 

£=0 

et 

(l  +  aa:)-  » (1 +/?x)-i=;  "s     O  o:«" 

1=0 

xCODsequitur  esse  coöfficientem  ipsius  a:«  in  „produeto"  sericnun 
ex  evolutis  (1+«^)"*  et  (1+/?^""*  comparatarum  isthanc 

Gl  =  S  Ci»-.f  Cf  > 

ideoqae^  secunduro  (III), 

(5)....  (-l)»(a-/?)4.  CC=  'i"(a«+*~'-i^»-')[(i+2)4(a'+H 

f=o 


=  Ss  —  51:^  • -Sa + (IJH^  «1  • 
At  secondum  aequationem  iliam  (A)  habentur 

Si,  =  (»«  +  3)s  («»+4  +  /J»-M)  -  -^ , 

S,  =  („  +2),(«H-8_/J-+8)__^; 

eanunque  ope,  adhibitä  insuper  aequat  iUä  (A')>  patet  abire  aeqov- 
(6)  in 
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-4  aiif»_(j»+8 


aV)... (—  1)«  («-/»)«.  C;.=(n+3),(oH-»+;j»H)-4(n+% — ^ 

50) 


Ulteriiuf  ex  hisce 


f     (1 


+  ttx)-^(Hßx)-^=  S  Gar* 


eidem  iisque  lationf  ac  in  praecedentibua  concladi  licebit^  ita  esse 

—  6 

cMiparataia  coefBcientem  Cn  ipsius  a^  In  »»producto^'  serierum  ex 
evolutis  (1  +  ar)-*  et  (l  +  jSx)—*  coortarum,  ut  Sit 


OQBMnilll 

•**ffl„prodi 
coortanuD,  ut  sit 

(^T)".  (-  1)«(«  -  /?)'■+* .      Cn     =:(ll+lll)m(a**-""+*-K-l)*+*-  /^+*+») 

-  Fl  (it+m-l)«-, ^_j^     ^ 


(«-^) 


T 


•  •• 


+(-1)"'.^,..  (^^g:, 

(VI') 
==^^(-I)*(m+%(n  +  m-A'),„-*?5 \a-^ß)k      ^ 

Valere  hanc  lesem  pro  m^O,  1,  2..  3,  i,  jam  supra  erat  exper- 
||iBi*  ConceHso,  valere  eam  osque  ad  m  quenidam  (incluaive),  pro- 
wwitar  jam  vera  esse  pro  sequenti  m  + 1. 

ReverA  habetur,  ut  solitum^ 


-(m+«)      ^-1      -(«4-1) 
d     =   Ä    (Jn—i      Ci      , 

wtoque,  secunduni  (VI'), 


y 
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et  sie  ponro:   adeo  ut  primi  m  termini  (h.  e.  omnes  ultimo  excepto) 
redacantnr  in 


(2m). 


S  (-  t)»(»»+l+*)i(»+«+»-*)«+ 1-* l^^W 

ideoqne  tota  quantitas  (6')  in 

ciqas  quiiin  terminus  Dovissimus  secundum  aequat.  (A'J,  ope  relationU 

(2m+l)m.2=(2m  +  2)«+i, 
ibitin 

(-l)-(2m+l)« (H+l),  '^(^!y^  (->)'^^(2>^-t-2)m4^'^i?^'> 

jun   omni    absque    dubio   patet   redaci   (6')  in   ipsum   membrum 
posterius  aequat.  (VF)  mutato  ibi  nt  in  (m-f  1). 

Q.  E.  D. 

2,    Quae  com  ita  sint,  habetur  ex  aequat.  (VF) 

(-1)-.    G.  = 
dum  m  par  est  aut  0: 

^^(^l)*(iii+A)*(«+m-A)„.-» (^^)i;i+^ ' 

dum  vero  impar: 

seu,  quod  idem  valet> 

dum  m  par  est  aut  0: 

(VP) (-1)«.  G. 

p— *" 

"-1 


5^  (m-|-2t-H)2f4.,  (n+m^2t-l)^<,,      («^j^H-»^     ' 
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dum  ?ero  impar: 
(VI") (-l)«?^'^' 

,    re — 1 

f|uae  quidem  aequationes,  debiti  raüone  hahitd  relatioBum 

a)  27r      ^y — i  .   2«*)  ,       ^-^a/ — r   •    ^\ 

5|=:cos-5-±V^=lsiD3-  ^=:— (cosjTV—Ismj), 

2sio^=V3,  2cos  j=l, 

perfectisque    nonnullis    reductionibus    **)    tandemque    loco   ipsius 

G»  Substitute  expressione  illÄ  (a)  [in  prooemio],  in  aequatiom« 
ipsam  (I)  t^ieorematis  nostri  abeupt :  cui  praeterea  novam  baue  im- 
mutatam  aliquantulum  magisque  concinoam  reddere  juvat  fonwai 

Theorem  a. 

Denotantibus  Fo(=l),   Fi,   F«,   Fj,   etc.  Numeros  «ö 
ordinis  Figuratos,  nempe 

wio,  (m  +  l)i,  (m  +  2)a,  (m  +  3)3,  etc. 

atque  n  numerum  integrum  quemlibet,  habetur 

dum  m  par  est  aut  0: 

'(1)^..  1  .(n +m;«--F,  .(n+m-- l)«,+i  +  Fa. («4-m—2)«,+4 
— i^.(n+ifi— 3)«+8+«^ 

•)  Scilicet  (al  palet)  aeqnationiba«  praecedentibns  nil  refert ,  caiaam  poüi- 

simiim  ipsanim  oos X-V^ — lain---  nomen  a  aat  ß  referalar. 

3      '  8 

••)  Qoibiu  in  perficiendis  probe  cril  tenendom,  p  \t  r  numcro«  inWr» 

aal  0  denotantibus,  haberi 


3 


JT  C08/^— ■    ' 

3 


(ys)«'  co.| 


ff 
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(usqoe  ad  primum  terminum  evanescentem) 


-j.         1+'  »  siD(n+m-2£+l)| 


f«  cos(n+m — 2/) 


-     «*  (-J)  '      .^«+1 = ^  («+ni-2f-l)„_a,_i. 

dum  vero   m  impar: 

«=^        «ti.,  „  cog(n+m-2.+l)2^ 

=    S    (->)  •»      .F^ -(n+m-2i)m-^i 

cos  - 

~  A   <->)  •^*'+> ; ^(n+m-2f^l).»-»-i. 

8in- 

Ex.  gr.    Posito  success.  wizsO,  1,  2,  3  habentur  *): 

sm(n+l)^ 

(o)..,..  1— (n-l)i+(n— 2)a-(n-3)3+etc.=-^ — -; 

•  *• 

BUt- 

(fc) .....  1 .  («+l)i  — 2«, + 3(i»-  l)j — 4(n— 2)4 + etc. 

cos(n+2)^  8in(n+l;^ 

(e) 1 .  (n+2)a— 3(n+l)s  +  K  - 10(«— 1)«  +  etc. 

_8m(n  +  3)^  co8(n+2)^  8in(n+l)|-^ 

="1-Q         ,    ,      (n+2),+ ^(«+l).-2. -^]; 

sin  3  cos-  sin  3     "* 

(rf) ....  1 .  (»+3>,  — 4(n+2)4  +  10(«+1)4  -  20«8  +  etc. . 


co»(»+4)^                     8in(M+3)^ 
={.|_ --i(„+3)3_4. ;^r^(«+2) 


COS—  sin^r 


•a" 


cos(n+2)^  sin(«+l)^_ 

;r^(«+l)z+V.— 7^]- 

coSg-  Sin-      -* 

4.    Quo  ex  theoremate  rectä  coDsequitur  hocce 

l'^Anun  ope  reUtionam  nova,    f[oain  heic  exposoimos,    Theorematis   forma 
pttCacUi  negotio  prodibit. 

*)  Conf.  loc.  anpra  oit.  T.  VlI,  pag.  266  et  267. 
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Goroliarium. 
Denotante/i  numerum  iDtegrum  ^m,  habetur 

dum  m  par  est  aut  0: 

(usque  ad  primum  term«  evanesc.) 

=  S  (-J)      .F2t O'-20»-2« 

«=«»  sin  ^ 

.    m— a  m-t-2 ,  ^  ^ 

*^    4  -2     '      m  COS(p— 2i)r- 

COSg. 

dum  vero  m  impar:  ^ 

'==^        =^+'  »  c«8(p-2.+l)J 

=     S    (— J)  .Fai (p-2i)m-^i 

■="  cos- 

3 

m-i        »+i  sin(p-2i)J 

*=<>  sin- 

Nec  id  solum;  vera  est  haecce  aequatio,  etiamsi/roo* 
merus  est  integer  =fit.  Quod  ut  probetur^  sufYicit  ut  ostenda* 
tur  constare  sibt  xbeorema  ipsum^  etiamsi  n=0  sit,  certe  msi 
simul  m=0  fuerit:  id  quod  paueis  bis  expediri  licebit  —  Prios 
aequatioDis  "(I)"  membrum  in  hoc  casu  (=1)  coSfBciens  estipstos 
aO  in  evoiut^  fuDctione 

[1— ;ra— a:)]-(»+»); 

posterius  autem^   ut  ex  i^sa  demonstratiooe  supra  expositi  ^atet  *); 
co^iBciens  est  ipsiiis  ac^  in  ^,producto'*  serierum  ex  evolutis 

♦)  Scilicet  in  eo  res  -vertitur,  «t  aeqaatio  illa  (VI)  ant  (VI')  nlff« 
probetor,  etiamsi  n=zO  fuerit.  Valere  eam  (in  hoc  qaoque  casa)  pro  IR^l 
et  2,  ex  eo  patet  qnod  posito  ^=0  aeqnationes  iUae  (II)  et  (lU)  idealictc 
eTadonl.  Con9es»o  igitur  Talere  eam  uaqae  ad  m  qaemdam  (inclasive),  reli* 
quam  est  ut  probetur  Tera  esse  pro  sequenli  17} -{~  I*  >  lodern  usque  modo  ic 
in  art.  2  praecedeati  aquatio  illa  (6')  vera  esse  probatur,  etiamsi  itrrOfn^' 
rit,  exteusA  quidem  ad  hunc  quoque  casum  (fj==0)  dcünitioBe  ill&  i^ 
^4-1,  i.  e.  posito  tunc 

5p+ 1  =(«—/?)  («p+ 1 +(- 1)P+ 1 /?p+ 1). 

Tum  nuUo  negotio  patet ,  aeqnationes  illas  (A)  et  (A')  in  hoc   qaoqss  *^ 
Talere.     Caetera  irerbutenus  ut  in  art.  2.  sequuntur. 
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comparata^tnn. 

Quae  com  ita  $int>  jam  constat  verum  esse^  quod  loco  cit. 
(T.  VII.  p.  268.)  expositum  est  Corollariuni,  cujus  praeterea  aequa- 
tiooi  ^I)  immutatain  aüquantuluni  ma^isque  concinnam  heic  dedi- 
mos  fonnam  "(!!)''.  —  Ideoque  nee  ^tta  quidem  suoerest  dubli» 
quin  rata  sit  Numerorum  Figuratorum  relatio  ea^  quam  loid.  (p.  269.) 
exposuimus:  cui  praeterea,  posito  /7=m  in  aequat.  "(11)'%  potio- 
^em  hanc  reddere  juvat  formam : 


i 


V)  dum  in  numer.  est  integer  par  (aut  0),: 
^         f+/  «  sin(m-2i+l)^ 

1=0  ,     TT 

m — 2 


<=_-_        2±*+<  «       cog(m— 'ii)^ 


3 


-    S    (-5)  •'      .F«+, 

cos 


'(ni)« 


3 


2^)  dum  m  impar  est: 

•^    t              56  +•  m  cosCm — 2i4-l)- 
1=     S    (-1)  .F2._J IJi 

fco  jr 

cos  3 


'-^  «E     '»    m  8m(llt— 2l)- 

sm- 


N  o  t  a    I. 
(Vid.  pag.  234.) 

Specie  forsan  haec  via  ea  ipsa  esse  videatur^  qua  postquam 
jo^flkiens  Ipsius  j:»  in  ,,evo1utione''  functionis  (1 — a:+ar*)— '»»+1), 
forma  illÄ  (1 +£«:)-("•+ i)(l-|-/?a:)^("»+i)  indutae,  exhibita  fuerit  ope 
^RQitae  ilüus  legis,  quam  in  commentatione  suä  nnmero  (1)  insig- 
wnt  CeL  S ch  I ö m  i  I  cn ,  deineeps  ponatur  co^fficiens  haecce  expres- 
>toni  Uli  (a)  aqualis.  —  Quod  si  ita  foret;  revera  re»  gesta 
ioret  talisy  cui  jure  quodam  epitheton  illud  cedat  „ wisse nscnaft- 
Hch  buchst  unbedeutend'^  (vid.  Gomment  Gel.  SchlOmilch, 
sab  finem),  quippe  qua  non  nisi  duae,  qu&  fbnnam  diversae  aUqua- 

*  /\n)(0) 

*^Diifi,  expressiones  ipsius  ^  ^  — [fX^)  breviter  denotante  ipsam 

(t— «-f.a:^(«>+i)]  in  medium  prolatae  fuissent:  et  quidem  tali  in 
^  multo  melius  Analvsi  fuisset  consultum,  si  —  ut  praeterea  rem 
S^SBit  CeL  ScblOmil^h  — -  generalis  uno  ictu  petita  misset  expres- 
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sio   ipsius   F(^)(a:)  i.  e.  Co^ffic.  Differeot.   nti   ordinls    foncttMiis 
(1 — or  +  a:^— («*t1)  vel  potios  functionis  hujus  unWersae 

(x2  +  aar+6)-(H-i),  [fi  reaii  quälibet]- 

Namque  —  [ut  beic  caetera  oroittam  cognitae  demum  funcGo- 
nis  F\^)  (x)  eniolumenta]  —^  uti  primum  forte  contieit  duas  qua  tat- 
mam  diversas  hujusce  /^")  (x)  expressione«  inveniri ;  aeqiiatis  sibi 
invicem  hisce,  generalis  jani  conciliata  erit  relatio  talis,  cujus  in 
speciebus  innumeris  non  nisi  unam  conficiat,  auam  supra  comme- 
moravimus,  identitas  illa  ambarum  ipsius  jR")(0^  expresslonum. 

At  vero  „species  nonnumquam  fallit'^:  recta  non  baec 
erat  via.  Hanc  quisquis  fuerit  insecutus,  ulterius  in  tali  re  proveiii 
non  poterit,  quam  donec  relationem  demum  talem,  qualemmConh 
mentatione  suä  numero  (9)  insignivit  Cef.  ScblumÜcb^  assequi 
bene  contigerit  '  Quae  quidem  relatio  quamvis  praeterea  notatu  sit 
vere  condigna^    celari  non   potest  temere  aliquatenus    latam  esse 

sententiam  Cel.  Auctoris  (pag.  364.)  istam :    ,,Für  9>=Qergiebt 

sich  aus  der  Gleichung  (9)  eine  Relation,  aus  welcher 
sich  sämmtliche  von  Herrn  Dr.  Bjorling  im  VIL  Theile 
S.  266.  mitgetheiite  Formeln  ableiten  lassen,  wenn  man 
sich  auf  die  Unterscheidung  von  geraden  und  ungeraden 
n^^  (?)  ,,einlässt  und  einige  Transformationen  vornimmt" 
Verum  quidem  est,  si  ponatur  fi=m  (num.  int.  aut  0)»  aiiire 
posterius  hujusce  aequationis  membrum  in 

Ho  (m  +  n)u  (2  cos  y)" — (n— l)i  (m+n--  l)n-i  (2  cos  g»)»-' 

+  («— 2)a  (m+n^ 2)»_«  (2  cos  y)»-*-    . 
etc.  (usque  ad  primum  term.  evanesc.) 

=ito(n+iii)m  (2  cos  9)« — (n— l)i(n+m— l)«(2cosg>)»-* 

+  (n— 2)a  (n  +m— 2)«  (2  cos  y)"-*— 

etc. 

=  1 .  (n  +  m)m  (2  cos  9))" — (m  +  l)i  (n + m  —  l)m+i  (2  cos  g»)»-* 

+  (m  +  2)a(n  +  in— 2)„+a{2co99.)»-*- 

etc. 

quae  quidem  reverä,   dum  (p=7T  ponitur,  prius  ipsum  aequationift 

nostrae  "(1)'^  membrum  conficit.  Verumtamen  fore  nt  prius  aequa- 
tionis hujus  (9)  membrum  in  formulam  reduci  liceret  talem,  (fl^* 

dum  9'=ö-  ponitur,    in  membrum  aequationis  nostrae  2uin  aut  3^^ 

(ideoque  in  formulam  ex  m  +  i  terminis  confectam),  V^^^^  ^V^ 
est  aut  impar,  «beat,  —  id  quonam  jure  contendi  Uceat,  ^f^* 
Etenim  quis  est  qui  ne  videat  ab  n  minime  pendere  hanc  reduco^ 
nem,  utpote  quam  e  contrario  perfici  non  omtiino  liceat,  nisi  forte 
II  numerus  integer  aut  0  (et  quidem  =m)  fuerit?   quo  in  casn  sixt- 

yr 

gulari  reapse,  pro  9>  =  3>  una  prodibit  vel  altera  forma,    prout  m 
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par  est  (0  inclusive)  aut  impar.  Qua  tarnen  de  re  id  insuper  est 
admonenduin,  fieri  oon  posse  —  [certe  quod  dos  quidem  seiamus]  — 
ut  prius  iilud  membnim  aequat.  (9)  iu  m+1  temiinos  reducendi 
negotium  eomodo,  quemvulgo  „einige  Transformationen''*) 
vocant»  perfici  liceat;  sed  ejusdem  omnino  generis  impedimentis 
obnoxia  est  (uti  nobis  videtuf)  ista  reductio,  ac  si  posterius 
ipsom  aei^uationis  membrum  in  formam,  cujus  heic  mentio  est, 
rieducendi  consilium  iniveras. 

Quae  cum  ita  sint^  bis  fere  (ut  nobis  videtur)  loco  citato  potis- 
simum  uti  verbis  decuisset  Cel.  Auctorem :  Dum  fi:=zm  (num. 
int  aut  0)  est,  valorem  utriusque  membrorum  aequa- 
tioniB  (9)  formuiä  quddam  ex  /it-fl  terminis  confectä  ex- 

primi  licebit  tali,  quae  casu  illo  9>  =  ö-  singulari  in   2ain 

aiit'3am  membrum  aequationis  (I)  in  pag.  267.  T.  VI.  expo- 
sitae  abeat.  Quae  si  quando  inventa  fuerit  m-l-l  terroinorum  Tor- 
mula  vehementer  optanda,  novum  eä  demum  constitutum  erit  Theo - 
rema  nostro  tanto  latius  patens ,  quanto  q>  ipsa  universa  singularem 

illam  ^  generalitäte  superet»    Ipsam  antem  hujusce  formulae  tnda- 

gaüofiem  —  fiatne  ista  ratione  illi  analogd ,  quam  nos  quidem  in  casu 

j  stngiilari  secuti   fuimus,    nee  ,ne  —  velit  propense  Celeb.  Prof. 

Sdilo milch  occasione  data  suscipere  forraulamque  demum  inyen- 
tsm  promulgare,  est  quod  vehementer  optamus  atque  speramus. 
Nostra  interea  profecto   haud  parvi  interfuit  hoc  ipsum  Theorema 

pro  9?=;^  eo,  quem  supra  exposuimus,   modo  probare:    praeser- 

tim  qunm  nobis  videatur  expositio  ista  haud  modici  futura  esse 
emohimenti  conaturo,  qnicumque  erit,  generalem  quam  dixim6s 
formnlam  edere  inventam. 


Nota    II. 

In  demonstrationem  aequationis  (A). 

[p  numerum  integr.  denotat.]. 

Ex  definitione  habetur 

({)....  Sp^i=z  S  (i+p)p(«H^»-'-/J«+i-0(a'+Hi4.(-l)j»+i./3'+i»+i), 

seu,  quoniam  oj?=l  est, 

= (a"+P+«  +  (—  l)P+a  /5»+P+a)  s  (i^p)^^ 

-[/J— 1»  S  (i+p),««  +(-t)P«^i'  Ä  (t'+p),/?«]; 

F=sO  ^sO 


*)  Sic  Terba  habenl  Cel.  Schlömiloh  pag.  864  1.  eil. 


248 


I.  e. 

(2) =(n+p  +  l)p+,  («»+P+2  +  (-l)i'+«/J»+H-«) 


-{ß»-p  s  (.•+/»)p««+(-i)p«^  5  (i+p),n 

qaoniam  vi  naturae  Numeronun  Fignratorum  habetur  fonnala 
(3) *S  (i+p)|.--(n+;^  +  l)p+i  *). 

1=0 

<  Praeterea,  quod 

=(«+;,)p««»  + -5-^ii *) 

=  ;5~i  1  («+;>)?  «*+"— (i+««*T"*  (i+p),-,  «»Ol 

«  — 1  fc=o 


•)  Vid.  ci  gr.  Cauchy,  Anal.  Alg.  Note  VI.  'Vhior.  1er.  —  Praeww 

rem  paucis,    ti  placet,   sie  licet  ezpediri.      Signo  ^tpi  denotante  fiinctionem 

fc=0 
ipsias  /  eam,  cujas  differenüa  [dum  Ji=:i]  sit  ^,  deminutam  Talore  saopro 
1=0,  habetur 

1=0  1=0 

vi  cojns,  ratione  insaper  habitft  formalamin 

i 

fe=o 

rectA  proTenit  formala  (3). 

••)  Scilicet  ex  co,  quod  a«'=rtf2Mogo  g^j^  conscquitar,  po8itor=2log« 
atqae  /  loco  ipsius  X  iti  forma lu  illa  cognita 

legilimam  esse  quam  supra  descripsimus  aequationem.  [Si  oui  forte  offende- 
rit  usurpasse  nos  hoo  loco  signum  illnd  „log  a*S  quamvis  a  heic  qoanutas 
alt  parle  reali  negatirA  instructa ;  solum  id  admonuisse  sufilciet,  nos  heic 
quidem  signo  nloga^^  6  logarithmorum  qoamitalis  a  qnemlibet  cnn- 
qae  -voloisse  intellectam.  Yidelicct  Exponente  2/  namerom  integmoi  cott- 
ficiente,  ul  faciii  patet  negolio,  nil  adest  pericuU  quin  juile  statnatnr  aeqnatio 

a*f=:tf2'*^08",  quiyie  fnerit  „loga^*  logarithmorum  ipsius  «]. 
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pwpiwoa  qwuitites  intra  uncos  []  in  (2),  vi  relationum  lUarum 


ß 


«•— 1— a— ^ 


ß*-y 


rcdaci  potent  in 


+ 

T 


I 

4 

+ 

+ 

I 

f 

+ 

T 


Theil  IX. 


IT 
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cujus  <|tium  numerator  ipsum  confieH  merabrnm  fositrlas  a«fqitkh 
nis  (2),  mutato  ibi  p  io  p  —  1,  j»n  patet  aequationem  hancce  0) 
in  ipsam  (A)  abire.  ' 

Q.  E.  D. 


Das  ureradlinifir^^  Dreieck  in  Besie- 
hnnfir  auf  die  CInadrate  der  Perpen- 
diliel,  welche  man  Ton  einem  Ponkte 
seiner  Eliene  anf  seine  Seiten  Wien 

liann,  lietraciitet. 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gymnatiallehrer  su  Catfel. 


I. 


Die  Auflosoog  der  Aufgabe 

unter  der  Bedingung 

bietet  keine  Schwieriglceit  dar^  und  führt  zu  den  Resultaten 

2Ja 


X 


r..  , ^2^6 

LiJ  \  ^^  —  a^+Ä^  +  c«' 

2^c 
welche  man  auch  ausdrücken  kann: 


8inn'  +  8in(!*+»in)*' 


Da  biemach    die  Perpendikel  von   dem  Punkte  innerhalb  des 
Dreiecks,  welchen  wir  för  den  Augenblick  den  Minimumpunkt  nen- 
nen wollen,  den  Dreiecksseiten,   aufweichen  sie  stehen,   propor- 
tional sind,  60  ei^fat  sich  hieraus  folgende  Constnctios  des  Mini- 
'  '    e  über  den  drei  Seiten  des  Ureiecka 
idrate,  verlängere  die  den  Ureiecks- 
letzteren  bis  zur  Erzeugunff  des  dem 
eiecks  A'B'C   und  ziehe  dann  A'A, 
lifse  Linien  in  M  als  dem  Minimuni- 
fur  A'B'C  schneiden.     Es  ist  dbri- 
die  Quadrate  wie  in  Tat.  VI.  Fig.  1. 
kann  dieselben  auch  wie  in  Taf.  VI. 
n.  'Zu  einer  andern  Constniction  des 
I,  wenn  man  in  Taf.  VI.  Fie.  3.,    wo 
\ieeks  ABC  and  K   den  Afittelpunkt 
en  Kreises    vorstellt,    berdcksicntiKt, 
iua  z.  6.  CS  den  W.  ACB  so  Iheilt,  dass 

fiin^C.S:sin£CS  =  a:A. 

Soll  nun  CJf  bewirken ,  dass 

sin  BCJä :  sin  ACM=  azÖ, 

K  mnsB  W.  ACM=  W.  BCS,  und  also  W.  XCK=  Vf.  SCK. 
uf  dieselbe  Weise  auch  W.  »BK=  W.  SBK,  W.  MAK  = 
W.  SAK  sein. 

Als  kleinste  Summ«  der  Perpendikelqnadrate  ergibt  sich 


M 


tt'sinjPainy* ^'^'ncr^siny* 

"*  sin  d' +  sin  jJ^+gmp  ~  sin  Ä*-)-siii  ^+sin  y' 

c'sinct'sin)?* 

""sintta  +  ain^+einr*' 
»nd,  wdl  allgemein  «i'-J-4*+c'^4-rf(cot«+cot|3+cot)'): 

^'^  ^—  cota^cot|3+coty' 

Die  Perpendikel  vom  Mmimumpnnkte  ans  tkeilen  jede  Drei- 
eckMeite  in  zwei  Abschnitte.  Für  diese  Abschnitte  (Taf.  VI. 
Fig.  4.)  erhalt  man  die  Werthe 


[6] 
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6(a'+a6co8y)     &(;««  + 1^'-  je') 
,^    6  (c'-fftc  cos  g)     6(— ia«-|-4&''f  je») 
c(^  +  aecoe ß)  _ cgn»  — 'A'+ic») 
c(6«-f6cco8tt)  _  c(-io«+j6«H-lc^ 


Die  Abgtände  des  Miniroumpunktes  von  den  Eckponktcn  des 
Dreiecks  (Taf.  M.  Fig.  3.)  lassen  sich  so  ausdrücken: 

MA        bcV(-a*+^H^^ 
[7]  {  MB  = a^^b^  +  d^        ' 

und  bezeichnet  man  die,  die  Seiten  a,  b,  c  lialbirenden  Transver- 
salen bezüglich  mit  U^  tty  te>  so  ist: 

„  .   '         IbcU 

MA  := 


a«+6*+c«' 
[8]  j  üfÄ  =  ^ä^l^. 

Für  die  Verbindungslinien  YZ,  XZ,  Ar(Taf.VI.Fig.4.)  finde« 
man: 

'■*—  ««  +  62  +  C« 

roi  J    vy  -  a^VC^a'-ft'  +  gc») 

l»J  <  AI,  —  ö*T5*  +  c«         ' 

_  2/fV(2o'-f2feg-cg) 
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vy  —        ^^^ 

[11]  i'z=  ^ .  ^z= ^ .  jrr=  ^. 

Sacht  man  imn  femer  die  Werthe  für  die  Traosversalen, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  halbiren»  and  multiplicirt 
dieselben  mit  |,  so  erhält  man  die  oben  [1]  angegebenen  Aus- 
drücke für  MX,  MY  und  MZ.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  Mini- 
mnropunkt  des  Dreiecks  ABC  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks XYZ  ist.  Bekanntlich  hat  auch  der  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner 
Eatfemungen  von  den  Winkelpunkten  des  Dreiecks  ein  Klein- 
stes ist. 


Denkt  man  sich  alle  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen 
Dniecks,  (ur  welche  die  Quadrate  der  Perpendikel  auf  die  oret 
Seiten  eine  gleichgrosse  Summe  geben,  durch  Curven  verbunden, 
so  igt  die  Natur  und  Lage  dieser  Curven  näher  zu  untersuchen. 

Nehmen  wir  vorläufisr  B  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  zum  Anfangspunkt 
eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems ,  und  setzen  J9Q=ar, 
QP'^y,  so  rouss  sein 

/'Q*  +  (Qr-QF)«+(ei7— eFF)«  =  ^+G, 

3f*+((c — a:)sina— ycosa)^-|-(a;sin/? — ycosft*  =  ilf+C 

Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 

%«+Är^  +  Cr«+ D^  +  ßr  +  F=  G, 


so  ist 


[12J 


-^  =  l  +  cos«^  +  cos  /3*, 

J?  =  2sinacosa--2sin  J?cos/3, 

C"=  8ina*  +  sin/J*, 

/>=  — 2csinacosa, 

jB=  — csina*, 

F=c«sma*— ^. 


Nebenbei  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  wir  in  dieser  Glei- 
chaoe  G  zum  Minimum  machen,  sich  die  Werthe  von  x  und  y 
überäiistimmend  mit  [1]  und  [6]  ergeben,    wodurch  ein  etwaiger 
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Zweifel  daran«  dass  die  Formeln  [1]  auf  einen  und  denselben  Pimkt 
zu  bezieben  seien  ^  niedergeschlagen  wird. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  mit  dem  rorl^n  parallelen  Coordi- 
natensystem,  dessen  Anfangspunkt  der  Minimumpunkt  ist,  über, 
so  verschwinden  die  Glieder  mit  Z),  E  und  F,  und  die  Gleicboog 
unserer  Curve  ist 

[13]  Ay^  +  Bxy  +  Cx^=G, 

Das  mittlere  Glied  auf  der  linken  Seite  fallt  von  selbst  weg, 

TT  - 

wenn  entweder  a=j5  oder  a  +  j5=j.  Wir  wollen  hier  dem  recht- 
winkeligen und  dem  gleichschenkeligen  Dreieck  besondere  Betrach- 
tungen widmen. 

Fär  ein  bei  y  rechtwinkeliges  Dreieck  geht  die  Gleichung  [13]  in 
[14]  y^  +  x^^G 

über.  Die  in  Frage  stehenden  Curven  sind  ähnliche  Ellipsen  wn 
den  Minimumpunkt,  för  welche  das  Veriiältniss  der  Axen  V2:l 
stattfindet.  Die  specielle  Gestalt  des  rechtwinkeligen  Dreiecb 
äussert  also  auf  die  Gestalt  dieser  Ellipsen  durchaus  keinen  EiD' 
fluss.    Die  grosse  Axe  Ist  mit  der  Hypotenuse  parallel.     Da  fer* 

ner,  wenn  man  in  [6]  c*  =  a*  +  b^  setzt,   BZ  =  —  und  AZ^— 

wird,  so  liegt  der  Minimnmpunkt  in  der  auf  der  Hypotenuse  stekitOr 
den  Höhe.  Setzt  man  diese  ^=/i,  also  2^/=Ac,  so  ergibt  rieh 
aus  [1]  2=|A,  und  eine  Ellipse,  welche ,  wie  in  Taf.  VI.  Fig.  &.  dtfob 
den  Seheitel  des  rechten  Winkels  geht,  berührt  zugleich  die  i^^ 
tenuse.    Aus  [3]  ergibt  sich  ffir  unsemFall  ilf=iA^  und  aii{ll] 

c  *  c  c 

Ist  unser  Dreieck  in  Beziehung  auf  c  als  Grundlinie  gleidi- 
schenkellg,  so  erhalten  wir  aus  [13] 

(1  +  2  cos  a«)y«  +  2«in(^a/^  =  G, 

oder 9  wenn  wir  alles  auf  den  Winkel  y  beziehen, 

[15]  (2-  cosy)y«  +  (1  +  coay)x^=  G. 

Nun  ist  aber  2 — cosy=  1  +  cos  y,   jenachdem  y  =  5-  oder  c  =  a, 

Ffir  das  gleichseitige  Dreieck  liefert  mithin  die  Gleichung  ^15] 
Kreise,  deren  gememschaitlicher  Mittelpunkt  mit  den  übrigen  llfit- 
telpunkten  des  gleichseitigen  Dreiecks  übereinstimmt,  und  AT  wird 

gemäss  der  Formeln  [4]  =  -j .    Bei  den  übrigen  gieichschenkeUgen 

Dreiecken  erhalten  wir  wieder  Ellipsen,  deren  grosse  Axe  mit  der 
Grundlinie  des  Dreiecks  parallel  ist,  wenn  letztere,  wie  in  Tat  VI. 
Fig.  7.  grosser,  und  auf  derselben  senkrecht  steht,  wenn  sie«  wie 
in  Taf.  VI.  Fig.  8.  kleiner  ist,  als  eine  der  übrigen 


Ist  noD  aber  da«  Dreieck  weder  rechtwinkelie  noch  gleich« 
scheokeliSy  so  muss  die  durch  die  Gleichung  [Iß]  dargestellte 
Curre  auf  ein  um  den  Winkel  q>  gedrehtes  Coordinatensystem  be- 
zogen wenden»  so  dass 

B    "" 
tang29=^3;jj. 

Alsdann  wird  die  Gleichung  der  Curve 

[16]  /y  +  Ox>=G, 

and  die  Werthe  yon  P  und  Q  sind  gleichzeitig  in  dem  Ausdrucke 

5±Va-(sinaa  +  sin/3«+siny»)) 
enthalten.    Man  kann 


L^^J  l  Q=J-V(J— (8in««  +  si 


sin/3*  +  smy*)), 
sin/J^+siny*)) 


setsen^  and  erhSIt  so  den  V ortheil,  x  immer  auf  die  grosse  undy 
unner  auf  die  kleine  Aze  der  durch  [t6]  dargestellten  Ellipse  be- 
ziehen  zu  dürfen,  muss  jedoch  auf  Anwendung  der  Relation  29<» 
venichten,  vielmehr  die  Lage  der  grossen  Axe  in  besonderen 
FUieB  durch  Zurücksehen  auf  die  Gleichung  [13]  zu  bestimmen 
mkm.  E^  zeigt  sich  dann ,  dass  die  Lage  der  grossen  Aze  immer 
rfl  ier  Liage  der  grossten  Dreiecksseite  mogu^hst  conform  ist. 
B^lririe  ungleichseitiger  Dreiecke  gewähren  Taf.  VL  Fig.  9.  und 
IV* Tl.  Fig.  10.  Davon  übrigens ,  dass  die  Gleichung  [16]  unter, 
dk$  Umständen  einer  EUi[)6e,  die  nur  in  dem  einzigen  oben 
bereit»  erwähnten  Falle  in  einen  Kreis  übergeht,  angehöre,  über- 
zenet  man  sich  bald,  wenn  man  den  Formeln  [m  einige  Attf- 
merküamkeit  schenkt  Der  Ausdruck  sina^  +  sinß^  +  siay^  kann 
niemals  den  Werth  J»  welchen  er  für  o  =  j?  =  y  erreicht,  über- 
schreiten; daher  können  P  und  Q  nicht  imaginär  iverden«  Der 
f?enannt6  Ausdruck  ist  femer  stets  positiv,  und  desshalb  hat  auch 
Q  diese  Eigenschaft,  die  sich  bei  P  ohnehin  von  selbst  versteht. 

In  Beziehung  auf  das  mit  jedem  Dreieck  nach  dem  Bisherigen 
in  Verbindung  stehende  System  vpn  Ellipsen  kOnnte  man  noch  die 
Fragen  aufwerfen:  wie  gross  muss  G  sein,  damit  die  Eklipse  eine 
Seite,  z.  B.  c,  berühre T  oder:  wie  gross  mus  G  sein,  damit  die 
Ellipse  durch  einen  Winkelpunkt  des*  Dreiecks ,  z.  B.  C,  gehe? 
Dte  Antworten  auf  diese  Fragen  zeichnen  sich  durch  Einfachheit 
US,  und  mögen  desshalb  hier  Platz  finden.    Bei  der  ersten  ist 

P81  G=    ^ 


M  der  zweiten 

Nach  dem  Obigen  war  ferner 
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o^er 


sin  2/3— sin  2of 
[20]  tang29>  =  l^.eo82a+ co82/?' 


Setzt  man  nun*  auch 

-  sin2y— sin2/3 

[21]  )  to..g2x=i^^^^2/J  +  cos2/ 

;.  sin2o — 8in2y 

* 

80  folgt  daraus 

^««  9^  -r-      •■       l-Csincg+sin/gg) 
^^^^±Va-(8ina2  +  sin/J«  +  8iny«))' 

[221  <  cos  2.  -  3^(8in^+s»ny^ 

j. i  — (siny^-|-sintt^) 

cos  ^V'  —  j.  ^  (j[  _  (sin  ^  4-  sin  |3«  +  sJn  y«))* 

Sind  die  Winkel  a>,  %  und  if;  in  Beziehung  auf  die  drei  Drei- 
ei^ksseiten  in  einerfei  Smn  genommen ,  so  müssen  in  diesen  For- 
meln ,  welche  durch  blosses  Fortrücken  der  Bezeichnung  in  einan- 
der übergehen,  ent^veder  nur  die  obern  oder  nur  die  nntemZeicbfo 
gelten^  und  man  hat  folglich 

[23]  Icos  9x-f-4  cos  x+icosif;  =  ±\/(J-(sjn  aHsin/J^+siny^), 
[24]  cos  9*+ cos ;(«+  cos  '^^^i  +  VG— (sinaHsin/5«+8iny*)), 
[25]    siny^+sltt  z«+sini/;«=  1+ V(i  -(sina«-fsin/Ja-f  siny«)). 

Daher  ist  endlich  auch  nach  [17J 

^    \  q\        \  sin9>2  +  sinf +sini(;«. 

HI. 

Bisher  wurden  die  Quadrate  der  Perpendikel»  welche  man 
von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks  anl 
die  Seiten  desselben  (allen  kann ,  immer  zu  einer  Summe  veretmgt. 
Künftighin  soll  der  Unterschied  zwischen  der  Summe  von  iwei 
solchen  Quadraten  und  dem  dritten  die  Stelle  jener  vertreten. 

Stellen  wir  daher  jetzt  zuvorderst  wieder  die  Aufgabe,  afHy**^' 
unter  der  Bedingung  iix-{-by'{'Ciz=z2/i  zum  Minimum  zu  macbeoi 
so  erhalten  wir  die  Auflösung: 


^7 


---2z/c 


z 


oder 


g «in «sin/? sin y  ' 
sin  «^ +sin  /3^  —  sin  y*' 

r^l  y      asinaisin/Ssiny 

^^  i  y  ~  8ina«+8in/32-sin^' 

—  asinasin^siny 
sin  «*+ sin /3^  —  sin  y*' 

oder  auch 

Ix=latmgy, 
y=46tangy, 
2=r  — Jctangy. 

Ganz  dieselben  Resultate  können  wir  erhalten,  wenn  wir  nach 
Adeitmig  von  Taf.  VI»  Fig.  5.,  wie  oben  ar*  +  y*  +  2*,  so  jetzt 
4^+y* — z^  ausdriicken,  den  erhaltenen  Werth 

—  3f*  +  ((c— x)sina — y  cos«)*  +  (^sin^  — ycos/5)*=  jfif, 

B  welchtini  nmui^ehr  x  und  y  Coördinaten  sind ,  zu  einem  Mini- 
mom  machen,  und  die  Abstände  des  Punktes,  für  welchen  das 
Miniraum  stattfindet,  von  den  drei  Dreiecksseit^n  berechnen.  Die 
leiste  Gleichung  gilt  dann  wieder  filr  die  Curven,  welche  die 
Paukte  von  einerlei  H  verbinden.  Verlegen  wir  auch  hier^  zu 
einem  mit  dem  vorigen  parallelen  System  von  Coordinateö  über- 
gehi^d,  den  Anfangspunlct  der  letzteren  nach  dem  durch  die  For- 
nein [271  bezeichneten  Punkte,  so  erhalten  wir  wieder  die  Glei- 
chung [lo]>  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt 

[30]  ^  =  -l  +  cosaa  +  cos/52. 

Die  dermalige  Gleichung  [13]  gehurt  jedoch ,  wie  die  nachhe- 
rige Discnssion  derselben  lehren  wird,  nur  dann  einer  Ellipse 
(oder  einem  Kreise)  an ,  wenn  das  Dreieck  ABC  bei  C  stumpf- 
irinkeljg  ist,  und  :in  der  That  zeigt  auch  die  Betrachtung  des  zwei- 
ten Diferenzials,  dass  die  Function  ar*  +  y^  —  2*  mit  der  Bedin- 
gong^leichung  ax -{- by  ~{- cz=2J  nur  dann  ein  Minimum  hat, 
wenn  c*^  a^  -{■  b\  Unsere  dermalige  Aufgabe  verdient  wohl  als 
•in  besonders  instructives  Beispiel  iur  die  Lehrbücher  der  Diffe- 
renzialrechnung  empfohlen  zu  werden.  Im  Vorbeigehen  sei  bemerkt, 
dass  das  sonst  so  vortreflFliche  neue  Lehrbuch  von  Schlömilch 
(Greibwald.  1847.)  sich  auf  Seite  168.  einer  Ungenauigkeit  schul- 
dig gemacht  hat     Aus  dem  dort  Gesagten  wörde  folgen,   dass 
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auch  bei  unserer  Aufgabe  hnmer  ein  Minimum  'vorhanden  sei. 
Findet  nun  zwar  ein  wirkliches  Minimum  nur  dann  statt,  wenn  y 
stumpf  ist,  so  lässt  sich  doch  wohl  erwarten ,  dass  auch ,  weimy 
spitz  ist,  der  Punkt,  auf  welchen  di^  Formeln  [27] ,  [28]  und  [29] 
hmweisen,  eine  gewisse  geometrische  Merkwürdigkeit  haben  werde. 
Ist  y  ein  rechter  Winkel,  so  kann  von  cBesem  Punkte,  dem  wir 
för  alle  Fälle  wenigstens  den  Titel  Minimumpunkt  belassen  wollen, 
nicht  mehr  die  Rede  sein,  weil  er  alsdann,  wie  am  Deutlichsten 
aus  [29]  erhellt,  ins  Unendliche  hinausgeschoben  wird. 

Der  Werth  von  H  im  Minimumpunkt^  ist 
[31]  M  = 


i'Vf\       M fl*sin^siny^ &^sina*siny* 

^'   ■*  sina^+sin/!^ — 8iny*~"sin«*+8in/3*  — siny^ 

c^sintt^sin/?^ 

sina^+sinjS*  — sin/*' 

[33]  Ä=  Jtangy. 

Das  G  der  Gleichung[13]  ist  H—M,  so  dass,  was  auch  oben 
der  Fall  war,  G  in  dem  Minimumpunkte  immer  =0  ist 

Der  dermalige  MiniuMimpunkt  kann  durch  VerzeiehD^l  von 
Quadraten  auf  den  Dreieeksseiten  u.  s.  w.  auf  ähnliche  Weis«  wis 
oben  gefunden  werden.  Es  findet  hier  nur  der  Unterschied  statt, 
dass  aas  Quadrat  der  Seite  c  nach  Innen  beschrieben  wer- 
den muss,  wenn  die  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten  nacb 
Aussen  beschrieben  sind,  und  umgekehrt.  In  Taf.  VI.  Pig:  Ih 
ist  beides  gleichzeitig  dargestellt  Der  gefundene  Punkt  m  ist 
Mich  hier  nicht  bloss  fifr  das  Dreieck  ABC^  Sonden  auch  filr 
ABC  und  för  A^B'C  der  Minimumpunkt 

Dreht  man  auch  in  unserem  Fall  die  Coordinatenaxen  um  d(t 
Winkel  g),  damit  das  Glied  Bxy  in  [13]  verschwinde,  so  erblH 
man  wieder  die  Gleichung  [16],  jedocli  mit  den  Werthen 

[34]  JQJ=i±Va  +  sin««  +  sin/Sa-.siny*). 

ist  der  Winkel  /  spitz,  so  ist 

sin  «■  +  sin  j5*  >  sin  y^, 

f 

die  Wurzelgrössö  daher  >i,  und  folglich  emer  der  Wertbe  P 
und  Q  negativ.  Die  Curven,  welche  die  Gleichung  [16]  nod  mh 
mit  auch  [J3]  darstellt,  sind  alsdaMo  Hyperbeln ,  wyche  nur,  wem 
6=0  ist,  in  zwei  sich  in  dem  Minimumpunkte  durchschniddeAde 
gerade  Linien  übergehen.  Taf.  VI.  Fig.  12.  vetsinnlicht  dieses} 
die  spitzwinkeligen  Hyperbehi  gehuren  dort  zu  negativen,  die 
stumpfwinkeligen  zu  positiven  'l^^hen  von  G. 

Ist  aber  y  stumpf,  so  ist  ^ 

sin  «*  +  sin /S*  <  sin  y*. 
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Der  Ansdrack  unter  dem  Wurzelzeichen  erreicht  alsdanu  seinen 
kleinsten  Werth,  welcher  =0  ist,  wenn  a=/5=l7r,  y=}jr.  Die 
Wertbe  von  P  und  Q  bleiben  immer  reell  >  und  in  dem  eben  an« 
gefährten  Falle  werden  die  Curven  Kreise,  in  allen  übrigen  Fällen 
sind  sie  Ellipsen.  Ist  das  Dreieck  noch  obendrein  gleichschenke- 
li^,    so   läuft   die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  c    parallel,    wenn 

>  In  (Taf.  VI.  Fig.  13.),  steht  dagegen  auf  c  senkrecht  (Taf.  VI. 

"ig.  14.),  wenn  y-^ln. 


■^ 


üeber  einen  (Satz  des  Herrn  Professor 

i.  (Steiner- 

Von  dem 

Herrn  Observator  Thomas  Clausen 

EU   Dorpat. 


Im  zwei  und  dreissi^sen  Bande  von  Grell e's  Journal  für 
Httbematik  stellt  Steiner  S.  300.  foleenden  Satz  auf:  y,Durcb 
jedea  Punkt  D  einer  Ellipse  gehen  drei  iCrümmungskreise  der  letz- 
tem «welche  sie  in  irgend  drei  andern  Punkten  A^^  By  Cosculiren; 
ond  jedesmal  liegen  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  Dln  einem  Kreise.'^ 

tum  diesen  schonen  Satz  zu  beweisen,  will  ich  der  grossem 
Allgemeinheit  we^en  untersuchen ,  fKie  viele  Krflmipungskre&e  eines 
gesebenen  Kegelschnitts  durch  einen  gegebenen  Ponkt  de^scdben 
geben. 

Ich  nehme  an»  die  Figur  F,  die  aus  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte und  den  durch  den  Punkt  D  gehenden  ]&£nmungskreisen 
besteht,  sei  die  stereographische  Projection  einer  Figur  F'  auf 
einer  Kiig:elfläche;  und  D  die  Projection  des  Pols  derselben.  Es 
ist  klar,  aass  die  Krümmungskreise  Projectionen  von  Kreisen  auf 
der  Kugel  sind,  die  alle  durch  den  Pol  gehen,  und  zugleich  die 
sph&riscben  Kröramungskreise  der  dem  Igelschnitte  entsprechen- 
den Figur  sind.  Projicirt  man  nun  wieder  diese  Fi^r  F'  stereo- 
paphisch,  indem  man  zum  Pol  den  Augenpunkt  m  der  ersten 
rrojection  nimmt,  und  umgekehrt;  so  werden  aHe  durch  den 
▼engen  Pol  gehenden  Kreise  in  gerade  Linien  projicirt,  die  eben- 
blis  die  dem  Kegelschnitte  entsprechende  Figur  osculiren.  Die/ 
^  Kegelschnitte  entsprechende  Fimr  muss  also  eben  so  viele 
Wendungspnnkte  haben,  als  der  Kegelschnitt  Kranimungskrelse 
hat,  die  durch  den  Punkt  D  gehen;   und  umgekehrt. 
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Die  unmittelbare  Ableitung  der  Gleichung  fiir  die  dem  K^- 
schnitte  entsprechende  letztgenannte  Figur  aus  der  GleichuDg  lor 
den  Kegelschnitt  geschiebt  durch  Substitution  der  Gleichungen: 

^=^'   y=^«^   (>*=$*  +  «« 

in  die  Gleichung  fiir  den  Kegelschnitt,  x  und  y  bedeuten  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Kegelschnitts;  £  und  v  die  der 
abgeleiteten  Figur. 

In.  der  durch  diese  Substitution  abgeleiteten  Fi^ur  werden  die 
geraden  Linien  in  Kreise  verwandelt;  die  Kreise  in  Kreise  oder 
gerade  Linien ;  überdies  bleiben  die  Winkel  der  Tangenten  an  den 
respectiven  Durchschnitten  der  Curven  in  beiden  Figuren  diesel- 
ben, oder  die  respectiven  kleinsten  Theile  beider  Figuren  sind 
sich  ähnlich,  welches  bekanntlich  allgemeine  EigeBScbaften  der 
stereographischen  Projection  sind.  Ueorigens  bemerke  ich,  dass 
die  eben  erwähnte  Uebertragung  von  Figuren  schon  von  Plucker 
analytisch  angegeben,  aber  nicht  so  sehr  in  Anwendung  gekom- 
men ist»  als  sie  zu  verdienen  scheint. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  man 
einen  Punkt  derselben  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  anoimiDt 
und  die  Tangente  an  demselben  Punkte  als  Axe  der  x: 

yzs,axx-\-^bxy-^c^ 0) 

Die  Gleichung  der  aus  dieser  abgeleiteten  Figur  ist: 

v(SS  +  vt;)=ag|+26|t;+cvt; ß) 

Diese  Gleichung  entspricht  einer  Curve  des  dritten  G**'^ 
Man  soll  nun  die  Wendungspunkte  derselben  bestimmen.  Cb 
diese  bequemer  bestimmen  zu  können,  nehme  ich  eine  perspecär 
Tische  Projection  derselben,  die  bekanntlich  in  den  entsprecheodeo 
Punkten  ebenfalls  Wendungspunkte  hat;  und  zwar  nur  in  diesen, 
folglich  genau  dieselbe  Anzahl  derselben.     Eine  solche  Projection 

erhftlt  man  durch  die  Substitution:     |=-/,  v=-,;    wodurch  man 

V  V 

die  Gleichung  derselben  erhält: 

„ 1  +  1'^'  .    .   (3) 

s 

In  den  Wendungspunkten  der  Curve  ist  -^^  =0,  folglich : 

* 

Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichung  sind  zu  bemerken :  ^<[P^ 
6=^0,  oder  wenn  der  Punkt  D  in  einer  Bauptaxe  liegt  In  di^' 
Sern  Falle  wird  die  Gleichung  (4) 
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3(c-«)r*=(c-«)J 


Schliesst  man  nun  den  Fall  ar^c  oder  den  Kreis  aus,  so  «vird 

c 
I'*  =  Q^.    lo  der  Ellipse,  wo  a  und  c  gleiche  Zeichen  haben,  finden 

zwei  Werthe  von  J'  Statt;  in  der  Hyperbel  kein  Werth;    Inder 
Parabel,  wo  c=:0,  wird  |'=:0. 

» 

Schliessen  wir  nun  den  Fall  6=0  aus;  so  hat  die  Gleichung 
(4)  bekanntlich  entweder  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln.  Die  Glei- 
chung hat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

«^+  — g-|'— 1=0,  oder  g'= == — 2g 

Die  diesen  beiden  Werthen  von  $'  entsprechenden  Werthe  der 
Gleichung  (4)  sind: 

"""""         W  (  2Ä  ) ^^ 

Soll  die  cubische  Gleichung  (4)  reelle  Wurzeln  haben,  so 
mSsseo  1)  die  beiden  Werthe  von  (5)  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  oder  der  eine  positiv,  der  andere  negativ  sein.  Dieses 
findtt  nur  Statt,  wenn  a^ia-^c)^ +.40^)  >  (a(a— c)  +262)«  oder 
ec>t*,  oder  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Ellit>6e  Isi  ITcdieidies 
mm^  der  Werth  von  u  für  den  kleinsten  derWertl^»  von  |^, 
M  denjt  u  ein  Maximum  oder  Minimuni,  positiv  ^etn.  Dieses 
ftiiet  wMcKoh  Statt,  da  man  ffir  eis  negatives  6  das  obei-i^  2^i^)ieii 
TOT  dar  Quadratwurzel  nehmen  muss,  wodurch  u  einen-  positiven 
Werth  b^ommt;  eben  so  för  ein  positives  6, 'wo  man  das  untere 
Zflidäi  nehmen  muss. 


Ist'4G^66,  öder  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  sind  zwei 
Wurzeln  sich  gleich,  da  u  und  wyt  gleichzeitig  =0. 

In  der  Hyperbel  ist  ac^bb;  folglich  in  diesem  FaUe  nur  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (4). 

Da  der  Krümmungskreis,  der  im  Punkte  D  selbst  osculirt,  nicht 
io  der  Formel  enthalten,  oder  nicht  mitgerechnet  worden  ist;  da 
Rir  diesen  Punkt  ;r  =  0,  y  =  0;  |=30,  v=a;  S'j=«>;  so  giebt 
es  ausser  diesem  Kreise,  wenn  der  Punkt  D  nicht  in  einer  ijaupt- 
aze  liegt:  in  der  Ellipse  drei,  in  der  Parabel  zwei  und  in  der 
Hyperbel  nur  einen  Krümmungskreis,  der  durch  den  Punkt  Z>  geht. 

Durch  die  Durchschnitte  der  Haiiptaxen  mit  dem  Kegel- 
schnitte gehen  in  der  Ellipse  zwei;  in  der  Parabel  einer,  und 
zwar  unendlich  grosser;  m  der  Hyperbel  keiner  der  Krfimmungs- 
beise:  den  im  Punkte  D  selbst  osculirenden  in  allen  drei  Fällen 
aoBgenommen. 

Ben  zweiten  Theil  des  Satzes  betreffend;  so  hegen  die  drei 
Weadungspunkte  der  Gurve  (2),  wie  an  einem  andern  Orte  erwie- 


Ben  ist,  irenn  sie  vorhanden  sind,  in  einer  geraden  Linie.    Es  Mi 
die  Gleicliung  derselben 

^{  +  B»+C=0. 
Die   dieser  Geraden  entsprechende  Cur\'e  in  der  Figar  des  Ke- 
gelschnittes ivird  gefnnden  darch  die  Substitution  |=-j,    v=4- 
T^=x*+j/*.    Dies  giebt 

welches  die  Gleichung  eines   durchs  den  Punkt  D  gehenden  Krei- 
ses ist. 

W,  «.  b.  w. 


XXV. 

Vreber  eine  BeKlehungr  zwischen  den 
BWchenlnbalten  zw< 
denen  das  eine  den 
Klelclidem,  diesem  2 
ren  Kreise  umsclirl« 
iremelnerunK  die 

Von  d 

Herrn  Doctor  A.  R 


die  Gleichung  eines  Kreises  und  sind  ^d  yii  iXm,  9t>  ^>  A  die 
Coordinaten  dreier  auf  demselben  gelegener  Punkte ,  so  hat  man 
bekanntlidi  fdr  die  letzteren  entsprechenden  Tangenten  die  Glci- 
chnngen 

^«i  +  yyi  =»■'.  (I) 


Beseichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  DurchschDittepanktas 
der  Linien  (1)  und  (■£),  (1)  und  (3).  (2)  und  (3)  mit  $,.%;  ^,  ih*. 
Ii ,  ij, ;  80  erhSlt  man 


h 


I.  _  ^(yi-ga)  r*(Ja-a^i). 

»       Tayi-j:,^,'    *     ^»yi— «ijd' 

Nun  ist,  wenn  wir  den  Inhalt  des  eineeachriebenen  Dreiecics  alt 
J,  so  wie  den  des  umgeschriebeDen  miiD  bezeichnen,  abgesehen 
Ton  dem  Vorzeichen: 

2^ = ^ayi  —  *i  ya +  *»»*— ^sff«  +  ^«ys  -  ^»ffi  • 


=r^^-^^S.+^^-^+^ii/^-'^i\  j(:r.y.~^,)(:r.y.^r^,) 


1 


(^lys— ^syi)(^«yi  — ^lyJ     (a^ya-a-ayjKxjyi— a;,yi^ 

_y*|j^<afi-j'iy«+3^»)^-gayi+^ya— gtfii* 
(^sya~^ay»)(^iyi— ^3yi)(«a3'i— ^iy*> 


toren  inf  Nenner  di^se* 
alten  Inhalt  je  eines  der 
ichen  Punkte  und  jedes- 
fangspunkt  der  Coordina- 
man  die  Inhalte  dieser 
die  zu  erweisende  Rela- 


MM. 

Nm  hat  man  aber  auch,  wenn  man  «j,  yi  n.  s.  w.  durch  ^, 
^i  n.  8.  w.  ausdruckt: 

,      ■^(11-%)         '■'(t.-ii) 

^   _i'(li-')i)  r'({.-|.) 

■     fc»i— iiV  "    feil—!. 'S' 

ni  deshalb  Buch  die  Relation 
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wo  />! ,  Da  >  Da  die  Inhalte  der  Dreiecke  bezeichnen»  welche  je 
zwei  der  Ecken  des  umschriebenen  Dreiecks  und  jedesmal  deo 
Mittelpunkt  des  Kreises  zu  Eckpunkten  haben. 

Aus  den  Ausdrucken  f  A)  und  (B)  ergeben  sich  noch  zwischen 
allen  acht  in  Rede  stehenden  Dreiecken  die  Beziehungen,  welche 
durch  die  Gleichungen 


(C) 


z/3  j^  />3 

z/j  •  z/^ .  A^  "^  />!  •  D^ .  D'^ 
nnd 

r»  A.  D=  16  z/,  z/a^s  A  Z>«  O,  (D) 

ausgedrückt  sind. 
Da  man  auch 


s 


i 


at«  so  ist' 

T^*A^:=zMA^^A^^A^^.D^D^D^  (E) 

und  ebenso 

T^^D^  =  UD^^D^^Dj,^.A^A^A^  (R 

aus  welchen  beiden  Ausdrücken  wieder  die  Relationen  (C)iiHi(>') 
folgen. 

Man  kann  diese  Ergebnisse  noch  allgemeiner  fassen^  woMi 
zugleich  der  eigentliche  Grund  fär  die  entsprechenden  Relafiöwa 
deutlich  hervortritt.  Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  sind  nichts 
anderes  als  die  Polargleichungen  der  Punkte  Xi ,  yi  u.  s.  w.,  ^on 
man  den  Kreis  als  Directrix  betrachtet.  Da  es  nun  filr  den  ^c^' 
lauf  der  Rechnung  ganz  gleichgültig  ist»  ob  diese  Punkte  aof  uem 
Kreise  liegen  oder  nicht,  so  gelten  die  angegebenen  Relationen 
überhaupt  für  solche  zwei  Dreiecke,  von  denen  die  Seiten  d^ 
einen  die  Ecken  des  anderen  zu  Polen  haben.  Betrachtet  ^^J{*^|r 
einen  Kreis,  sondern  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  B»»^ 
axen  a  und  b,  so  ändert  sich  die  in  (C)  ausgesprochene  RelfttioD 
nicht;    die  übrigen  gehen  aber  in  folgende  über: 

aH«//»  (A') 

a*b*JD  =  16^,  ^j^.  Dl  Dt  Dt,  C^ 

o«6«-ä/»=64^,«^a»  JJ^Di  D^D,,  ^'^ 

aH'D*=6iDi*Dt*Dt'JiJtJ,.  (^ 


i 
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Fflr  dte. Parabel  lasden  sich  sehr  leicht  die  entsprechendem 
Aosdrödce  finden.  Bezeichnet  man  mit  k  (t)  die  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  Abstände  zweier  Punkte  von  der  Axe  der  Parabel,  je» 
nacbdem  dieselben  anf  verschiedenen  oder  auf  derselben  Seite  der 
Axe  liegen,  so  hat  man,  nnter  p  den  Parameter  der  Parabel  ver- 
litaiiden : 

p»zfi  =  Wi,«/i/i/i;  (E") 

,,»/>»  =  /,«/a24n,il,A,.  (F") 


Velier  die  Bewesimiir  in  ^^t^  Hrttni' 
innngen  der  Eisenlbalineii. 

Von   dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Herr  Maior  Gl  und  er  hat  in  seiner  so  eben  erschienenen  in- 
teressanten kleinen  Schrift:  „Abhandlung  über  die  Bewe- 
gUBgshindernisse  in  den  Krümmungen  der  Eisenbah- 
oen''  (Hannover  bei  Hahn)  die  bei  diesem  Gegenstände  eintreten* 
<ieo  Beziehungen  mit  einer  Klarheit  und  Umsicht  entwickelt,  dass 
dieselbe  mit  Recht  allen  betreffenden  Technikern  zur  Kenntniss- 
nähme  empfohlen  werden  kann.  Wenn  wir  nun  dessen  ungeach- 
tet den  genannten  Gegenstand  hier  noch  einmal  einer  Betrachtung 
anter^erien,  so  haben  wir  dabei  mehr  einen  rein  mathematischen 
Zweck.  Der  Verfasser  jener  Schrill  hat  sich  nämlich  sogleich  von 
vom  herein  bei  seiner  mathematischen  Grundlegung  mehrfache 
AlHreicfanngen  vcm  der  mathematischen  Strenge  gestattet,  we|che> 
^eon  sie  auch  vielleicht  iiir  die  Ausübung  ohne  Belang  sein 
iBogeQ«   dennoch  bei  dem  Leser  doa  Gefühl  einer   Unsicherheit 
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^ 


266 

hervorbriDgeki,  fiir  Welche  keinerlei  Art  von  Hagsstab  ^[Agebeo 
wird.  Es  scheint  um  aber  vielmehr,  es  m^sse  jede  derart^;«»  m 
Problem  der  Praxis  behandelnde  Theorie,  so  lange  sie  sich  auf 
rein  mathemätisehiBnl  Boden  hält,  flb«'aH  mit  Tollkommener^taip 
eu  Werke  gehen  und  ihre  Endresultate  als  v5lfig  scharf,  oder 
wenigstens  mit  Angabe  der  Fehlergränzen ,  der  Praxis  überliefen. 
Dieser  mag  es  sodann  überlassen  bleiben,  sich  in  ihreo  Ausffilh 
rangen  menr  oder  weniger,  «o  weit  sie  es  für  gut  findet,  von  dem 
Ergebnisse  der  Theorie  zu  entlemen. 

Wir  werden  deshalb,  den  Entwickelnngsgang  der  genannten 
Schrift  verlassend,  den  Gegenstand  hier  unter  eine  neue  Auflat^- 
sung  zu  bringen  versuchen,  von  welcher  wir  hoffen,  dassweeben 
so  wenig  an  Einfachheit,  als  an  Strenge,  zu  wünschen  übrig  lasse. 

Cnsere  Betrachtung  wird  sich  auf  die  Bewegung  eines  einzi- 
gen RädeVpaares  beschränken,  welches  fest  auf  seiner  Achse  sitzt. 
Wir  nehmen  ferner  an,  die  Räder  seien  konisch  ^taltet,  sodass 
die  Erweiterungen  der  rollenden  Oberflächen  beider  Räder  eineo 
Doppelkegel  MPNQ  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  bilden,  welchen  mao 
sich  durch  Umdrehung  des  gleichschenkligen  Dreiecks  MQN^ 
seine  Basis  MN  als  Achse  entstanden  denken  kann.  Endßcb 
setzen  wir  die  Schienen  als  Cylinder  voraus,  welche  von  dem 
rollenden  Doppelkegel  in  A  und  ß  berührt  werden,  da  in  der 
Praxis  wenigstens  derjenige  Theil  der  gebräuchlichen  .Q^-Schie- 
nen,  welcher  mit  den  Rädern  in  Berührung  kommt,  cylindrisrli 
abgerundet  zu  sein  pflegt. 

Wir  stellen  dieser  AufttöiMng  sogleich  noch  eine  andere  zar 
Seite,  welche  sich  durch  die  Rechnung  bequemer  handhaben  Ifcst 
Statt  äes   glei€|si^k%nkr«pn   i^eieck^   M^Pf   (Tau  Vü.  ff*  1) 
denken  wir  uns  einen  Kreisbogen  MQlf  (Taf.  Vll.  Fig.  2.)>4^" 
sen  Mittelimnkt  Ift  &  li^,    lAn  seifte  iSebne  HfN  iah»  Achse  ge- 
dreht, una  den  also  entstandenen  Körper  als  rollend  auf  cylin^* 
sehen  Schienen,    die  er  in  A  ttnd  B  Iberührt.     Wir   stellen  hi« 
mithin  an  die  Praxis  die  F^rd^rung,    dass  die  Radkräm»  nicbt 
rein  konisch ,    sondern  auch  im  Sinne  der  Achse  gekrümmt  sdco, 
d.  h.  dass  man  sich  dieselben  nicht  sowohl   durch  Rotation  einer 
geraden  Linie  um  eine  andere,  als  vielmehr  durch  Rotation  eines 
Kneisbogens  um  seine  Sehne  entstanden  zu  denken  habe. 

Wie  wenig  löbrigens  dieser  letzte  Unterschi^^  bei  der  äMi'**'^ 
geringen  Breite  «der  Radkränze,  für  die  Praxis  von  Belang  irt: 
davon  kann  mafn  sich  durch  eine  leichte  Rechnung  vlberzeogeo. 
Es  sei  der  Abstand  JJ?=i:58  Zoll  Engl.  (s.  die  Glönderscbe  Alh 
handhmg)  und  diiö  Taügetofe  der  Neigung  der  konischen  Radkrioie, 
iv^che  man  sich  als  berührend  In  ^uira  B  2?u  denken  hat,  M^ 
die  Radachse  betrage  y^,  so  entspricht  dieser  bferÄlireoden  lij» 
ein  Kreisboffen  M^iN,  dessen  Ualbmei^er  .4iS>:Ä=ÄÄ^2fl6,W 
Z'dl  hält.  LÄe  Abweichung  dieses  KreisJbogens  ton  =öehier  T«o- 
^nte  a^iet,  In  d«r  Richtung  des  Halbmessers  gemessen,  beli^ 
Hit  1  ZoA  Entfernni^  vom  Berahrimgspnnirte  ^t\ü  "v^M^  0^ 
Linien,  eSne  6r5sse.  ideren  Votlrandetas^  bei  der  Art,  *^«^J"* 
Rfider  angeft^r^  ^ekieh,   sefiiteMch  iiO^  wird  twWIt^it  wwe» 


2«7 

kuoneD.  Diese  Abweichung  wird  aber  noch  klemer  dadurch,  dass 
man  den  Rädern  in  der  Regel  nar  einen  geringern  Spielraum  ala 
1  Zoll  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  verstattet;  sie  nimmt  nämlich 
im  quadrati^ben  Verhältnisse  dieses  Spielraums  ab.  Dazu  kommt, 
(lass  die  Abnutzung  der  Räder  nacn  einer  kurzen  Zeit  ihres 
(lebranchs  schon  viel  beträchtlicher  ist>  wovon  man  sich  sofort 
durch  den  blossen  Augenschein  öberzeugen  kann;  und  es  wird 
milbin  Dur  die  Bedürfnisse  der  Praxis  zuverlässig  keines  Untere 
schied  machen,  ob  wir  von  vom  berein  rein  konische  Räder  vor* 
aussetzen,  oder  Räder,  deren  rollende  Oberflächen  auch  im  Sinne 
der  Achse  eine  Krümmung  von  der  angegebenen  Stärke  besitzen. 

§.  2. 

Es  ist  Jetzt  ohne  Mühe  zu  übersehen,    dass  wenn  man  den 

Korper  MPNQ  fTaf.  VII.  Fig.  1.  und  2.)  so  in  ^  und  B  auf  die 

Schienen    le^t,   aass   seine  Achse  MN  eine  Neigung  gegen  den 

Horizont  besitzt,  ein  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  nicht  eintreten 

kttone.    Denn  es  sei  C  der  Schwerpunkt,  in  welchem  das  Gewicht 

des  Körpers   CG  =g   (die  Masse  =  1  gesetzt)    vertikal   abwärts 

wffkt,    so  erzeugen  sich  durch   den  Druck  auf  die  Unterlagen  m 

A  uod  B  zwei  Normal -Widerstände  in  den  Riebtungen  AD  und 

BDf  welche,  wie  auch  ihre  Grosse  sein  maff,  sich  zu  einer  Re- 

sukante  vereinigen  lassen,  die  durch  den  PuoKt  D  gebt.    Soll  nun 

Ulnchgev^'icht  bestehen,   so  muss  diese  Resultante  dem  Gewichte 

iX  ilas  Gleichgewicht  halten,  welches  nur  mögUch  ist,  wenn  der 

PtnAt  D   in  der  durch  den  Schwerpunkt   C  gezogenen  Vertikal- 

lintf  liegt ;    in  jedem  andern  Falle  wird  sich   statt  des  gesuchten 

6Iejc{ig6H ichts  ein  Kräftepaar  ergeben,  welches  den  Körper  durch 

f)rehung  um   eine  auf  der  Ebene   ABD  normale   Achse    in    die 

Gleichgewichtslage  zu  bringen  strebt. 

Von  der  Reibung  auf  den  Schienen  in  A  und  J9,  welche  den 
ntheoden  Korper  in  einer  andern  als  der  angegebenen  Gleichge- 
wicht^age  lestznhalten  im  Stande  sein  würde,  Kann  hier  völlig  ab- 
.i^esehen  uerden.  Denn  da  der  Körper  dazu  bestimmt  ist,  fortzu- 
rollen, so  wird  er,  von  jener  Reibung  nicht  gehindert,  rollend 
jederzeit  von  selbst  die  genannte  Gleichgewichtslage  annehmen. 

Nmi  liegt  allerdings  der  Schwerpunkt  eines  Eisenbahnfuhrwer- 
kes niemals  in  der  Mitte  C  der  Radachse,  sondern  oberhalb  der- 
selben in  irgend  einem  andern  Punkte  der  Linie  PQ,  und  es 
konnte  sich  demnach  treffen,  dass  dieser  Schwerpunkt  genau  mit 
flem  Punkte  D  /Taf.  VII.  Fig.  2.)  zusammenfiele.  In  diesem  Falle 
wfirde  Gleichgewicht  bestehen,  welche  Neigung  man  auch  der 
Achse  MN  geben  wollte.  Eis  könnte  ferner  der  Schwerpunkt 
iber  D  fallen,  wo  sodann  eine  vorhandene  Neigung  der  Radacbse 
h^  Bestreben  haben  w«irde,  sich  noch  zu  vergrossern.  Beide 
Itte  adber  wiU  man  in  der  Praxis,  wo  ein  stabiles  Gleichgewicht 
grfbdert  wird,  nicht  haben,  folg^h  ergiebt  sich  die  Regel: 

die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gering  zu 
wählen,  dass  der  Mittelpunkt  D  des  Bogens 
MQN  merklich  höher  Hegt,  als  der  Schwerpunkt 
des  Fuhrwerks. 

18» 
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So  hat  man  in  dem  oben  §.  1.  gegebenen  Beispiele  DH=i 
203  Zoll  =  16  Fuss  11  Zoll,  weiche  Grösse  sicher  in  allen  Fällen 
die  Höhe  des  Schwerpunkts  in  einem  Eisenbahnfuhrwerke  nm  e'm 
beträchtliches  übertrifft»  so  dass  mithin  die  Praxis,  so  wiesle 
von  de  Pambour  ausgeht,  schon  unwillkührlich  durch  den  tht 
eigenen  sicheren  Takt  das  Richtige  getroffen  hat. 

Allgemein  sei  die  grösste  Höhe,  welche  der  Schwerpunkt  eines 
Eisenbahnfuhrwerks  annehmen  kann,  von  der  unveränderliclien 
Horizontalen  AR  (Taf.  VII.  FIff.  2.)  aus  gerechnet  ==/i,  und  die 
halbe  Breite  der  Bahn  AH=^BM=^e,  so  muss  die  Tangente  der 
Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radachse  immer  geringer  sein 

als  der  Bruch  v;    oder  wenn  man  diesen  Neigungswinkel,  nelcber 

mit  dem  Winkel  ADE  =  BDE  übereinstimmt,  mit  b,  und  den 
Halbmesser  AD=:BD  mit  r  bezeichnet,  so  kann  man  die  obige 
Regel  auf  die  beiden  Bedmgungen  reduciren : 

tgf<|,  r>  V"^^TA2  (l) 

wo  die  Grössen  b  und  r  darch  die  Gleichung  r  8in£=e  an  eimo* 
der  gebunden  sind. 

In  Taf.  VII.  Pig.  1.  sind  die  genannten  Beziehungen  nicht  mit 
der  nämlichen  Evidenz  zu  erkennen ,  weil  hier  der  Punkt  D  sei- 
nen Ort  verändert;  indessen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  das« 
die  aufgestellte  Regel  auch  hier  das  Gleichgewicht  stets  zu  eioem 
stabilen  machen  wird,  während  eine  Ueberschreitung  dieser  R^^' 
dem  Eintreten  des  nicht  stabilen  Gleichgewichts  wmgsi&ut 
schon  sehr  nahe  führt.  , 

§.  3. 

Aus  den  bisherigen  Andeutungen  geht  sofort  hervor,  dass 
eine  geneigte  Lage  der  Achse  iüfiV  (Taf.  VII.  Fig.  1.  u.  2.)  etet» 
nur  dadurch  dauernd  hergestellt  werden  kann,  dass  zu  den  vor- 
handenen Kräften  noch  eine  neue  in  geeigneter  Weise  hinzutritt 
Es  sei  diese  Kraft  die  horizontal  wirkende  und  im  Schwerpunkte 
C  angebrachte  CF=f,  so  wird  jetzt  Gleichgewicht  vorbanden 
sein,  sobald  die  Resultante  aus  f  und  g  m  Ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  D  trifft,  d.  h.  sobald  man  hat 

^=  tg  CDE  (2) 

ff       ® 

wobei  jedoch  die  Beschränkung  zu  machen  ist,  dass  Winkel  CDh 
<  W.  ADE  bleiben  muss,  wenn  nicht  der  Körper  ans  seiner  ßahn 
gehoben  werden  soll.  —  Die  Frage  aber,  woher  diese  Kraft?  o^d 
wozu  überhaupt  eine  Neigung  <fer  Achse  gegen  den  Horfwnt. 
fährt  uns  nun  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer  Unter- 
suchung. 

Wenn  bei  geneigter  Lage  der  Achse  MN  der  Körper  MPNQ 
durch  die  Kraft  der  liocomotive  auf  den  Schienen  vorwärts  getne 
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bcn  wird,  so  koniinen  nur  Punkte  zweier  Kreisperipherien  fort- 
^väbrend  mit  den  Schienen  in  Berahning,  deren  Durchmesser  AA* 
und  BB'  sind.  Man  kann  zur  Erleichterung  der  Auflassung  diese 
beiden  Kreisperipherien  als  angehorig  einem  rollenden  Kegel  an- 
^hen,  dessen  Spitze  in  T  liegt  *). 

Ist  nun  die  Bahn  geradlinige  so  wird  allen  Punkten  der  Achse 
MN  die  nämliche  Linear-Geschvvindigkeit  ertheilt;  folglich  muss^ 
^enn  der  grossere  Kreis  AA'  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
nimmt ,  der  kleinere  Kreis  ßß^  einen  Theil  seines  Weges  gleitend 
oder  schleifend  zurücklegen;  oder  umgekehrt^  wenn  etwa  der  klei- 
nere Kreis  Bß  eine  rein  wälzende  Bewegung  besitzt,  so  wird 
der  grössere  Kreis  eine  rückwärts  gleitende  Bewegung  annehmen 
mossen.  indessen,  da  in  diesem  Falle,  wenn  man  von  zufalligen 
Einwirkungen  absieht,, das  Gleichgewicht  eine  horizontale  Stel- 
Iting  der  Achse  erfordert,  so  wird  der  fortrollende  Körper  sehr 
bald  von  selbst  diese  Lage  annehmen,  mithin  ein  Gleiten  des 
einen  oder  des  andern  Rades  und  folglich  auch  das  daraus  ent- 
stehende Bewegungshinderniss  nicht  weiter  stattfinden. 

Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  in  Bahnkrümmun^en. 

Hier  darf  nicht  mehr  jeder  Punkt  der  Achse  MN  die  nämliche 

linear  -  Geschwindigkeit  besitzen,   sondern  die  Geschwindigkeiten 

rersdiiedener  Punkte   derselben   müssen  sich  verhalten   wie  ihre 

horizontalen  Abstände  vom  Knimmungsmittelpunkte  der  Bahn,  und 

e«  wird   nicht  nur  bei  horizontaler  Lage'  der  Achse,    sondern  im 

Al^emeinen  auch  bei  einer  willkührlichen  Neigung  derselben,  das 

eü»  oder   das  andere  Rad  einen  Theil   seines   Weges   entweder 

vorwärts  oder  rückwärts  gleitend  zurücklegen  müssen,  folglich  ein 

Beweguagshindemiss  ei  nieten.    Nur  Eine  bestimmte  Neigung 

der  Aeb$e  giebt  es,  bei  welcher  beide  Räder  eine  rein  wälzende 

Bew^ng  annehmen.     Soll  dieser  Fall  nämlich  eintreten ^  so  müs- 

^n  die  Geschwindigkeiten  der  Mittelpunkte  der  Kreisperipherien 


*}  Dieser  rollende  Kegel  hat  einen  Reoententen  der  Ginn  der  sehen 
Abkaadlong  in  der  Eisenbahn  -  Zeitung  (Stnttgart.  1846.  12.  Juli) 
10  fo  «eltsatnen  Missdentnngen  geführt,  dass  wir  uns  nicht  enthalten 
körnen,  die  Leser  des  Archivs  auf  dieses  Curiosum  anfmerksam  su 
mtcbeii.  IMraas  nämlich ,  dass  (wie  sich  sogleich  zeigen  wird)  bei  Nei- 
ga»g  der  Achse  MiV  Schwere  und  Cen trif ugalkraf t  einander  auf- 
heben sollen,  schliesst  der  gelehrte  Recensent  weiter,  dass  ,,der  ganze 
Kegel  (.4^4')  zufolge  der  Schwerkraft  ein  Bestreben  haben  uinss,  sich 
ntch  der  Richtung  seiner  Achse  fortiobewegen ,  welches  Bestreben  dann 
such  in  wirkliches  Fortsein  eben  auf  horizontaler  Ebene  übergehen  rouss, 
tobald  die  Drehung  des  Kegels,  mithin  die  CentrifugaJ kraft,  wegfallt. 
Alfo  mus^  hieroaeh  jeder  Kegel,  wenn  seine  Achse  nur  die  erforderllchet 
Xeieong  hat,  zufolge  der  Schwerkraft  sofort  zu  rutschen  beginnen^  so- 
Um  maa  ihn  mit  der  Seite  auf  eine  horizontale  Ebene  legt!  Dieser 
tefpanie  S^tz  wärde  wahrlich  ein  Perpetnuro  mobile  der  einfachsten 
Itatar  iti5glich  machen ,  was  sich  ganz  besonders  zum  Ziehen  von  Lasten 
■nf  horizontalen  Wegen  eii^nen  durfte.  *'^ 

Dass  «ich  der  gctstreicnc  Recensent  (der  wohlweislich  seinen  Namen 
vcnchweigt)  noch  über  manches  andere  wundert,  was  die  Gl  und  er  «che 
Schrift  enthält,  wird  mau  nach  dieser  Probe  leicht  erfclftriich  finden, 
Bae  Kritik  erscheint  uns,  einem  so  groben  UnTorstande  gegenüber, 
all  T^nig  nberflussig. 
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AA*  uod  BB*  sich  rerhalten  wie  diese  Kreisperipherien  selbst, 
letztere  aber  verhalten  sich  wieder  wie  ihre  Abstände  von  der 
Spitze  r  des  schon  gedachten  Kegels;  folglich  muss  die  Ke»I- 
spitze  T  in  einerlei  v  ertikallinie  mit  dem  KrQmmungsmittelpiiwe 
der  Bahn  liegen,  oder  mit  andern  Worten,  es  miiss  die  Sache 
so  angesehen  werden  können,  als  ob  der  Kegel  ATA*  eine  rein 
wälzende  Bewegung  annimmt,  bei  welcher  seine  Spitze  yunver- 
rflckt  liegen  bleibt. 

Zur  Herstellung  der  für  diese  Verhältnisse  erforderlichen  Nei- 
gung der  Achse  MN  bietet  sich  nun  die  Centrifugalkraft 
dar.  Es  sei  demnach  jetzt  CF=:^f  die  Centrifugalkraft  des  Punk 
tes  Cy  seine  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  =v,  und  sein  Krfiüh 
roiineshaibmesser  Tü=  q,  so  hat  man  bekanntlich  (die  Masse 
des  Körpers  SfPNQ  wie  pben  =  1  setzend) 


V 


t 


wodurch  sich  die  obige  Gleichgewichtsbedingung  (2)  umwandelt  in 

9Q       ^ j  (3) 

Da  in  dieser  Gleichung  die  Grössen  ^  und  CDE  nicht  anab- 
hängig  von  einander  sind,  indem  mit  dem  Wachsen  der  einen  die 
andere  abnimmt^  so  giebt  es  mithin 

bei  jeder  gegebenen  Krümmung  der  Bahn  nor 
Eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  bei  we/cfter 
beide  Räder  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
nehmen. 

Jede  andere  Geschwindigkeit,  sie  sei  kleiner  oder  grösser  als 
die  genannte/  brin^  mithin  dasjenige  Bewegungshinderniss  her- 
vor, welches  aus  einem  theilweisen  Schleifen  des  einen  oder  des 
andern  Rades  entsteht;  und  zwar  übersieht  man  ohne  Mühe, 
dass  dieses  Bewegungshinderniss  desto  grösser  ansfaUen  wird, 
je  mehr  man  sich  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  von  jener 
Geschwindigkeit  entfernt. 

Für  die  Praxis  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  sp  eben  näher  be- 
zeichnete Geschwindigkeit,  welche  wir  zur  Abkürzung  die  Nor- 
mal-Geschwindigkeit nennen  wollen,  itlr  eine  gegebene  Bahn- 
krümmung  ermitteln   zu   können.      Wir  gelangen  dazu  durch  fol 

fende   Rechnungen,  bei    deren  Herleitung  wir  uns  auf  Taf.  VIl. 
*ig.  2.  beschränken. 

Es  sei  die  Neigung  der  Achse  MN  gegen  den  Horizont  oder 
der  Winkel  MTAz=:(p,  so  hat  man  in  Taf.  VIL  Fig.  2.  auch 
CDE=ip,  folglich^  aus  (3)  ' 
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odar,  (k  ^if^fp^siCV  ist: 

Hleraae  aber  erhalten  wir  leicht  eine  angenäherte  Bestimmiing  von 
V,  welche  fär  aUe  Verhältnisse,  die  die  Praxis  bietet,  toIIkobi^ 
uieo  aiureichend  sein  wird.  Der  Winkel  9  nämlich  muss  nach 
dem  Obigen  stets  merklich  kleiner  bleiben  als  ADE=::Sy  wenn  das 
Fahr\%'erk  nicht  in  Gefahr  gerathen  soll»  über  den  Berührungs- 
punkt A  hinweg  aus  der  Bann  geschleudert  zu  werden;  und  da 
mao  diesen  Winkel  £  nach  6.  2.  schon  möglichst  klein  zu  wählen 
hat,  so  wird  um  so  mehr  der  Winkel  tp  klein  bleiben  und  kaum 
jemals  die  Grosse  von  1  oder  2  Graden  übersteigen  dürfen.  Un- 
ter der  Toraussetzung  also,  ds^ss  man  mit  einer  hinreichend  ge- 
ringen Anzahl  von  J>ecimalstellen  rechnet»  machen  wir  jetzt  die 
Annahme,  der  Wifikel  q)  sei  so  klein»  dass  man  ohne  bemerkba- 
ren Einfloss 

sing>  =  tg^=9  und  cos  9=1 

fictzen  dürfe.  In  den  Anwendungen  hat  man  alsdann,  sobald  der 
Winkel  <p  gefunden  ist,  jedesmal  sofort  ein  Mittel  in  Händen,  um 
über  den  ä'ad  der  Genauigkeit  der  gefundenen  Resultate  zu  ur- 
Üiellen. 

Es  sei  nun  c  der  mittlere  Halbmesser  der  Räder»  d.  h. 
dieienige  Grosse,  in  welche  die  Halbmesser  der  Kreise  AA'  und 
BV  bei  Horizontalstellung  der  Achse  MN  übergehen;  und  es 
Ml  femer  die  Länge  CDz=p,   so  hat  man 

.    DH:=:p  C09  q>  +  CU=:p  +  c, 

folglich »  wegen  cos  <p=l: 

CV=zc, 
und  ans  (5) 

Diese  Gleich^ng  ^pbHesst  den  beachtenswerthen  Satz  in  sich: 

dass  für  di^  iq  der  Praxis  vorkommenden  Gren- 
zen die  Normal-Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Rilnder  eine  rein  wälzendeBewegung  an- 
nehme^, als  unabhängig  von  dem  Krtlmmungs- 
halbmesser»  und  mithin  für  die  ganze  Bahn  als 
constant  anzusehen  ist. 

Das  einzige  bestimmende  Element,  aus  welchem  die  Normal- 
Geschwindigkeit  gefunden  wird,  ist  demnach  der  mittlere  Rad- 
Ubmesser;  und  ßetzt  man  diesen,  wie  gewohnlich»  =l>i  Fuss 
Engl.,  während  gd:^39,2  Fuss  Engl,  ist,  so  erhält  man 

V  =  6,95  Fuss 

alfl  dieienig«  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  Bahn  ihrer  ganisen 
ErstrecKung   nach»    welche    Krümmungen  sie  auch  bilden   mag, 


272 

befahren  werden  kann,    ohne  dass  ein  Sehleifen  des  einan  odir 
des  andern  Radkranzes  auf  den  Schienen  eintreten  wird. 

Die  Grösse  der  Neigung  <p»  welche  der  so  eben  gefundenen 
Normal-Geschwindigkeit  entspricht,  bestimmt  man  nun  ohne  Mühe 
aus  der  jedesmaligen  Grosse  des  Kriimmungshalbraessers.  Die 
oben  gegebene  Gteichung  Qtg(p=CU  verwandelt  sich  nürnttdi 
jetzt,  nach  den  geschehenen  Voraussetzungen,  in 

pg)  =  c, 
woraus 


1 


ind  diese  Gleichung  zeigt,  dass  man,  mit  Beibehaltung  des  obi- 
geii  VVerthes  von  c^^seibst  noch  für  einen  RrOmmungshalbmeaser 
p  =  50  Fuss  einen  Werth  von  <p  erhält,  nSmIich 

9  =  0,03,  d.  i.  1  Grad  43  Min., 

fui:  welchen  man  cosa>=l  und  siBq>^tg(p=q>  setzen  darf,  ohne 
etilen  Fehler  zü.b^genen,  'der  die  Grosse  von  einer  halben  Eis* 
heit  der  dritten  Decimalstelje  erreicht;  eine  für  alle  Anwendm- 
gen  zureichende  Genauigkeit.  Noch  mehr  verringert  sich  offenbar 
dieser  Fehler  für  grössere  l^ummungshalbn^esser ;  so  z.  B*  fib* 
^==3Q0  Fuss  wurde  man^riur  hiaben 

g)?=:  0,005,  d.  I.  17  Min. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  ein  g'e gebener  Krömmungshaft- 
messer  sich  stets  auf  die  Mitte  H  aer  Bahn  zu  beziehen  ^eet, 
während  in  den  vorliegenden  Rechnungen  dieser  Krünununesfcaio- 
messer  stets  auf  den  Punkt  U  bezocjen  wurde ;  doch  ist  der  Ca- 
terschied  zwischen  den  Werthen  TU  und  TH,  nämlich  UB=zpff, 
welcher  höchstens  einige  Zoll  betragen  kann,  so  geringe  dass  er 
im  Vergleich  mit  dem  ganzen  Krümmungshalbmesser  ohne  bemerk- 
baren Einfluss  vernachlässigt  werden  darf. 

Schliesslich  bleibt  uns  noch  eine  Grösse  zu  bestimm^i,  die 
für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  die  Grösse  derjenigen 
Verschiebung,  welche  der  Körper  JUPNQ  auf  den  Schienen  zu 
erleiden  hat,  wenn  die  Achse  aus  der  horizontalen  in  die  so  eben 
festgestellte  geneigte  Lage  übergehen  soll.  Diese  Verschiebune 
wird  nämlich  unmittelbar  durch  den  Bogen  QE  ausgedrückt,  uira 
setzen  wir  denselben  —m,  so  erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung« 
daiss  4er  Halbmesser  ^Z^rscJ^Drzr  bekannt  sei, 

m  =  rqp  =  r .  —  (8) 

Nun  ist  es  für  die  Praxis  von  Belang ,  dasa  diese  Verschiebaog 
möglichst  gering  ausfalle,  weil  davon  die  nöthige  Breite  der  Räder 
abhängt.  Da  dieselbe  sich  nun  hier  als  abhängig  von  dem  Halb- 
messer r  zeigt,  dieser  aber  wieder,  bei  gegebener  Bahnbreite, 
dji^ch  den  Nciigungswinkel  £  der  Radkränze  jRCgJ^  ^«  Radachst 
bringt  wird,  ^o  ergiebt  sich  die  praktische  Foraerong: 
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die  Neigung  der  Radkr&nze  stets  so  gross. zu 
wählen,  dass  die  Verschiebung  m  der  Räder  auf 
den  Schienen  eine  gewisse  gegebene  Grösse 
nicht  übersteigt 

Diese  Fordemne  tritt  mithin  als  Ergänzung  zu  der  im  5.  2. 
aafgestellten  Regel  hinzu,  und  beide  zusammen  genommen  schlies- 
sen  erst  die  Neigung  der  Radkränze  in  zwei  Gränzen  ein,  deren 
Domerische  Wertbe  zu  bestimmen  indessen  der  Praxis  überlassen 
bleiben  mass. 

Um  ein  erläuterndes  Beispiel  hinzuzufücen,  so  haben  Wir  oben 
witer  der  Annahme  tgc=r  gefunden  r= 205,06  Zoll,  und  daraus 
ergiebt  sich  fiir  einen  Krünunungshaibmesser  o  =  300  Fuss  beim 
Eintritt  der  Normal-Geschwindigkeit  eine  Verschiebung 

m  =  1,0253  ZoU. 

Betrachtet  man  diese  Verschiebung,  die  nur  um  ein  Geringes  die 
Grosse  ron  1  Zoll  übertrifft,  als  die  äusserste,  welche  man  einem 
Rade  von  der  üblichen  Breite  von  3  Zoll  noch  auferlegen  darf,  so 
folgt,  dass  für  Radkränze  von  ^i  Neigung  der  Krümmungshalbmes- 
ser von  300  Fuss  eine  Gränze  abgiebt ,  unter  welche  man  bei  An- 
legung einer  Eisenbahn  nicht   hinabgehen  darf.      Wenn  es   aber 
«rbubt  ist,  die  Neigung  der  Radkränze  grosser  anzunehmen ,  als 
sie  darcb  die  Gleichung  tg£  =  |  bestimmt  wird,    ohne  dass  man 
zu  befurchten  hat,  dass  der  Mittelpunkt  D  des  Bogens  MQN  der 
hScbsten  möglichen  Lage  des  Schwerpunkts  in  einem  Eisenbahn- 
fttltmerke  zu  nahe  rückt  oder  gar  darunter  föllt,  so  werden  unter 
Vorenssetzung  derselben  äussersten  Verschiebung  auch  noch  gerin- 
gere Krümmungshalbmesser  für  die  Bahn  zulässig  sein. 

Al%emein  findet  man  als  die  äusserste  zulässige 
Grinze  für  die  Grosse  des  Krümmungshalbmessers 
BOB  der  Gleichung  (8) 

isdem  man  hierin  für  m  und  t  gleichfalls  ihre  äussersten  züläs^- 
gen  Werthe  setzt. 

6.  5.  > 

Die  bisher  entwickelten  Gesetze  enthalten  insofern  noch  keine 
den  Forderungen  der  Praxis  vollkommen  genügende  Theorie,  als 
die  oben  gefundene  Normal-Geschwindigkeit  i;=:6,95  Fuss,  welche 
sich  mK  durch  Ver^rösserung  der  RadhOhe  noch  etwas  erhöbei) 
lisKt,  bei  weitem  nicht  dieienige  Geschwindigkeit  erreicht,  mit. 
welcher,  durchschnittlich  die  Eisenbahnen  pflegen  befahren  zu  wer- 
den. Diese  Geschwindigkeit  beträgt  nämlich  oei  voller  Kraft  der 
Maschine  30  Fuss  und  aarüber,  und  vermindert  sich  nur  in  der 
Nähe  der  HaltsteUen;  es  wird  demnach  in  der  Wirklichkeit  im 
AUgemeuien  nicht  vermieden  werden  können,  dass  dasjenige  Be- 
wegMgshindemiss ,  welches  aus  einem  theilweisen  Schleifen  des 
meii  oder  des  andern  Rades  auf  seinen  Schienen  entspringt,  in 
betriehtiieher  Grosse  sich  einstelle,  worüber  weitere  Rechnung  zu 
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fUmn  wir  uns  hier  vetsagen  walttn,  Indem  wir  auf  die  Gl  an- 
der sehe  Abhandhing  verweisen. 

Zugleich  aber  zeigt  sieh  noch  ein  zweiter  Vebelstaad.  Jener 
in  der  Wirklichkeit  vorhandenen  grussem  Geschwindigkeit  ent- 
spricht nämlich  auch  eine  stärkere  Neigune  der  Radachse  gegen 
den  Horizont,  und  folglich  auch  eine  stärkere  Verschiebung  der 
Räder  auf  den  Schienen,  welche  Verschiebung  aber,  bei  einem 
nach  den  bisheri^n  Gesetzen  construirten  Fuhrwerke^  keinesw^ 
in  allen  Fällen  sich  noch  wird  ausfuhren  lassen.  Ans  (3)  erhalt 
maa  nämlich^  indem  man  wie  bisher  tgC£)£=tg9  =  9  setzt« 

99 

und  da  wir  jetzt  nicht  mehr  die  Annahme  machen,  es  sei  v  iden- 
tisch mit  der  oben  sogenannten  Normalgeschwindigkeit,  so  (Sät 
9jach  nicht  mehr  die  Kegelspitse  T  in  einerlei  Vectikairmie  mit 
dem  Krumrouogsmitteipunlite  der  Bahn,  man  darf  nicht  mehr  TV 
mit  dem  Krümntiungsbalbmesser  der  Bahn  verwechsdoi,  d.  h,  ^ 
=c  setzen,  sondern  die  Gleichung  (8)  zur  Bestimmung  derGrO^M 
Q£=m  der  Verschiebung  dtf  Kader  auf  den  Schienen  nimmt 
jetzt  die  C^stalt  an: 

in  S3  ro)  =  — ,  (10) 

woraus  man  sodann  umgekehrt  als  die  äusserste  zulässige 
Gränze  für  die  GrCctse  des  Krümmungshalbmessers 
statt  (9)  erhält 

mff 

wenn  man  hierin  für  m,  r  und  v  gleichfalls  ihre  äussersten  znKs- 
sigen  VVerthe  setzt. 

Es  sei  zum  Beispiel  die  äusserste  zulässige  Verschiebung 
111==  1  Zoll,  femer  t;=30  Fuss,  so  erhält  man  mit  Beibehaltung 
der  übrigen  Zahlen,  so  wie  sie  eben  benutzt  wurden, 

^  =  5731  Fuss 

als  denjenigen  Werth  des  Krümmungshalbmessers,  unter  welchen 
hinab  bei  der  Anlage  der  Eisenbahn  nicht  gegangen  werden  darf 
Diese  Gränze  lässt  sich  allerdings  noch  dadurch  etwas  hinab- 
drücken,  dass  man  die  Neigung  der  Radkränze  yergrOssert  (wo- 
durch r  kleiner  wird);  aber  sie  wird  sofort  wieder  zunehmen, 
sobald  die  Bahn  mit  noch  grossem  Geschwindigkeiten  alsSOFoss 
befahren  werden  soll,  so  dass  wir  nicht  zu  weit  gehen  werden» 
wenn  wir  in  runder  Zahl  6000  Fuss  als  niedrigste  Gränze  fOr  die 
Grösse  des  Krümmungshalbmessers  unter  den  hier  vorausgesetz- 
ten Verhältnissen  annehmen. 

Beide  Uebelstände  zusammengenommen,  nämlich: 

1)  dass  man  es  bei  den  üblichen  bedeutenden  Geachwin^* 
keiten  niemals  iii  seiner  Gewalt  hat»  in  den  Bahnbrüm« 
mungeo  eine  rein  wälzende  Bewegui^  beider  RSder  be^ 
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zustellen  y  soDdern  immer  durch  theilweises  Schleifea  des 
einen  oder  andern  Rades  ein  mehr  oder  weniger  bedeu- 
tendes Bewegungshfndemiss  eintritt;    so  wie 

2)   dass  selbst  bei  Zulassung  dieses  Bewegungshindemisses 

dennoch  wegen  der  bedeutenden  Verschiebung >    welche 

die  Räder  auf  den  Schienen  erfordern  würden ,   stärkere 

*  Bahnkrummungen  als  solche  mit  6000  Fuss  Halbmesser 

gar  nicht  zugelassen  werden  dürfen; 

haben  es  von  grot^ser  Wichtigkeit  erscheinen  lassen,  eine  Anord- 
nung zu  erdenken,  bei  welcher  diese  Uebelstände  entweder  ganz 
oder  wenigstens  theilweise  wegfallen.  Diese  Anordnung  besteht 
aber  in  der  Erhöhung,  der  äussern  Schienenreihe,  und  es 
bleibt  uns  mithin  jetzt  noch  zu  untersuchen  Abrig,  wie  bei  dieser 
Ab&odterung  in  den  bisherigen  Voraussetzungen  die  Bewegung  in 
den  Bahnkrummungen  sich  gestaltet. 

§.  6. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  es  sei  die  Linie  AB^   welche  die 
Berfibrungspunkte  zwischen  Räder  und  Schienen  mit  einander  ver- 
bindet, nicht  mehr  horizontal  wie  in  Taf.  VII.  Fig.  2.,  sondern  um 
den  WinVeX  ATK=(o,  Taf.  VII.  Tig.  3  ,  eegen  den  Horizont  geneigt ; 
alsdann  wird  die  Neigung  der  Achse  JfiV  gegen  den  Horizont  gemes- 
sen durch  den  Winkel  MTK=fp^fo,  indem  MTAz=:w  wie  früher 
fcnjenigen   Winkel  bezeichnet,    welchen  die  Achse  mN  mit  der 
Limc  ^i^  einschliesst.    Die  Richtung  der  Schwere  CG  steht  jetzt 
rechtwinklig  auf  TK,  und  demnach  verwandelt  sich  die  Gleicnge- 
trichtAedingung  (3)  jetzt  in 

99       ^  j  (12) 

=  tg(9+ß>)  ) 

so  dass  wir  statt  (4)  erhalten 

v=zVffQig(q>  +  a,)  (13) 

und  nehmen  wir  jetzt  an,  es  Hege  die  Kegelspitze  T  in  einerlei 
Vertikallinie  mit  dem  Krümmungsmittelpunl^te  der  Bahn ,  so  wie  es 
tnr  Erlangung  einer  rein  wälzenden  Bewegung  beider  Räder  noth- 
wendig  ist,  so  ist  mithin  TV=^q  der  Krümmungshalbmesser  fSr 
den  Punkt  C,  folglich  Qts(<p  -|-  co)=CF,  8o  dass  statt  (5)  der 
Ausdruck  ffir  die  Normal-Geschwindigkeit  wird: 

v=:VgUV.    '  (14) 

Hieraus  lässt  sich  wiederum  eine  angenäherte,  aber  fSr  die 
Praxis  vOHIg  genQgende  Formel  herstellen,  wenn  man  der  obigen 
Annahnie  gemäss  nicht  nur  den  Winkel  9>,  sondern  auch  den 
Winkel  «>  so  klein  voraussetzt,  dass  man  ohne  bemerkbaren  Fehler 

sin  9  ^tg  9  =  9)  und  cos  9=1, 
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sin(ia  =  tga)=:oi  und  cosc9  =  l 

setzen  könne.  Alsdann  nämlich  wird ,  indem  man  gleichseitig  wie- 
der den  mittleren  Hadhalbmesser  c  einliihrt, 

80  dass  wir  statt  der  Gleichung  (6)  jetzt  die  folgende  erhalten: 

Hier  zeigt  sieh  nun,  dass  die  Normal^Geschwiodigkeit  nicht  mehr 
als  unabhängig  vom  Krümmungshalbmesser  angesehen 
werden  darf,  sobald  man  der  äussern  Schiene  eine  ErhShimg 
über  die  innere  Schiene  giebt,  sondern  dass  sie  zugleich  mit  die- 
ser Erhöhung  und  dem  Krümmungshalbmesser  wäcluit  Mao  kann 
hier  mithin  erreichen  —  was  bei  der  frühern  Anordnung  nicht 
moelich  war  —  dass  die  Normal  -  Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Räder  eine  r^in  wälzende  Bewegung  annehmen,  jeden  be- 
liebigen Werth  erhält,  wenn  man  nur  g  und  a  angemessen  fest- 
stellt; und  wenn  (wie  der  Fall  in  der  Praxis  vorzuliegen  pflegt) 
diejenige  Geschwindigkeit  v  bekannt  ist,  mit  welcher  eine  Bahn- 
krümmung vom  Halbmesser  g  befahren  werden  soll ,  so  kann  mafi 
dieselbe  zur  Normal -Geschwindigkeit  in  dem  hier  gebrauchteo 
Sinne  des  Worts  machen,  indem  man  nach  (15) 

09  = (I^ 

ffQ      Q  ^ 

annimmt.  Diese  Grosse  kann  man  sodann  weiter  benutzen,  um 
die  lineare  Erhöhung  des  Punktes  A  über  B,  oder  die  Differeoz 
AK — ßL:=d  zu  bestimmen,  wenn  die  Breite  der  Bahn  AB=if 
bekannt  ist;    nämlich 

8  =  2ea>,  (17) 

,  Soll  z.  B.  die  Normal-Geschwindigkeit  in  einer  Bahnkrümmun^ 
von  300  Fuss  Halbmesser  30  Fuss  betragen,  so  hat  man,  mit  Bei- 
behaltung der  übrigen  Werthe  von  oben, 

p  =  0,088,  d.  i.  5  Grad  2  Min. 
und  daraus 

d=r5,10  Zoll. 

> 
Der  Winkel  co  ist  hier  so  gross  ausgefallen,  dass  die  Ueberein- 

Stimmung  von  sinco  und  tgco  mit  q>  selbst,  und  von  cos  q>  mit  der 

Einheit,    nur  noch    bis  am   weniger  als  eine  halbe  Einheit   dei 

zweiten  Decimalstelle  verbürgt  werden  kann;    welche  G^iaaiü^keit 

indessen  (lir  die  Anwendungen  noch  immer  vollkommen  ausreic^eflri 

sein  würde,    wenn  so  grosse  Erhöhungen  überhaupt  noch  in  der 

Praxis  vorkommen  könnten,   worüber  §•  7.  das  Weitere  enthalten 

wird. 
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Zugleich  aber  übersieht  man  noch  aus  den  gegebenen  For- 
meln, dass  wenn  alles  übrige  ungeändert  bleibt,  a  sowie  ö  im 
umgekehrten  Verbältnisse  des  Krümmungshalbmessers  sich  ändern 
milssen;  mithin  z.  B.  Cur  eine  Krümmung  von  600  Fuss  Halb^ 
messer 

01  =  0,044,      d  =  2,55  Zoll, 

für  eine  Krümmung  von  900  Fuss  Halbmesser 

(0=0,029,     «=1,70  Zoll, 
■•  fl.  f. 

Was  die  GrOsse  der  Verschiebung  der  Räder  auf  ihren  Schie- 
nen betrifft,  so  wird  dieselbe  auch  hier  durch  den  Bogen  QE=:m 
gemessen,  und  man  hat  wie  oben 

m  =  np» 
Für  den  Winkel  gt  aber  erhält  man  ans  (12) 


Qod  wenn  hier  v  diejenige  Normal-Geschwindigkeit  bedeutet,    fär 
weiche  die  Krümmung 
&  Zuziehung  von  (lo) 


weiche  die  Krümmung  gebauet >    d.  h.  <o  bestimmt  ist,    so  giebt 
-  (16) 


*vie  10  (7),  und  daraus 


c 


Tn  =  Tq>=ir.—, 


wie  in  (8).  Es  gelten  mithin  wieder  genau  alle  diejenigen  Folge- 
rangen,  welche  sich  oben  im  §.  4.  an  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 
aneeknüpft  haben,  und  demnach  leistet  die  Erhöhung  der  äussern 
Scnienenreihe  allen  den  Anforderungen  Genüge,  welche  man  an 
die  Bewegunp;en  in  Bahnkrümmungen  stellen  kann.  Denn  nicht 
Bor  ist  man  jetzt  im  Stande,  fBr  jede  gegebene  Geschwindigkeit 
eine  Bahn  herzustellen ,  in  welcher  durchgängig  eine  rein  wälzende 
Bewegung  beider  Räder  stattfindet,  sondern  es  gilt  auch  nicht 
mehr  jener  Halbmesser  von  6(X)0  Fuss  als  Gränze,  welche  von 
der  Sj'ünmiung  der  einzelnen  Bahnstrecken  nicht  überschritten 
werden  darf.  Im  Gegenthell  findet  man  hier  wieder  als  die  äus- 
serste  zulässige  Gränze  für  die  GrOsse  des  Krümmungs- 
halbmessers aus  (8)  den  Werth 

T 

^      m 

wie  In  (9),  wenn  man  hierin  für  m  und  r  gleichfalls  ihre  äusser- 
•ten  zulässigen  Werthe  setzt;  also  unter  den  oben  gemachten 
Voraussetzungen  ^=300  Fuss« 
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§.  7. 

WeoD  eine  Babokrümmuiigy  in  welcher  die  äussere  Schieneo- 
reibe  eine  angemessene  Erhöhung  gegen  die  innere  erhalten  hat, 
nicht  mit  derjenigen  Normal -Geschwindigkeit  befahren  wird,  fär 
welche  sie  gebaut,  d.  h.  der.Werth  von  09  festgestellt  ist,  —  ein 
Fall,  der  in  der  Praxis  offenbar  nicht  vermieden  werden  kann,  — 
80  treten  hier  wieder  Betrachtungen  in  Kraft,  ähnlich  denjenigen, 
welche  den  Gegenstand  des  §.  5.  ausmachen.  In  diesem  Falle 
werden  nämlich  nicht  mehr  beide  Räder  eine  rein  wälzende  Be- 
wegung annehmen,  sondern  es  wird  durch  das  Schleifen  de$  einen 
oder  des  andern  Rades  auf  seinen  Schienen  das  mehrerwähnte 
Bewegungshinderniss  sich  einstellen,  welches  wir,  wie  8cb«n  ge- 
sagt, liier  nicht  weiter  der  Rechnung  imtervi  erfen«  Zugleich  mrd 
aber  auch  die  Verschiebung  der  Räder  auf  den  Schienen^  m,  eine 
andere  werden ,  da  der  Neigungswinkel  tp  sich  '  ändert ;  und  nen- 
nen wir  demnach  v  diejenige  von  der  Normalgeschwindigkeit  \&- 
schiedene  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Bahn  befahren  wer- 
den soll,  so  haben  wir  mit  Zuziehung  der  GLeichnng  (1^) 


='^='•(7,-")  (»«) 


m 

ffQ 


aiß  die  GrOsse  der  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  t;  entsprechen- 
den Verschiebung.  IHeae  Grosse  fallt  mit  (8)  zusammen,  vrm 
man  für  v   die  Normal  -  Geschwindigkeit  an   die  Stelle  setct;  sie 

wird  Null,  wenn  v  den  Werth  v  =  V^ow  hat,  in  welchem  Falle 
die  Achse  MN  parallel  zu  der  Basis  AJ^  liegt ;  und  endlich  kanu 
sie  auch  negativ  werden,  und  kommt  demWerthe  m= — rw  desto 
näher,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  sich  de«  Werthe  Null  »Shtiii 
in  welcnem  letztem  Falle  die  Achse  MN  horizontal  liegt  Alle« 
dieses  erhellet  auch  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Natur 
der  Sache. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  die  oben  vorausgesetzte  Bahn- 
kri$nHDiwg  von  3i)0  Fm^  Halbmesser,  welche  für  eine  Norai^ 
Geschwindigkeit  vön  30  Fuss  eine  Neigung  €9  =  0^988  h^süiea 
muss,  seile  mit  einer  Ci^sdiwindigkeit  von  32  Fuss  befahren  wer- 
den» ßo  «erg&ebt  sich  aus  (19)  die  zugehörig«  Verdchiebung 


t . 


TU  — 3,7  Zoll, 


dessgleichen  wenn  dieselbe  mit  einer  Geschwindigkeit  von  28  Fuse 
ibefabren  werden  soU,  so  erhält  man  die  Verschiebung 

m=:— 1,4  ZoJI, 

wläirend  fSir  die  Normal- Geschwindigkeit  von  30  Fuss  die  Ver- 
schiebung beträgt 

m  =  1,0  Zoll 

Die,    wie  dieses  Beispiel  zeigt,    so  beträchtlich  ausfallenden 
'*^naeft  m  der  Grosse  der  Verschiebung  bei  einer  so  geringen 


AWckhung  von  db  2  Fuss  von  der  Nonnal-Gesehwindidceit,  welche 
die  ursprünglich  festgestellte  Gränze  von  mz=z±l  ZM  weit  fffoer 
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scfareitea,  maefaen  liietawfti  ScUii«!  oocfa  ein»  eigene  Uotereuciiung 
iiOtbu<9  uB  ihre  Ursadien  aufsusuchen,  ond  daraus  fär  die  Praxis 
Regeln  zur  Vermeidunff  derselben  herzuleiten. 

Es  seien  zu  dem  Ende  v  und  v*  irgend  zwei  Geschwindigkei- 
ten and  resp.  i»  und  m*  die  ihnen  ent8|)^echenden  Verschiebungen, 
so  folgt  aus  (19) 

v* — v'^ 
m — m'zrr. , 

und  iSsst  man  hierin  v'  die  Normal -Geschwipdiglceit  bedeu- 
ten, wodurch  m'  den  Werth    , 

anoimnt/se  cnrhält  man 

welche  Gleichung  sofort  erkennen  iSsst,  wie  die  in  jedem  beson- 
dern Falle  gegebenen  Data  auf  die  GrOsse  von  m  von  Einfluss 
sind.  Bezeichnet  nämlich  v  die  äussefste  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  der  Normal-Geschwindigkeit  v'  entsprechende  Bahn- 
krChnroung  noch  befahren  werdexi^oH,  »o  wird  die  ihr  zugehörige 
Terschiebung  m  desto  kleiner  ausfallen,  je  kleiner  r,  d.  h.  je 
{[tSsser  die  Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radachse  ist,  und 
je  erOsser  p  angenommen  wird.  Es  zeigt  sich  hier  mithin  aber- 
maU  die  Noth wendigkeit,  die  Nei^ng  der  Radkränze  so  gross 
wie  mSglich  zu  wählen,  wodurch  der  im  6.  2.  gegebenen  Kegel 
eine  Gränze  gestellt  wird.  Ist  aber  die  Neigung  der  Radkränze 
eto  fSr  alle  Mal  auf  ein  Aeusserstes  festgestellt,  so  bleibt  nur 
der  Krümmungshalbmesser  «ook  tias  vinzige  veränderliche  Ele- 
ment, und  man  erhält  mtthin,  sobald  durch  die  Breite  der  Räder 
eine  äusserst^  zulässige .  Grösse  der  Verschiebung  vorgeschrieben 
M^  Jctit'alk  die  lu^serstf;  zulässige  GM^^ft  fir  Üi« 
Grosse  <d«s  KrdmvaiMigshalbmessers  aus  (20)  den  WerUi 


=K^--)        ^ 


wenn  man  hierin  fOr  m,  r  und  v  gleichfalls  ihre  äussersten  zuläs- 
sigen VVerthe  an  die  Stelle  setzt. 

Da  es  für  u.zwei  äusserste  Wertkt  g^ebt»  nämlich  einen 
SrSssten  und  einen  kleinsten,  so  bat  man  die  Rechnung  doppelt 
zu  fahren  und  von  den  gefundenen  beiden  Krümmungshalbmessern 
den  grossem  beizubehalten.  Im  allgemeinen  wird  v'  das  arithme- 
tiscbe  Mittel  aus  jenen  beiden  äussersten  Geschwindigkeiten  sein, 
i«  welchem  KaHe  man  nur  filr  die  grrisste  Geschwindigkeit  die 
Hecbnung  durchzuführen  braucht;  doch  ist  jenes  nicht  ttoMiwen* 
^g,  sondern  vielmehr  ist  es  der  Praxis  angemessener,  die  am 
otnfigsten  vorkommende  GeschwindigTieit  als  Normal -Ge- 
schwindigkeit dem  Bau  der  BahnkrÜmmunge'n  zum  Grunde  zu  leg|^ 

S0  Mien  zum  Beispiel  wie  oben  die  änssersten  Gesohwiadig- 
Keiten,  mit  welcher  eine  fOr  die  Normal -Geschwindigkeit  t/aa:« 
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* 

Fuss  einzurichtende  Baluistrecbe  noch  befaliscn  werden  soll,  die 
von  32  und  28  Fuss,  und  al»  änsserste  Grösse  der  Verschiebm; 
werde  m=4zl  Zoll  festgestellt ,  so  hat  man 

,,         205,06  /32a— 30«      _    x 

1)  P  =-:pjr  (^     32^2      +  I,5J  =  1097  Fuss, 

^,         205,06  /28«-302  ^  ,  ^\      ,^,  ^ 

2)  ^ = -rinr  (^■~32;2~"  +  *' V "^       ^*' 

und  es  dürfen  demnach  auf  der  genannten  Bahnstrecke  Krüm- 
mungshalbmesser uhter  1100  Fuss  nicht  zugelassen 
werden 9  wenn  nicht  Gefahr  entstehen  soll»  dass  der  Wagenzag 
die  Schienen  verlässt.    Und  so  in  ähnlichen  Fällen. 

Aus  diesem  Grunde  werden  also  auch  sowohl  die  der  Nor 
mal -Geschwindigkeit  entsprechende  Verschiebung,  als  auch  die 
Erhöhung  der  äussern  Schienenreihe  gegen  die  innere,  in  der 
Praxis  weit  geringer  ausfallen ,  als  'sie  ooen  im  j.  6.  beispiels- 
weise berechnet  wurden. 


f'  . 


In  ein  tr^ebenes  Dreieck  ein  älmliches 
zu  zeichnen,  dessen  Selten  mit  den 
homologren  des  ersteigen  einen  g^eg^elbe- 

nen  IFInkel  <p  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  H.  Hoffmann, 

Lehrer  am  Gjr<Dii8«iiim  zu  Daml^. 
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Diese  Aufgabe  bietet  zwei  wesentlich  von  einander  verschie- 
dene Fälle  dar;    wenn  nämlich 

I.    jede  Ecke  des  einbeschriebenen  Dreiecks  in  der  Gegen- 
seite des  gleichen  Winkels  liegt  5  und  wenn 

IL   jede  Ecke  des  eiobeschriebenen  Dreiecks  in  der  Gegen- 
seite öines  ungleichen  Winkels  liegt.  ^ 


I.    E'T  s  t  e  r    F  a  VI.     * 
1)    Geometrische  Aunosung.- 

5  1 

Gegeben  ist  das  Dreieck  ABC  (Taf.  VUI.  Fig.  1.  u.  2.).  Man 
suche  den  Mittelpunkt,  O,  des  umbeschriebenen  Kreises  mittels 
der  drei  Perpendikel  OD,  OE,  OF  in  d^r  Mitte  der  Dreiecks- 
selten;  trage  an  diese  Perpendikel  io  O  den  gegebenen  Winkel 
immer  nach  derselben  Seite  an,  so  dass 

j!^DOa^^EOb=it^FOe=ip 

und  verbinde   die  Schnittpunkte  a,   h,  c  mit  einander;    dann  Ist 
\ttbc  das  verlangte  Dreieck. 

Der  Beweis  zer&l|t  iri  zwei  Theile: 

1)    ^abcoo/^ABC. 
Da  ^0bE=^0öF=^0aD,  so  sind  die  Vierecke 

QbAc,  Ocßa,  OaCh 
Kreisvierecke ;    zieht  man  daher  hoch  O^,  OB,  OC  und  bed6ntf. 


^OAE=^OCE,  ^OBF=z^OÄF,  j;:.QCD=^OJBiD; 


r- 


»0  hat  man : 

^ OAC—j^Oab,  ^  OBA ^^^jCObn^  ^OCB=^ Oca, 
^OAB^j^Oac,  ^OBC^^Oba,  ^OCA=^Ocb.      , 

Addirt  man  die  unter  einander  stehenden  Gleichungen,  so  erhält 

man:  •    • 

^CAB=j:::cab,  ^ABC=^abc,  j^BCA=^bcai 

d,  h.  i^AJSCc<i£^abc. 

2)    Die  Neigung  der  homologen  Selten  Ist  =9  oder 

^(ÄC,6c)=^(C^,€a)=^(ilÄ,a6)=9. 

Aus  den  eben  benutzten  sechs  Gleichungen  fo|ft  a^cb,;  . 

^Oab=^j^Ocb,  ^Obc^^Oqc,  4^0ca=z^Oba. 

abreibt  man  diese  Gleichqpgen  noch  folgendermassen  d^^nter: 

^  Ö*fl=^  Oca,  ^  Ocb=^  Oab,  ^ Oac—4.  Öbci 
j^Obc—^OüCy  ^iM^a^jLObu,^Oab^^Ocb\ 

ond  addirt  die  unter  einander  stehenden,  so  hai  man: . 
Thell  IX.  la 
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^Oca  +  j^cab=^abc  +  ^Ocb=iR. 

Daher  ist  O  fär  das  Dreieck  abc  der  Höhenpunkt,  folglich: 

Oa±bc,  OD±BQ^ 

Ob±cas    aber  aach:     OExCA, 
Ocxab;  OFxAB; 

da  nun  nach  der  Gon^truction 

^DOa=^EObz:z^FOc::=^<p, 

so  ist  auch: 

^  (i?G  bc)  =Z  (CA,  ca)  =  2i  (^1?,  ^)  =  9. 

fi-  2. 

Trägt  man  den  Winkel  m  nach  der  einen  Seite  (wie  in  Taf.  VID. 
Fig.  1.)  oder  nach  der  andern  Seite  (wie  in  Taf.  VIIL  Fig.2.)  auf  die  an- 
f^gebeae  Art  an ,  so  erhält  man  das  Dreieck  abc  oder  das  Dreied 
a^Fc\  Von  diesen  beiden  Losungen  ist  zu  bemerken,  dass  sie 
congruente  Dreiecke  liefern ;    denn  aus  den  congruenten  Dreiecke» 

A  ObE^  A  O'i'fT,  A  OcF^  A  O'c'F',  A  Ool>Ö2  A  OV/y 

folgt: 

0»±3O'4',  0e=O'e',  Oa^&a!', 

aber  es'  ist  auch : 

^Ä0c=^6'0V,  ZcOa=^c'0'a',  jLaOb=jLa'&V\ 

folglich : . 

bcz=ib'c\  cu=zc'a\  abz=.a'b'\ 

d.  h.  C^abc^^a'b'c'. 

§.  a. 

Voii^  d^  Ktreisviereeken 

ObAc,  OcBa,  OaCb 

M  zu  Mierken »  dass  die  Radien  der  umbeschriebenen  Kreise  gidcb 
sind,  da  nach  einem  bekannten  Satze  die  Radien  der  Kreis^ 
welche  mn  durch  zwei  Ecken  und  den  Hohenpimkt  legti  gl^<!° 
dem  Radius  des  timbescbriebenen  Kreises  sind.  Wendet  man  dies 
auf  das  Dreieck  abc  und  seinen  HGheopunkt  O  an,  so  ibigt  oer 
ausgesprochen«  Sati» 


.  ,1 
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Fffr  das  Dreiecl(  ABC  kann  inan  den  Satü  so  anssprechen: 
Bescbceibt  mao  drei  Kr«isQ  mit  gleichen  Radien  5  welche  durch 
den  Mittetpunkt  des  umbeschriebe iien  Kreises  und  eine  Ecke  eines 
Dreiecks  geben  und  liegt  der  Schnittpunkt  zweier  in  einer  Drei- 
ecksseite»  so  liegen  auch  die  andern  Schnittpunkte  in  den  Drei- 
ecksseiten. 

Oder:  Wenn  drei  Kreise  mit  gleichem  Uadius  beschrieben 
werden  9  yon  denen  jeder  dnrch  die  Ecke  eines  Dreiecks  ^eht 
und  der  eine  die  beiden  andern  in  einer  Dretecksseite  schneidet, 
80  sehneiden  sich  auch  diese  in  einer  Dreiecksseite  und  alle  drei 
in  dem  Mittelpunkte  des  umbeschriebenen  Dreiecks. 

Das  Minimum  der  Grösse  dieser  Radien  ist  der  halbe  Radius 
des  ombeschriebenen  Kreises;  von  diesem  Mininmm  kOnnen  sie 
bis  in  das  UnendUcbe  wachsen. 


2)    Trigonometrisehe   AuflOsang. 

§.4. 
Da  die  Neigung  der  homologen  Seiten  =79  ist »   so  ist 

^J6c=C+g),  ^Bca=A^q>,  ^Cab=B+g> 

fficws  ergiebt  sich: 

^^=sl^^*"(^+^>*  Äa=~^sin(J  +  cp),  C&=^sin(B+9) 
und 

*^=i55W(C-9)*  Ca=z^^s\n(A-(p),  Ab=z ^^siniB-^tp), 
^'^  ^^  SnÄ^emB^^mnC  ****  *^  exhhlt  man  durch  Addition 

oh  ho 

^Ä=-^(sin(C4^)+sin(C-i3P)) ,  BC=^5^(sii(J4  g))+sin( J-y)), 
ssäff^cosf»  =2&ccos9 

,  ;=20CC0S9) 

also 

AB      .         BC  AC 

2cos9  2  COS  9  2cos9 

■ 

Svbsütairt    man    diese  Werthe    in    die  Ausdrücke   filr  die  Ab- 
sduiitte  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  so  erhSlt  man : 

19* 
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ABHiajOitp)  J^sin(^+y)  C^mo(C+y). 

^^~-2sin(7cos9)  '  ^"^  2sin^cosg)  '  *^~  SslnÄcos^p  ' 
^ig8in(C-Hy))  ^C8tfi(^-y)    ^^^     CJsin(i?— y) 

~"  2s\nCeoBq)  '  26ini4(!089   '  2sin^co8y 

Setzt  man  in  die  gefundenen  Ausdrücke  «tatt  qf  den  Winkel 
360— y,  so  ändern  sich  aie  Seiten  ab,  bc,  ac  nicht,  dagegen  gehen  die 
Abschnitte  der  Seiten  AB,  BC,  AC  in  einander  über.  Für  qf=Xi 
fallen  beide  Losungen  zusammen.  In  diesem  Falle  ist  das  einbe- 
schri ebene  Dreieck  ein  Minimum  und  halbirt  mit  seinen  Ecken 
die  Seiten  AeB  Dreiecks  ABC» 


IL     Zweiter    Fall. 
1)  Geometrische  AufLosung. 

§.  5. 

Die  Auflösung  des  ersten  Falles  beruht  wesentlich  auf  der 
Eigenschuft  des  HOhenpiinktes  und  des  Mittelpunktes  de.s  umbe> 
schriebenen  Kreises ;  hier  sollen  die  Eigenschaften  eines  anderen 
Punktes  benutzt  werden,  der  wie  jene  als  Schnittpunkt  drekr 
Kreise  delinirt  werden  kann. 

Beschreibt  man  (Taf.  VIH.  Fig.  3.;  aber  AB  als  Sehne  einen 
Kreis,  der  in  A  die  AC,  und  über  BC  einen  Kreis,  der  in  B  die 
AB  berührt;    zieht  dann  die  Scheitellinien  OA^  OB,  OC,  samt 

^OAC=^OBA^^OCB=x; 

es  wird  daher  auch  ein  Kreis,  der  durch  A,  O  und  C gelegt  wird, 
die  ^C  in  C  berühren. 

Es  werden  sich  also  drei  Kreise,  welche  durch  zwei  Ed^en 
eines  Dreiecks  beschrieben  werden  und  von  denen  jeder  in  einer 
andern  Ecke  eine  andere  Dreiecksseite  berührt,  in  einem  Punkte 
O  schneiden,  der  innerhalb  des  Dreieckes  liegt.  Dieser  Punkt 
O  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  ScheitelÜnien ,  die  sich  in  ihm 
schneiden,  mit  je  einer  Dreiecksscite  gleiche  Winkel  bilden. 

In  jedem  Dreiecke  hat  man  zwei  Punkte  der  angegebenen 
Eigenschaft,  O  und  O'  (Taf.  \  IIL  Fiff.  4.J,  deren  gleiche  Winkel 
eine  Wechsellage  haben  und  unter  sich  gleieh  sind. 

Um  dieses  zu  beweisen,  wollen  wir  uns  eines  allgemeinen 
Satzes  bedienen,  dessen  Beweis  hier  folgen  soll,  weil  dieser  Satz 
zwar-  in  C.  Adam 's:  Die  merkw.  Eig.  d.  geradl.  Dr.  (S.  VL) 
vorkommt,  aber  in  einer  andern  Form  ausgesprochen  ist  Dieser 
Satz  heisst: 

Schneiden  sich  drei  ScheitelÜnien  Aa,  Bb,  Cc  eines  Dreiecks 
ABC  in  einem  Punkte  O,  so  dass  also  stattfindet: 

Ba.Cb.Ac=zCa.Ab.Bc, 

so  schneiden  sich  auch  diejenigen  Scl.eitellinien  Aa',  Bb\  C&  \n 
einem  Punkte  O*,  iär  welche  die  Winkeltheile  ihre  Lage  gewedi* 
seit  haben. 
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El»  finden  dann  näinlich  folgende  sechs  Proportionen  statt: 

\BAn:\€Aa!  =  AB,AitxAC,Aa'^BaiCa\ 
/^CBb. ^^ABb'  =z  BC. ßb. BA. Bb'  =  Cb:Ab' , 
\  ACc:  A BCc'=zCA.  CciCB.  Cc*  =  Ac:Bc' 


und 


A  BAa' :  A  CAa  =  AB.Aa':A  C.  Aa=^  Ba* :  Ca , 

StBb''lABb=BC.Bb:BA.Bb=a':Ab, 

\ACc':\BCcr=CA,Cc':CB.Cc=:Ac':Bc, 

Multiplicjrt  man  diese  seebn  Proportionen,  so  werden  diePro- 
ducte  der  dritten  und  vierten  Glieder  gleich,  man  hat  daher  auch 

Ba.Cb.AcxBä'.Cb'.Ac'  =  Ca'.Ab*.Bc'xCa.Ab.'Bc, 

»der  mit  Hillfe  der  Voraussetzung^: 

Ba' .Cb' .Ac' ~qa'  .Ab'.  .Be' , 

i*  h«  die  Scheitellinien  Aa',   Bb' ,    Cd  schneiden  sich  in  einem 
PMikte  W, 

Für  unsero  speciellen  Fall  hat  man  daher: 

^0'AB=:2.0'BC=.^&CA=Xy 

woraos  folgt,  dass  von  den  drei  Kreisen^  welche  durch  je  zwei 
£cfceD  des  Dreiecks  und  den  Punkt  O'  gelegt  werden,  jeder  eine 
andere  Seife  in  einer  anderen  Ecke  berairt. 

Ausser  diesen  eben  bewiesenen  gemeinsamen  Eigenschaften 
der  Punkte  O  und  O'^ist  noch  zu  merken,  dass  die  Theile,  in 
welche  das  Dreieck  durch  die  Scheitellinien  des  Punktes  O  ge- 
tbeilt  wird,  ähnlich  sind  den  Theilen,  in  welche  ^£^C  durch  die 
Scheitellinien  des  Punktes  O'  getheitt  wird.  Denn'  als  Summe  der 
Aassenwinkel  der  anliegenden  Dreiecke  ist: 

^A0B=L^{B\O,  ^BOC=^(C+A),  j^COA^^{A^B). 
=  180-i4  =:180-JB  =180— C 

ZJO'C=-^(ß+C),  ZÄO'J=-^(C+^),  ^CO'Br=^(A^B), 

=  180—^  =180- i?  =180- r 

daher: 

^AOBc^^^AO'C,  i^BOCcs^^BO'A,  ^COAco^CO'B. 

Auch  diese  Dreiecke  werden  noch  in  ähnliche  Theile  getbeilt, 
itoraos  folgt,  dass  die  Scheitellinien  in  O  und  O'  sich  unter  Win- 
Idn  schneiden,  welche  den  Dreieckswinkeln  gleich  sind ;  eme 
Ei|;eoachaft>  welche  diese  Punkte  mit  dem  Hrihenpunkte  und  dem 
HiUelpankte  des  umbeschriebenen  Kreises  theilen. 
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§.  6. 

Der  Punkt  O  (tihrt  nun  zu  folgender  Auflösung  des  zneltea 
Falles. 

Man  suche  in  dem  gegebenen  Dreiecke  ^ßC(Taf.VIIL  Fig.  5.) 
den  Punkt  O  und  ziehe  OAy  OB,  OC;  trage  dann  an  diese 
Scheitellinien  nach  der  Seite  des  Winkels  j:  hin  in  O  den  gege- 
benen Winkel  9  *)  an,  so  dass 

^AOa=:^BOb=z^COc=(p, 

und  verbinde  ä,  b  und  c  mit  einander,  so  ist  ^abc  das  verlangte 
Dreieck. 

Auch  hier  ist  zu  beweisen: 

1)    ^abecO^ABC. 
Aus  der  Consruction  Tolgt: 

^  OM=^  OcB  =  Z  OaC=x+g>, 

Z  OaA:^j^  ObB^jk,  OcC=  180  ~(ar+g)); 
daher 

jlObA  +  ^OaA=i^OcB  +  ji:ObB=^OaC+^OcC=:iSIK 

d.  h. 

ObAa,  OcBb,  OaCc 

sind  Kreisvierecke.    Man  hat  also 

^OabtizjlOAB,  Z.Obc—^0BCy  j^Oca^^OCA 

oder 

Addirt  man  die  über  einander  stehendeli  Gleichungen,  so  findet 

jilcab=^CAB,  j^Labc-j^ABC,  ^bca^^BCA. 
was  bewiesen  werden  sollte. 

2)    ^Aba^j^Bcb=jLCat=^q>, 
Aus  den  Kreisvierecken  ObAa,  OcBB,  OaCc  folgt: 

j^AOa=^Aba,  ^BOb-^Bcb,  j^LCOc^j^Cac 

oder 

ji:AOa—Z,BOb  =  ^COc=(p; 

folglich  auch: 

-^Jfta=ZfieA=ZOic=i^. 


■^-i^U^AAA« 


^)Der  Bequemlichkeit  der  Zeicboung  wegen  ist  der   Wlllk^^  in 
den  beiden  Fällen  nicht  von  gleicher  Grösse  genommen. 
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lo  BezSeliiiiiB  anf  j1ii6c  vcrdkot  noob  benarict  ra  weiden,  das« 

^  Oac=^  Oba=^  Ocb=x, 

d.  h.  dsLSH  der  Punkt  O  fiir  beide  Dreiecke  ABp  und  a6c  die- 
selbe Bedeutung  hat.  ^ 

3.7.    • 

DijBMr  Fall  lä»st  vier  Lusungeo  zu^  welche  io  den  Figuren  5. 
und  6.9  7.  und  8«  auf  Taf.  VHI.  dargestellt  siod,  indem  man  in 
Fiffor  6.  und  6.  den  Winkel  g),  in  rigur  7.  und  8.  den  Winkel 
360 — <p  auf  die  Totgescbriebene  Art  angetragen  ^atf  ^  Von  diesen 
%ier  Losungen  liefern  ie  zwei  congruente  Dreiecke,  indem  ^abc 
(Fig.  5  )^  Aa'&V  (Fig.  6.)  und  ^aÄc  (Fig.  7.)^  Aa'&V  (Fig.a) 

Der  Beweis  dieser  beiden  Cpngruenzen  ist  iolgender. 

Aus  der  Construction  ergeben  sich  folgende  Aehnlichkeiten : 

^AOCoJ^aOc,  ^BOAco^bOa,  ^C0Bcv^A/r06; 

^A'O'Cco^a'O'c',  /^BO'A'co^b'O'a',  ^C&B'co^c'O'b' 

und 
\AOaco^A'0'a',  ^BObf^o^BO^V,  ^COcco^CO'&. 

Aas  den  beideh  enrteren  ergeben  sich  folgende  Proportioiieo: 

AC:ac=OA:Oa,  BA:ba=OB:Ob,  CB:cb=OC:Oc; 

ACxdd—aAxOd,  BÄxb'd^aBxOV,  CB^^b'^OC xOc'% 

Y 

und. ins  der  dritten  hat  man: 

OA.Oa^O'A'iO'a^  OB.Ob=(yB':<yb\  OCiOc^O'C'.O'e'; 

woraus  folgte  ' 
AC:ac=.A'C:a'c',  BA:ba=:B'A':b'a',  CBicb  =  aB:c*b', 

Da  aber 

AC=z  A'C,  BA  =  BA',  CB=  CB: 

so  t«t  auch: 

ac  =  a*c*,  ba^izb'a! ,  cb==e'b'; 

was  zu  beweisen  war. 

2)    Trigonometrische  Auflösung. 

8.8. 

Aus  den  Dreiecken  AOB,  BOC,  COA  (Taf.  Vlll.  Fig.  3.)  folgt: 

OSsinx^^OAsioid-^sti), 
OCsina:=Oi5sin(Ä-ar), 
OA  sin  X  =  OCsin  (C—  a;). 


Mttl6pliciit'>niaii    dieae*  Ärei    Gleidiungen,  Bo    ergiebt   dcfa.  ab 
specieller  Fall  eines  bel^aD^ten  Satzes: 


■ ■ •'  i  * 


U  Bin^x:tz sin (A  —  x) sin (B  —  a) sin (C — a>). 

Diese  Gleicfcung,  scheinbar  von  höherem  Grade,  ist  in  der  That 
nur  vom  ersten  Grade,  wenn  man  t§x  als  Unbekannte  daraus  ent- 
wickelt. Wir  wollen  folgenden  Gang  der  Entwickelun^  einschla- 
gen. Durch.  Auflösung  oes  Productes  rechts  vom  Gleichheitszei- 
chen erhält ,  man  .Zunächst : 

shi^a:=3i^n(^—a:)[cos(B^C)— eö8(B  +  C-2ar)], 

dann 

=  lBm(A-i-Ei-  iC-a:)  +  \8\n(A  +  C- B-- X)       '' 
- 1  sin  (^ +Ä+ C-^3a:)  -  J  sin  (fi+ C- il  -  a-) ; 

da  aber  A  +  Bk-C=iSO,  so  wird 

sin  »o:  + 1  sin  3ar  =  i  [sin  (2^  +x)  +  sin  (2B-har)+ sin  (2C+x)  ] 

=lcq8X  (sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2C) 
^  1  sin  Ar(cos2  J  4*co8  2i? -I- C082C). 

Vereinfigt  man^  jetzt '  wieder  die  Summen  tn  der  Parenthese,  ,S6 
bat  man: 

sin 'ar -4-1  sin  3^=      cosor^nxIsinJBsin  C 

—  slnarcos-4cosi5cosC — Jsbi: 
oder 

*'      *    sin'j^  +  islnSar-f lsina?s:     cos^sinJ48inÄ«inC 

— '  sin  ^  cos  A  cos  ff  cos  C. 

Nun  aber  ist  bekanntlich : 

•    -     ■        •  '    \    :     I       <  .'I  .       ;       .  X 

sin  3a: = 3  sin  .r — 4  sin 'o? , 
abo  ■  \        .    ^ 

sin  X  =  sin  'o?  +  i  sin  3.r + J  sin  x. 

Man  erhält  daher: 

siDa;(l  -|- cos  .dl  cos  J3  cos  C)=  cos  or.  sin  ^  sin  ß  sin  C, 

und  endlich:  i   .    :  .     .  ..         .  f 

sin  ^  sin  ff  sin  C 
.       l + CQS  A  cos  ff  cos  C 

Noch  einfacher  erscheint  der  Werth  für  die^  Cotangente ,  der 
hier  abgeleitet  werden  soll,  weif  er  in  der  Folge  eine  Anwendiuig 
findet. 

Es  ist  nämlich     ' 


2m 

l-t-coBAco»£(i;os  C=  1  +  cos"^  (—cos  A  +  sin  Biün  C) 

=sin  ^A  f  sfn  ^sin  Ccos  A 
x=  «in  ^  sin  (fi -|~  Q  ~f  sin  j&  sin  Ccos  ^ 
=sin^8in^cosC-fsinJsinCco8£  +sinÄshiCcosA 

Dividirt   man  diesen    Ausdruck    durch  sin  ^  sin  ^  sin  6%    so   erhält 
man  : 

ctg  X  =  ctg  A  +  ctg  B  +  ctg  C 


■  \ 


So  einfach  auch  der  zuleü^t  gefundene  Auadnicli  für  ctgo:  ist, 
so  ist  er  doch  nicht  für  die  Untersuchung  geschiclit»  wie  sich  ;r 
mit  den  Dreieckswinkeln  A,  B,  C  ändert.  iJm  ihn  für  diesen  Zweck 
omzofontten,  wollen  wir  ctg^  +  ctg  C  vereinigen  und  erhalten  dünn: 


■  .1 


^  .       ^m^sinC  '     ®     ' 

ood  wollen    dann  ^=90— jB  +  J   und    C=90— iÄ— S  setze^n 
Dies  giebt: 

. sin  jg -j 

''^^'*'"-cos(iB-|)cos(i/?+Ö  +  *'^^ 

sing  .     .    „ 

-V    •  .  >    :     :=? cos ^i^^tein^ +  ''*?*' 

WO  i^TsiA-^-Ciiit*  Es  soll  ^n«!!  jEuecst  die  Verändet'ttng  von  x 
fär  1=0  oder  im  gleichschenkligen  {Dreiecke  untersucht  werden, 
fSr  welches        . —  -     '  ''  •- 

°         cos^i^         °  sinJ9  ^       .  .  /  .    . . 

sin  B 

Hieraus  fölgt^  diLssct^;r>otgJS»:also  j;<i?,  da«s  also  o^tstbtd 
kleiner  ist,  als  der  Winkel  an  der  Spitze  des  gleichschbnklinpea 
Dreiecks,  ferner,  dass  ctg .r  immer  positiv  ist,  also  a:  im  ersten  Qua- 
dranten liegt."  ,  ' 

Setzt  man  för  B  die  VVerthe  i5=0,unÄ  JB=180,  so  wird  für 
beide  Wetttie  ,ctffa?^x,  :c~0;  es  ^ira  also  zwl9[cheii  B=^  und 
B=:  180  eilten  Werth  geben,  für  welchen  w  ein  Maximum  wird. 
Die  allgemeine  Methode  liefert  daRir  die  Bedingungsgleichung 

Setgar      l^2co^g      ^   cosÄ-'     B-m*- 

«o  dasa  also  x'  für  das  gleichseitige  Dreieck  «in  Maximum  wird. 
Man  erb&lt  nämlich: 


c 
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tgx=-^=V3',  x=3W>. 


iV"3 


Dieses  Resultat  erscheint  auch  bei  einer  andern  Betrachtung, 
welche  weiter  unten  folgen  soll. 

Wir  wollen  jetzt  JB  constant  annehmen  und  in  der  Formel 

sing 
'=*g^=cos'»;^-sin''|-'-^*S^ 

I  wachsen  lassen.  Da  angenommen  wurde  C=(90 — '\B) — |,  so 
wird  J  nur  von  0  bis  90 — iß  oder  sin  5  von  0  bis  cos  iÄ  .wachsen 
können;  es  wird  also  auch  in  den  unsleichwinkligen  Dreiecken  x 
stets  im  ersten  Quadranten  liegen  und  dabei  um  so  kleiner  wer- 
den, je  grosser  |  wird. 

Fasst  man  das  .Vorhergehende  zusammen,  so  kann  man  sagen, 
dass  X  für  das  gleichseitige  Dreieck  ein  Maximum  ist  und  um  so 
kleiner  wird,  ]e  mehr  sich  das  Dreieck  von  der  Regelmässiekdt 
entfernt.  Bleibt  das  Dreieck  gfjeichschenkKg,  so  haben  die  Drei- 
ecke einen  gleichen  Winkel  a:,  deren  Winkel  an  der  Spitze  durch 
4^6  Gleichung 

tg;BtgJB'=tg«30  *) 

verbunden  sind« 

§.  10, 

Für  den  Punkt  CK  fTaf.  Vffl.  Jig.  4.)  wird  man  einen  Winkel 
X  finden,  welcher  gleicn  ist  dem  Winkel,  der  för  den  Ptmkt  0 
gefiinden  wurd«;    denn  ma»  erhält  dieselbe  Bedmgiingsgielcfanig 

sin  'a:= sin  (A-~*x)  sin  (B  — x)  sin  (C— ar), 

aus  welcher  fär  den  Punkt  O  der  Werth  (Ut  igx  und  ctg^  al^e- 
leitet  wurde. 

§.  11. 

Um  in  Taf.  VIU.  Fig.  4.  alles  durch  Rechnung  bestimmt  zn 
habenv  vrollen  wir  die  Werthe  der  Scheitellinien  hieher  seb^. 
Sie  sind : 

0'*='«S5.  '>*=<-ra.  '>c=^cf§^ 
»■^='^'S- «'*='«'isB- »■c=«cl|j- 


*)  Den  Winkel  ^B'  kana  man  conitmiren ,  wenn  man  in  einer  EUipte, 

deren  Azen  a  und  Ö  so  beschaffen  sind,  dass  —  =:tg30^,    einen    Dordi- 

jnesser  mit  der  Neigung  ^B  gegen  die  grosse  Ake  sieltt  und  daam  ta 
GOigogirten  Dnrclimeeser  sucht.    Seine  Neigung  ist  4^f • 


291 

Es  bleibt  hud  noch  übrig,  die  GrSsse  von  OO^za  bestimmen. 
Dies  ffeschieht  am  eiDfachsten  mittels  des  Dreieeics  BOCy,  ans 
dem  sieh  sogleich  ergiebt: 

O0'^=ß0^+  BO'^'-iBO.  BO'  cos  (Ä— 2a^). 

Da  jedoch  Oi/  in  Beziehung  auf  die  Stücke  des  Dreiecks  eine 
sj^mmetrische  Function  ist,  so  muss  sie  sich  auch  so  transformi- 
ren  lassen ,  dass  sie  auch  die  Form  einer  symmetrischen  Function 
hat    Zu  dem  Ende  wollen  wir  setzen: 

»^      »^«>n^        .^sin^sinic     ^^,       .-.sino:        .^sinCsina: 
BO:=zBC-T-T^z=AC — r-075— ,  B(y=iAB'-r--^=AC — .  ^p 

und  erhalten  dann : 

^^^#.      ^C*sin*;r/sinM  +  8in*C      2sinJsinC       ,^    «  A 

^^^=-äi^B^K — ^^ ito5B-^^«(^"-2x)J. 

Für  (sin^  +  sin^O  kann  man  setzen  (sin>^  +  2sin^sinCG0s£X 
so  dass 


o(y=i 


AC*sin^x 


( \  ■  ^^"^A  sin  C  (cos  B — cos  {B — ^)y\ 
V   ^  sio«jB  ) 


sin^JB 
oder 9  wenn  man  die  beiden  Cosinusse  vereinigt: 

^^      AC^^Mi^xf^       ,   ,      sin^sinCsin(B^--:r)\ 

Nu  aber  fanden  wir 

ctgjr — ctgÄ=ctg^  +  ctgC 


oder 


sin  (B —  x) sin  B 

sin  S  sin  o;  "^sin^sinC 


woraus  sich  ergiebt: 


sin  A  sin  C  sin  {B — x) 
r-5fg =si»ij:. 


sm 
Es  wird  daher 

^^'=  (^)»«iD«*(l-48in«x). 

Diese  Form  ist  symmetrisch,  da 

AC  _  BA  _  BC 
siöTS     sinC""sini<         ' 

wo  r  der  RAdius  des  mnbeschriebeDen  Kreises  ist. 
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Uni  fteii  Werfli   von  OC/  för  die  iogaritlmiisclie  Bdreefatrang 
eftÄzur^ditert ,  schrieibeii  -wir 


f ' 


00'2=:  16r2  (i  —  sin  «x)  sin  «^r , 

and  bedenken,  dass  i==sin30;  'dann  hat  man 

i         '  00'*  =  16rVm*£;(ßin23Ö— »in^r) 

=  16r2sin2xsin(30  +  ^)sin(30— ;r), 
und  endlich 

OO'=4rslna:Vßm(30  +  j:)sin(3()— ar). 

Du  OO'  immer  eine  reelie  Grosse  ist,    so  muss  sii>(30— o:) 
immer  positiv,  d.  h. 

sein,  ein  Resultat,  welches  mit  dem  §.  0.  gefundenen  übereinstimmt 

§.  12. 

.  ^iö  Griisse  3er  Seiten  des  eifibeächriebe)ien  Ih-eiecks  (Taf.VIfl. 
Fig.  'S.  und  6,)  hängt  von  dem  gegebenen  V^inkel  fp  ab.  Es  ist 
nümlich : 

^0:aO=ÄO:60=CO:cO  =  sin(ar+9)tsinar, 

aber  au(?|j  ^  - 

=ACiücz=:BAiba=CB'.cb.  i 

Man  hat  also: 

A       ^p      sin  3?  ^^     Binar  ^^,     sinj:       ' 

Wird  statt  <p  der  Winkel  360--®  genommen,   so  erhält  man 
die  Seiten  der  Dreiecke  Taf.  VIII.  Fig.  7.  und  8.;    sie  werden: 

iL       ^p     stnor  .        „^.     sinar  ^^.     sinar 

sm(a?— 9)'  «in(ir— 9)'  8m(j:— ^) 


'  '  \         ■■  .1  ii 
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't 


.  t 


•    I 


Heber  die  Bestimmiiiigr  eines  Kegel- 
schnitts durcli  fttnf  gre§relbene  Pnni&te. 

Von 

dem  Herausgeber.  ' 


Die  äUgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  oder  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ist  bei^anntllch 

'       1)  Ay^^Bxy+Cc^  +  D^  +  Ex  +  F=0. 
Wenn  nun 

die  Coordinaten  von  filnf  gegebenen  Punkten  sind .  jdurch  welche 
em  Kegelschnitt  beschrieben  werden  boil ,  st)  ha^  man  zur  Bestim- 
mang  Set  CoefBcienten 

A,  B,  C,  />,  £,  F\ 

deren  Anzahl  sich  aber,  wie  ayf  der  Stelle  erhellet,  und  hier  wohl 
kanm  noch  besonder^  erinnert  2u  weHen  braucht,  eigentlich  auf  filnr 
redocirt,  die  folgenden  fäfif  Gleichungen' des  ersten  Qrades:.. 

Ayi^  +  /?x,y,  +  Cri»  +  %,  +  £ar,  +  F=0, 

2) .  \  Ay^^+Bx^y,  +  Cr,*+Z>y,  +  £a:,  +  F=0^ 
%4«  +  B:ttyt  +  Cxt^  +  D^4  +  Ex^+F^Ö, 
Ayt^  +  Äx,y»  +  CV  +  %»  +  fir^ + F=0 ;    , 

welche  also  zur  Bestimmung  der  gesuchten  CoefBcienten  hinrei- 
chen, woraus  daher  ersichtlich  ist,  dass  durch  fiinf  gegebene 
Punkte  eiii  Kegelschnitt  im  Allgemeineu  voUkonimen  Bestimmt 
wird,,  was  auch  längst  bekannt  ist,  und  sich  in  Jedem  vollständi- 
gem Lehrbuche  der  Theorie  der  Linien  des  zweiten -Gtades  aus- 
gesprochen findet..  .  ^ .   > 
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So  eiofach  und  sich  In  der  Tbat  ^nz  von  seUmt  darbietend 
dies  aber  auch  ist,  so  ist  mir  doch  nidit  bekannt,  dass  die  obigen 
fönf  Gleichungen  des  ersten  Grades  schon  wirklich  aufgelSst  und 
die  gesuchten  Coefßcienten  durch  die  zehn  gegebenen  Coordioaten 
in  völlig  entwickelten  Ausdrücken  dargestellt  worden  wären,  was 
mich  veranlasst,  eine  von  mir  gefundene  vollständige  Anflusimp 
dieser  Aulfeabe,    welche  allerdings,    wenn  man  sie  -nicht  mit  eini 

fem  Geschick   anfasst,    in  nicht    geringe  Weitläufigkeiten  fuhren 
ann,    in  dem  vorliegenden  Aufsätze  mitzutheilen,    und  daran  zu 
gleich  noch  einige  andere  Betrachtungen  zu  knüpfen. 

Zuerst  erhält  man  aus  den  fCinf  Gleichungen  2)  durch  .Subtrac- 
tion  auf  der  Stelle  die  vier  folgenden  Gleichmigen : 


3) 


+  />(y8-y4)+£(^3— ^^4) '      ' 


Ueberlegt  man  aber,    dass  überhaupt,  wie  man  durch  leicbte 
Rechnung  findet: 

(t£ü — Wit>i)  (t>i  — rj) — («xri— «jjt*2)(» — Vi) 

=  —  (t>  —  riKi?i — r,)  (tJ^  —  ff) , 

(m— tti)  (©1  —  t^-^  («1  — tta)  (1?  -  ri) 
=M(ri  — ^Pa)  +  Mj  (fa  —  »)  +  Ua  (t? — rj) 

ist,  so  wird  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  drei  folgenden 
Gleichungen  überzeugen : 

4)  . 

^Iyi*(j^«— ^3)+y«*{^8— -^1)  +y3*(^i  -^)\ 

—  6X^1  —  ara)  (a-2  —  .ar,)  (arg — oti)  ,     11—' 

+  -Dtyi  (a'a  — ^3)  +  ya(^3  — ^i)+y3  (^1  —^2)) 

-f-  Ä  1x2^2(^3— ^4)  +  a^y8(*4— «^2) +^4y4("^a-^s)  I  f  3^^ 
. ,      -7  (^jC^a^'-^a)  (^3  —^4)  (^4 — ^ 

,      +l>{y2(^8-^4)+y3(^4— ^2)+y4(^a— «a^S» 


39S 

+  ^1^3  {^4  -  ^5) +^4  (^6-r  ^3)  +  y*  (^8— f*^4)  I 

Nun  ist  abet,  >vie  man  leicht  findet,  allg^emein : . 

—  { «1  (t?a— t?3)+M2(r3— Fl)  +%(r,  -ra))  (t>— '©1)  (i?i— ©a)  (r^-r) 

=  («^1  —  ^2)  {     « («^1  -  «^j>)  (^a  -  P3)  («^3  —  «^1) 

—  Mx  (Pa  —  ra)  (Pa  — r)  (r— ©2) 
+  M2(t?3  — r)(p-ri)(ri— ©a) 

—  tia  (ü—  ©i)  (Pi  — i^)(P2— r) 
und  man  bat  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen; 

5) 

^ <   yi*  (^—^3)  (^3—^4)  (^4— ^ft) 
—y2^  (^3-^4)  (^4—^1)  (^i-^s)  f  1 
+ y3^(^4^^i)  (^i  -^2)  (^-^4) 
-y4^f^i— ^a)  (^a— ^^)  (^8-^1) 

+  B I     a:,yi(ara— oraXoTa— a:4)(ar4— X2) 

-  ^iiaya(^3-^4)(^4— «k)(^i'-^8)  i  V  _.  0 
+  ^8.V3(^4-^ari)(a?i— Jra)(jp^-:r4)  ^  ^~"   ' 

"~  •2^4y4(^i^-^a)(^a~~^3)(^3— ^1 ) 

+  ^1     yi  (ara— ^»)(^3  — ^4)(^4— ^a) 

— ya  (^8  -^4)  (^4-^^i)  (^1  -  ^3) 

+ »8  (^4-^1)  (^  — ^a)  (^a  -  «»^4) 

-  ^4  (^1  -^2)  (^a  -  "^Ta)  (ara  — ari) 

^l  ya'  (^3—^4)  (^4—^0)  (^ft-^3) 
— ^3*  (^4 — ^ö)  (^8— ^2)  (^a— ^4) 
+y4*{^d-"'2ra)  (ara-a^a)  (0:8— X5) 

— yö*{^a— ^3)  (^3—^4)  (^4—«^ 
+  B\    jTaya  (^3^^4)(^4— '*^6)('^6-"*3) 

— OTayaC^*— arft)(ara— ^a)('i^— ^4)  s  v-- a 
+  ^4y4(^d— ^W-^)(a:8— ^ä)  ' 

•^  ^fty8(^a~^3)(^3^^4)(^4— *a) 

'     +/){      ya(«i— ^4)(^4*-^8)(^8-^a^) 
-^"^3  (^4  — ^ö)  (^8  —  "^a)  (^2"— ^4) 

+y4(^5— ^aK^a— ^8)C3?8-^8) 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch 


im 

+B(pi:t^2—9i^zyz  +n^*y*'-p^6y6)y  =0 

bezeichnen,  wo  die  Bedeutung  der  Symbole 

Py    g>  **»   S,  Pi,   qiy   Ti 

aus  der  Vergjeichunt;  mit  dem  Vorhergehenden  von  selbst  erbel- 
len wird.       < 

Entwickeln  wir  nun  durch  .gewöhnliche  Multiplication  die  Grösse 

(pyi^-^gy^^+ryi^—ft^A^Hpiy^—fiiyz  +  ny^-pyö) 
— (Piy2*  -  9iyz^+ny4.^-py&^)  (/^yi — (^^2 +rys — *y4)> 

so  erhalten  wir  liir  dieselbe  nach  einigen-leichten  Reductionen  den 
Ausdruck : 

yiy^(yi—y2)ppx       y'\ 
'    -yiyz(^i-y3)p9i 
-\ryiy^(yi-y^pri 

—yiybQ\-yb)pp 

^-y^yz(y^—y^)i99i  -Wi) 

—yiy^Qh  -y^  (9n  -  «/^) 

+y2y5(y2—yi)pq 

+ yzy^  (ys  —yd  (^i  -  «?i ) 

—y3y6(yz—yi)pr 

Nun  ist  aber^    wie  man  ebenfalls  mittelst  leichter  RechDong 
findet: 

991  -  Wi  —P  (^1 — ^4)  (^4  -  ^6)  (^6  -  ^1)  > 

qn  —  Spi  =p  (Xi  —0-3)  (0*3  ^0:5)  (a-ft  —  JTi), 

rri  —  «^1  = />  (^1  -  jr«,^)  (a-2 — ^r^)  (3:5 — 0^1 ) ; 

und  fiir  die  obige  Grosse , .  welche  wir  der  Kijifze  wegen  durch  Q 
bezeichnen  wollen,  erhält  man  also  den  folgenden  Ausdruck: 

7)  Q=    pyiy2  (^1-7^2)- (^8—^4)  (•^4-^6)  (f«~^s) 

"pyiy^  Qßi  -yz)  •  {^^—^^^  (^4-^5)  i^sr-^) 

—pyiVbiVi-^y^)  '{^--^z)  (^a^^4)(^4— J^a) 

+py2yz  (ya-^ys)  •  (^1— •^4);(^*  ~^)  (^«-^1) 
+py2y5  (ya-yd  •  (^1  -^s)  i^-^^)  (^4-^) 

+  ^3^4  (»3  -^4)  •  (^1  -  JTa)  (^2-^fi)  (^6  -  «l) 
-P^S^ft  0^3 -7^5)  •  (^1  —^2)  C^2—  *4) (^4  --Tl) 

1  *   t ,».*■'  ,  '  '»,1(1  ii      •  <  ■  /.        ' 
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bitwickelt  man  ferner  aueh  die  Grösse 

(p^i^i  -  ^^2^2  +  rx^ys  -  «^4^4)  (Piy2  -  91^8  +  »'1^4  -pys) 

durch  gemeine  MultiplieatioD^    so  erhält  man   fiir  dieselbe   nach 
einigen  leichten  Reductionen  den  Aasdruck: 

yiya(ari~.ra);>p, 

+yi3^4(^i-^4)P»'i 
-91^5(^1- ^5)  PP 

+  ^3^4  (^3  -  <2-4)  (»^1  — '<7l) 

'-y:iI/5(^3-^6)pr 

+  y4jf6(^4~^6)P*. 

Fflhrt  man  aber  in  diesen  Ausdruck  der  obigen  Grosse^  welche 
wir  der  Kürze  wegen  durch  P  bezeichnen  wollen  >  die  schon  yor- 
iier  gefundenen  Ausdocke  von 

Wi-rPi^  9n—spi,  rri-sqi 

und  auch  für  die  fibrigen  GrOssen  ihre  ans  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  ein ,  so  erhält  man  für  P  den  folgenden  Ausdruck : 

8)  P==   pyiy^  {sci  -oc^ .  (a^s  -^4)  (^4— ^ä)  (^5-^3) 

-pyiy»  (^1-^3)  •  (^2-^4)  (^4-^5)  («(^--a^a) 

+^^1^4(^1-^^  •  (^a-^3)  (-2^3-^6)  (^«— ^a) 

-  Pyijfö  (^  -^*)  •  (^a-^a)  (^8  ~^4)  (^4-^) 

+ py^y^  (^2—^3)  •  (^1  -^4)  (^4— -^ö)  (^Ä-^i) 
-py^y^  (^-j?4)-  (•2^1— ^3)(^8-^6)  (^6-^1) 

+  P^y*  (^a-^5)  •  (-2^1  -  arg)  (0:3 -0:4)  (or^-o^i ) 

+  ^3^4(^8— ^4)  •  (^1-^2)  (^a--'«^6)  (^ö-^i) 

-  Pyiyb  (^8-^6)  •  (^1  -"a-a)  {x^-x^  (ar4-^i) 
+ Fy4yi^  (^4-«a^ö)  •  (^1  -ar2)(a^-ars)(a^  -ar, ). 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir  nun  offenbar  die  Gleichung: 

9)  AQ^BPznQ. 
Entwickelt  man  femer  die'&össe 

(pyi*-qytHryi^sy^^  (Pi^aya  -  9i^yz + »'i^4y4  —p^m} 

TkeU  IX.  90 


und  wenn  wir  nun  wieaer  aiie  enoraenicntfii  ouuautum/u^u  t«.«v- 
men ,  die  obiee  Grosse  aber  der  Kürze  wegen  durch  iS  bezeichnen. 
'ch : 


durch  gemeine  Multiplication,  so  erWÜt  hm«  »r  ifieselbe  de»  Aw 
druck: 

+ yiifö  (^1^6  -  ^bViipp 

+ y^A  (^2^4— ^4yaK^— «Fl) 
-yay«(^ty5-^6y«)Pff 
—»8^4  (^3.V4-^4»s)  (m  -*7i) 
+ ysy«  (^tjy*  ~  ^ftyt)  jw 
-  y  4y6  (^4^5  -  ^ft»4)p** 

und  wenn  wir  nun  wieder  alle  erfordernchcn  Substitutionen  vorneh- 
men, die  obig 
so  ergiebt  siel 

10)  S  =  -  pyiy^  (^ly^-^^ayi)  •  (^8-^4)  (^4  —^5)  (^»  -^) 
+  Pyi^a  (^lya-^ayi)  •  (^1-^4)  (^4—^5)  (^«-'^«) 

+ pyiyb  (^1  y*— ^ayi)  •  {^2—^3)  (^3 —^4)  (^4  -^s) 
-  py^y^  (^2y^  ~^y2)  •  (^i —^4)  (^4 — ^»)  (^»  -^1' 

+  PHi^A  (^^4  -^4y2)  •  {^1  —^s)  (^s  — ^i)(«»-^ 

'  -  py2yi  i^^i  — ^5y2)  •  (^1— ^s)  (^3—^4)  i^4  -^) 

-;'y»y4(^3y4-^4y8)-  (^i-^t)(^— ^»X«»-^!) 

--Py^y^  (*4y»-^fty4)  •  (ari— o-aXa^j-^aX^s--^!)' 

Wegen  der  GleichongeD  6)  haben  wir  aber,  wie  sogleich '•"  ^'^ 
Augen  mllen  wird,  die  Gleichung 

11)  ^S-J0P=50. 

Aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  ergiebt  sich 

A  _     B     D 

und  man  kann  also  offenbar 

setzep.    Weil  aber  die  drei  Grusaen  P,  Q,  rS  dmi  geweiitfcliaft 
liehen  Factor />  haben,  so  ist  klar,  dass.wir,  wenn  kurzer 


29» 

12)/»'«    fty«Ca5|-sr»),(a:i^a?4)(ar4-4?J(Ä5-4r8) 

+yi»4  (^9^-^M^-i^(ii^-a!,)(x,-'a:i) 

+ ^4*^(^4  -'^*)  •  (^i-^a)  (^-a^a)  («8-«a^i)» 
ferner 


f  \. 


13)  0'=    yiy2(!/i-^^.{4-'X,Xx,^d,)(x,^x^) 

+  3^i3^^  (yi  -y  4)  •  (i^«-^3)(ar3  -^»Xarj,— ar«) 

--y«3^4  (y2*^3r4)  .'{^1 -arj)  (ars -x^X^4 -a«!) 
+y23f»  (yarHy*^'-  (^i  -^)  (is-^  J(ar4-a:i) 
+ ysyv  (ys  A-y4)v  (otj  -^j^  (4ra-ar»)(ars  -ari) 

+ y  4y  »%4  *-'y^)>  (^i  ^^r«)  (ar«-ars)(a:3  -Xj) 
and 


jV,  v'i. 


•V. 


14)  *'=ö-'yiy»(ar,3^-3jrayj^).(»r8--<;r4X^4-ar»X^6— ^a) 
+  yi3^(^iys-4r,Jf,).(a4i-^;r4X^4-A?j(a:»-j^ 

-  yiy*  (^ly  4-^4yi) .  (^a-a^aX^a  -'»^aX^s  -^2) 

+yiy»  (^iy»---i3^4yi).C;itt-a:,XjP3r^i4)iG»4-^i) 

-y«yi{^««f ,— 4:,ya)  •  (a:i  -^4X0:4  ~^5)(ar5  -^1) 
+y«y4(aray4  -ar4ya) .  (a^i  -ara)(a:.  -ariXa?»  -ari) 

-  yay*(a^«y » -^»yi) .  (^i  -ar.Xar,  -ar^Xa;^  ^xi) 

-  yiy4(a?,y4  •~«4y ,) .  (^i-a:aX^-«»X^*--«^i) 
+  y  »y  6(^3y  5  -^sya) .  (a?!  -ar2)(a?a-:ir4)(a?4  -;t?i) 

-y4y5(ar4y5-a:»^4).(a:i-a:2)(^-araX^*-a^i) 
gesetzt  wird»  auch 

•etxen  kOnoen. 
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Aus  der  Form  der  GJeichunff  1)  geht  ntin  auf  der  Stdle  nod 
ganz  von  selbst  hervor,  dass  sich  die  Werthe  von  C  und  E  erge- 
ben müssen,  wenn  respective  in  den  Ausdrücken  von  Aund  Dm 
Symbole  :t  und  ^  gegen  einander  vertanscht  werden.  Setzen  wir 
also : 

16)  1?=    aria5a(yi-3fa)-(y»-y4)(y4-y5)(y5-y») 

-  ariOJs  <tft  -yt) .  (tf2-yO  (y4-y»)  (sf»-*^ 

+  a:ta?4^  -y  4)  •  (ya-y»)  (jft  -yO  (y » -y«) 
-ariJ?i  (yi-y»),  O^-y»)  (y»-y4)  (y4-ya) 

+ ^^i  (ya-y  s)  •  (yi— y  4)  (y4— y»)  (y»  -yi) 
--  0:^^:4  (^-y4) .  (yi  -y »)  (y  a--yO  (y»  -»i) 
+  3:20:5  (ya-y*).  (yi—yi)  (y3-y4)(y4-yi) 
+ ^.a:*  (y  j  -y4) .  (yi  -y«)  (y«  -y »)  (y  *  -yO 

-  ^1^:5  (yi-y») .  (yi -yi)  (ya-y*)  (y* -yi) 
+ 0:40:5  (y4— y  5) .  (yi  — y»)  (ya— y »)  (yi~yi) 

und 

17)  T'=^  ariora(o:iya^-ortyi).^a--y4)(y4-y5)(y»-^») 
— XiXi  (oTiy,  --o:Ayi)  .|ya-y  4)  (y^  -y»)  Cv*  -ya) 
+  0:10:4  (o:iy4-o:4yj) .  (ya-y  •)  (yi— y  »)(y5  -yi) 

-  xix^  (o:,y  5  — o?jyi) .  (y2— y  a)  (y  1  --y4)(y4  — ya) 
+  o:jia?i  (oTstys  -o:,ya) .  ^1  -y  4)  (y  4  -y  5)  (y  5  — yi) 
~  0:20:4  (o:ay4~'^4yi)  -(yi-yiXya-ysXys-yi) 
+ 0:20:5  (o:2y5-or5ya)  •  (yi  — yO  (y  •— y4)  (y4— yi) 
+ 0:30:4  (or^y  4-o:4y ,) .  (Vi  -ya)(ya-y»)  (y  5— yi) 

-  ^3^5  (oTay  5  -o:5y») .  (yi  -ya)^^— y  4)  (yi  -yi) 

+  0:40:^  (Xiy^^x^y^) ,  (yi  --ya)  (»i-y  3)  (y»  --yi)» 

wo  R'  aus  P',   7^  aus  S'  durch  Vertauscfaung  der  Symbole  x  und 
y  gegen  einander  erhalten  whd,  so  ist  v  . 


18)  c=iv\  E=ir.    ' 

Aus  der  Gleichung  1)  geht  zwar  auch  von  selbst  hervor,  dass 
der  Ausdruck  von  ^,  d.  h.  die  Grosse  Q*,  üngeändert  bleiben 
muss,  wenn -man  die  Symbole  o^ündy  gegen  einander  vertauscht; 
da  es  {e4ocK  intere^sanjt  ist ,  dies  auch  auf^  dem  Wege  der  Rech- 
nung nachgewiesen  zu  sehen ,  so  wollen  wir  diese  Entwickeinng 
jetzt  noch  geben.     -      '-  •     . 

Zuvorderst  überzeugt  man  sich  durch  ganz  einfache  Rechnung, 
dass  überhaupt  '*^  ^ 

(f«-TtO(»— f»)(io— «X        I 

4  ■  %      i     ' . 

=--{uv(u—v)  +  rtr(»— ic)  +  tou(w^u)\ 


ist.    Also  ist  nach  13) : 


•ti  .       t( 
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+yiyi(yi--y»>1^2^4(^a--^4)+J:4a:^(arc-a:6)+arftjr3(ar6--ara)| 
--3W*(y»--yt)!^i^4(iri— a:4)+;r4ara(ar4-a:»)+a?5a:i(arj-ari) 

-~yay*(y  •  — y4)  {^ia^(^i— ^a)+^2«5(^— ^6)+*6^i(^5  — ^i)i 

+y  >y  *(y  1  -y »)  {^i^(^i-^  +^a*4(^-+a?4)+J^«ari  (0:4  -a?i)| 
-y«y»(y4-y4)  {^i^a(^i  -^a^+a?aa:j(j?a-^i)+^i3?i(a?5— ari», 

und  folf^lich ,  wie  leicht  erhellen  wird : 

0*=-.  ariOTaCari  -a:a)ty3y4(y.— y»+y4y»(y4-y5)+y5ya^»-y3)| 

+ ^««(^1  -^»)<y2y46ra-y4)+y4^5(y4^y5)+yftya(y»-ya)l 
— ^1^4(^1  -0:4)  {y^y  3  öra-y«)  +y  ayftCy,— y  5) +y  4ya(y  5  ~ya)} 

+ ^i^»(^i -^*)  <  yay  ^  (y2-y3)+y.y  4(y  3— y4) +y  4ya(y4-ya)l 

—  a:«a:.(^a-a:a)  lyiy4(yi  -y4)+y4y»(y4-y5)+y»yi(y5  -yi)| 
+  ^«^4(^8-^4)  (yiys(yi  -y^)  +y3y»(yi~y5)+y»yi(y5-yi)| 

—  J:aar5(a:a-X5)(yiy3(yi— ^3) +y,y4(y,^y4)+ y^yj(^^-yj)| 

-  x,ar4(a:3  -o?*)  t  yiya(yi  -ya)  +y2y » (ya-y ») + y  »yi  (y  4  -yi)} 
+ ^*^iK^«  -  ^»)  f  y^Ä(yi  -ya)  +yay  4^-y4) + y  4yi  Cv*— yi)l 

—  a:4.r^ar4T-ar»)lyi^a(yt--ya)-|^yiy»(ya--:^ 
daher  Ut  nach  >  der  obigen  fallgemeindn  GRelation : 

Qis^  ^i^(^i-^^a)-(yi^y4)(y4-y»)(y»-y,) 

^^i^3K-a:,).(ya-^y4>(y4-y5)(y5-ya) 

j  ^  ^1^:4  ^-f  0:4) .  (ya  Ay »)  ^8  -y  5)  ö^*  --ya) 

-  ;ria:»  (j:i  -o:»)  .  (ya^y  •)^(y  i  -y  *)  »(y  4  -ya) 

i,  J  +  XaÄTa  Qt^—x;) .  (yi  --)y4Ky4— s 

y  ^  -«fäa^*  ^r^*)  •  (yi  ~y3y.(yj  -y^p^-vi) 

+  a:8:r4  (;r»-rar4) .  (yi  ^y^)  (ya-ysXy*— yi) 
V-  ^.ar*  (oTi  \Xt) .  (yi  -/yjO  (^-y4)ö(4-^i) 
/  +^4ar»(^-pa:6).(yi*yy!^)^a-y.>^»— yi). 

Vbrffleiobf  man  aber^chesen  Au^dr^ck  der  Grösse  Q*  mit  dem 
Aosdrocke  1^  dieser  Grösse,  so  erheüet  auf  der  Stelle,  dass  der 
letzt^Q  ungeHodert  bleibt»  wenn  man  Wie  Symbole  x  und  v  ueeen 
dnauder  vertauscht.       ,  r       ^  jr  »  6 

r         ) ' 


( 
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Weno  anch  iirt  Vorhergehenden 

ges^^tzt  worden.  Ut,   so  ist  doch  zu  bemerken ,   dass  dies  nur  der 
LÜrze  w6gen  ge^chehed,  und  allerdings  eigetitlic^h  bloss ' 

ist. 

Divldir^n  wir  bün  aber  die '.  Cletchung  1)  durch  g*$  9o  erbü 
ten  wir 

also,  wie  leicht  erhellet: 

Vergleicht  rtian  aber  diese   Glekbuug  mit  der  Gleichnng  1), 
so  wird  auf  der  Stelle,  erhellen ,  dass  man  das  Verhältniss 

FiC 

aus  dem  vorher  gefundenen  Verhältnisse 

A:C=P':1V 
erhält»    wenn  man   in  letzterem  ffir  die  Symbole  x,  y  respectire 

-,  —  setzt    Dadurch  ergiebt  sich 
9     9 

'   ^  y\9t\9i    yJ  \9^    9aJ\9^    Wvy»    iJ 

9i9»\yi      9J\y%     9J\9*^9J\95      ffJ 


+ 

yi9 


i9*\9i    9*J\y9    y»/v3fj    yJ\y5    yJ 


yiy^\yi    yJ  \y%    y%/\y^    yJ\y^    yJ 
yay3  \.V2    ^i/  V^i  ^  yv Vy4  "^  yj\y^    yiJ 

6»4\y^    yJ^\yi    yi/Vy.    »sAys    yi/ 


yay 
+ 


y«y 
+ 


ty»  \y*    96  /  Vyi    y^/  vy,    y*/  \y4    yJ 


— L  /^^  _  ^^  Y^  ^^  V?*  -  ^  V^  -  ^^ 

yty4\y3  yJ\yi  y«Ayt  yJvy*  ji/ 
y»y  Ay»  yj\yi  yJ\y%  yJKy^  yiJ 
y4yAy4    y»/  vyi     y«Ayt    y.yvyi    yJ 


m 


yiy» 

+ 


ri  _  1^  yi  -  -Vi  -  i Vi  -  ~"\ 

\yi    y»/  \y«y«/ vy4    y»Ay»    y«/ 

sfeiA^iVrL-i.Vi-^Vi--'\ 

yii  y«  Vy»    y*/  Vy«    y^/ Vy»    if*/\yi    y%) 
x,x,/i     \\/i  _  1  \/i     lyi     i\ 

yiy»  \yi    y»/\y»    y./Vy»    yj/Vy4    y»/ 
^  /'i  _  iV  /"!_  lyi  _  LVi  _  1^ 

*y»  vy«  y»/  vy»  9J\9*    vJ\9t  yu 

,y»y«\y»  y*/  vyi  y«/Vys    y»y\y»  yi/ 

y%y^  \!h  yJ  \yi  yz/\yi    yJ\y^  y\J 

y»y4  Vys  nJ  \yi  yJ\y*    yt/\y^  yJ 

if^p^Ky^  »s/  Kyi  yJK^t^JKy^  yJ 

»♦y»  Vy*  ^5/  Vyi  y^J\y%    yt/vy»  »1/ 

Haltiplicirt  man  nun  die  beiden  Glieder  des  zweiten  Verhält- 
uUses  mit 

y\^y%^y^^y^y^^^ 

fo  erhSlt  man: 
Fl  C=     {xiy^-x^yx) ,  ips^y^-x^yt)  (ps^y^^-x^y^)  («»y.-ar.yj 

—  (^lyi  -^»^i) .  (^»y«— ^4y,)  {x^y^-^x^y^  {x%y%—x%yt) 
+  ('»iy€-«4yi)  •  (a?iy.-ir,ya)  (^ly^-iTiSf ,)  (-tysyt— ^jr») 
^  (^ly»— <a?ftyi)  •  (^»y »— ^ly«)  (^»y4*-^4y .)  (x4ya-^«?«y  J 

+  (^»yi— ^ayt)  •  (^iy4^a?4yi)  (^4^5— arsyO  (^5yi— afjyO 
*-f  (;riy«— »«yO .  (a:iy  *— x,yi)  (a-^y  5— oy^y  3)  {x^yx-^^x^y^) 
+  (4r«y»— arjya) .  {x^y%—Xiy{)  {x^y^-^x^yi)  (x4yi—Xiy^) 
+  (^>y4— :r4yi) .  (xiy,-.tr,yi)  (ar.yj— ^r^y.)  (ar^yi-ariya) 

— (^»y»— ^»y.) .  (^yt— ^ayi)  (^ty«— ^4y0  (^Vyi— •^iy4) 

•  ^1^1  (yi— y«)  •  (y3-:y4)(y4— y  5)  (y^—y.) 
— a-iar,  ^yi— y,) .  (y.— y4)(y4— ys)  (y»— y») 

+ «^1^4  (yi-Df4) .  (y»— yi)(yj— y  5)  (y»-^) 
—^1*5  Cvi— y»)  •  (y«-:y»)Cy.— y4)fy4— yt) 
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—x^x^  (ya— y*?  %i— yj)(y»--y»)(y»^i) 
+  xtxt  (y«— y  5) .  (yi  --yi)<y  a«— y  4)(y4— yi) 
+  a:,ir4  (ya— y«) .  (yi— y«)^2-y6)(yft'-yi) 
— a?s>5  (y»— y  5) .  (yi— y«)^t-y4)  (y4— yi) 
+  ar4ar»(y4— ^») .  (yi— yaXy«— ya)(y»-^yi) 

d.  i.  nacl^  16) ,  w0do  wir  ^ 

1»)   ü'=i:    (a:ijfa— a;ayi).^»y4~a:4y.)(ar4y»— ar6äf4)(arfty,-Jriys) 

-^(^lyi— Ä^tyi)-  C^iy4-^4y*)(«4y6— a:5y4)  (:r5yt-x«yft) 
+  (^y4-*4yi)  -^«yi-^ji^sX^iys-^s^sK^sya-^ty») 
— (^y5~^»yi)  •<^i-^8y2)(^^4— ^4y3)(«4ya-<Biy4) 
+  ( Ws— ^w»)  •  (^iy4— ^4yi)  (f 4yft— ^ftS*)  (^6yi  -ariy») 
— (^»y*— ^«ya)  •  (^lys— W)  (^«y »— ^*3^8)(^5yi-^a:iy ») 
+ (^a^*— ^*y«)  •  (^iy8— ^8yi)(^8y4--^4»8)(«4yi— ^»^4) 

+  (^8y4— «4y8)  •  <iiya-^ayi)(«fty  6— ^6ya)(ar  »yi— J:iy  J 
—  (^ay*— ^»ya)  •  (ariya— arayiXa^By*— ar45fj|)(a?4yi  -^1*4) 
+  (a:4y  *— oTjy  4) .  (JPiy«-^»yi)  (aijByt— o?,!^  (argyi  -oy^ 

setzen: 

F:C=  17':JB'; 

uod  weil  nun  nach  dem  Obigen  C=i2'  ist,  so  ist 

20)  F=  V. 

Also  sind  jetzt  alle  sechs  CoefBcieDteD  der  Gleichung 

i     Ay^+Bxy+Cx^+Dy+Ex+F=0 

des  durch  die  ffinf  gegebenen  Punkte >  deren  Coo^inaten  ar^yi; 
^«*  y«;  ^a»  ys»  ^4>  y^;  ^5^  ys  sind,  gehenden  Kegelschnitts 
durch  die  Formeln  15),  18),  20)  mit  Be^ug  auf  die  Formeln  1^» 
13),  14),  ;6),  17)^  19)  vollständig  bestimmt; 

Wenn  sechs  Punkte  in  einem  Kegelschnitte  liegen  sollen,  so 
denke  man  sich  den  einen  derselben  als  Anfang  der  Coordioateo 
angenommen,  und  bezeichne  die  Coordinaten  der  fünf  anderen 
Punkte  wie  vorher  durch 

^i»yi;  ^a»  y«;  ^a^ya;  ^4,y4;  ^itys; 

Ist  nun 

Ay^  +  Bxy  +  Cx^  +  Dy  +  Ex  +  F=zO 

m 

die  Gleichung  des  durch  die  sechs  gegebenen  Punkte  gehenden 
Kegelschnitts,  so  erhält  man  natürlich  tor 
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A,Bs  C,  Z),  JS,  F 

wua  dieselben  Werthe  wie  vorher ,  weil  dieser  Kegelschnitt  durch 
die  fünf  Punkte 

(^lyO*  (^«»2)»  (^sSs)»  (^asJ  » (^»ys) 

geht  Weil  derselbe  aber  auch  durch  den  als  Anfang  der  Coordi- 
naten  angenommenen  sechsten  Punkt  gehen  soll,  so  mnss^  die 
Gleichang 

aach  fär  x=0,  y=0  erfidlt  sein»  d.  h.  es  muss  F=0,  folglich 
Dach  dem  Vorhergehenden 

21)  0 = (^ly«— ^yi) .  (^8*4-^4^8X^4^ 4 --a?5y4)(^5y3-^8y 5) 

—(^1*3—^8*1)  •  (^ay4-^4ya)(^4y6— •r5y4)(a:»y2-^««yft) 
+ (^1*4—^4*1) .  (a:ay8— ^8y«)(^y6-^fty8)(^5ya-^«.y6) 
— (^#yö-^6yi)  •  (^ay»-^8»a)(^8.V4-^4y8)(^4y2--^Äy4) 
+ (-^2*8-^8*2)^  (^1*4— ^4.yi)(^4y  6— «6y4)(^6yi-^jyö) 
-  (^2*4— *4ya)  •  (^1*8— ^8y^)(^3ya— ^6yi)(^6yi  -^ly«) 
+ (^«^6— iTftya)  •  (^lya— ^8i^)(^8y4— ^4yii)(^4yi— ^iy4) 
+ («8y4— ^4ys)  •  (4?iya-^2yi)(^*^6— ^6ya)(^öyi— ^lys) 
— (^8ya— ^sya)  •  (^lya— ^2yi)(^2y4-^4y2)(^4yi— ^iy4) 
+  (a^4y6— ^öy4)-  (^iy2— ^2yi)(^2y8— ^3y2)(^8yi  -^lys) 

aebj  welches  also  überhaupt  die  Bedingningsgleichung  ist,  die 
Statt  finden  muss,  wenn  die  sechs  gegebenen  Punkte  in  einem 
K^lschnitte  liegen  sollen. 

Wenn  wir  die  sechs  gegebenen  Punkte  durch  Mq,   Mi,   M^ 
Ml,  M^y  M^  bezeichnen,  und 

J!fo>  Mi,  Mk 

Aet  Punkt  Mq  und  zwei  beliebige  andere  Punkte  Mi  und  Mk  die- 
ses Systems  von  sechs  Punkten  sind ;  so  ist  naqh  Archiv.  Tbl.  IlL 
S.  26d.  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten 

Xiyh^^xiyi  ' 

der  positiv  oder  negativ  genommene  doppelte  Flächeninhalt  des 
Dreiecks 

Mo  Mi  Mk, 

jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Mq  durch  den  Punkt  Mi 
zu  dem  Punkte  Mk  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach 
welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (ary)  hmdurch  zu  dem 
posiüren  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  hin  bewegen  muss.    Bezeichnen  wir  also 
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Oberhaupt  den»  jeoachden  man  sichi  um  von  dem  Punkte  Jf« 
durcf^  den  Punkt  Mi  zu  dem  Punkte  Mu  zu  gelangen»  nach  der 
clöeii  oder  nach  der  aiidi^rn  Seite  hin  bewegen  mu8*,,  ^aifiv  eder 
negativ  genommenen  einfachen  Flächenmhalt  deiJ  Drriedts 
Mq  MiMk  durch 

«0  1^  nach  21)  offenbar 

22)  0^       ^Q^t'S*  ^0>S>4*  ^0»4»6  *.^0»,6*S 
— ^0»1»8'  ^0»2>4  •  ^0>4>  &  •  4>»6*« 

—  ^0»  1»  5  •  ^0»  a>  8  •  ^0* 3>  4  •  ^0'  4»a 
+  ^0» 2»  8  *^0>  1>  4  •  ^0»  4>  6  •  -"O*  ft»  1 
•^  '4>>a»  4 -^O»!»  8  •  ^0>  3>  8  •  ^0>  5*1 
+  ^0>a»  6  •  ^0>  1>  8  »^O»  3>  4  •  ^Of  4*1 
+  ^0»Bj4  ♦*^0»1>«-  ^0>«>i  • -^O^i»! 
*^  4)»  8>  d  •  ^0>  1»«  •  «^0»  «» 4  •  ^0»  4>  1 
+  4)»  4>  *  •  ^0>1*^  •  ^0>2>  8  •  ^0>  8^1 

die  Bedingiitigsgleichungy  dass  die  sechs  gegebenen  Punkte  io 
einem  Kegelschnitte  liegen. 

^  Oas  Gesäte»  nach  welchem  die  Glieder  dieser  Glelchang  ge- 
bildet sind,  laut  auf  der  Stelle  in  die  Augen  und  wirc^  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen. 

Welchen  d^  sechs  gegebenen  Punkte  man  Äff  den  Punl^t 
Mq  setzen,  und  in  welcher  (>rdnung  man  jtTberhaupt  die  sedts  ge- 
gebenen Punkte  nehmen  will,  ist  natürlich  ganz  wffikflfarllch,  ^as 
hier  ebenfalls  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  brüticht  Die  6b\ee 
merkw  ürdige  Gleichung  findet  ganz  allgemein  für  jede  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  Statt,  in  welcher  Ordnung  man  dieselben  aocfa 
nehmen  mag,  und  enthält  daher  zugleich  eine  merkwürdige  allge- 
meine Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 

Welche  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wettn  der  durch 
die  fünf  gegebenen  Punkte 

(^l^l)»   (^2&^)f  (^5^3)5   (^4^4)»    (^6»ö) 

gehende  Kegel^hnitt  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder  eine  Hyi)er 
bei  sein  soll ,  kann  hier  als  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien 
des  zweiten  Grades  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und 
soll  für  jetzt  der  Kürze  wegen  hier  nicht  weiter  ausgeföhrt  wer- 
den, wenngleich  sich  uns  hierdurch  noch  Gelegenheit  zu  raasciien 
andern  Entwickelungen  darbieten  würde. 

Eine  der  obigen  ähnliche  Bearbeitung  der  Aufgabe,  durch  neun 
Punkte  im  Räume  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  zu  legen,  und  die 
EntwIdtelungderBedineungsgleichung,  welche  erifüDt sein  muss,  wenn 
zehn  Punkte  m  RaumeJn  einer  Fläche  des  zweiten  Grades  liegen  sol- 
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leo,  oder  wenn  sich  durch  zeh^  gegebene  Punkte  im  Räume  ehieFUohe 
des  zweiten  Grades  le^en  lassen  soU»  h^ffe  ich  der  vorlitoenden  Ab* 
bandlung  über  die  Linien  des  zweiten  Grades  späterain  nachfol- 
gen lassen  zu  können.  Vielleicht  aber  findet  sich  auch,  was  mir 
sehr  lieb  sein  soll,  einer  de?  geehrten  Leser  des  Archivs  durch 
das  Obige  veranlasst,  die  genannte  Aufgabe  über  die  Flächen  des 
zweiten  Grades  nach  einer  ähnlichen  Methode  zu  bearbeiten,  wie 
obea  ^die  einfachere  analoge  Aufgahj^  über  di^  Linien  des  ^weiten 
Grad^  bearbeitet  worden  ist.  Solli^  mir  vielleicht  ein  desraillsiger 
Aufsatz  zur  ^inrückung  in*8  Archiv  gütigst  mitgetheilt  werden,  so 
werde  ich  för  dessei)  möglichst  baldigen  Abdruck,  wenn  er  mir 
überhaupt  seinem^  Zwecke  zu  entspredien  scheint,  Sorge  tragen. 


Zur  Theorie  des  IntesraUefrarithmns. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

'  '        sn  der  VaWfertltit  zu  *  Jena. 


Unter  die  bemerkenswerthesten  Eigenschafleu  des  Xiitogral- 
log^itbmuQ  darf  man  vielleicht  die  folgende,  wie  es  scheint,  noch 
nicht  be&annte  zählen,  dass  sich  die  Differenz 

immer  in  eine  Reihe  von  <ler  Form 

verwandeln  lässt,  wobei  jedoch  die  CoefBzienten  P  fiir  positive 
und  negative  u  nicht  dieselben  sind.    Um  diess  zu  zeigen ,  gehen 

wir  von  der  Aufgabe  aus,  die  Funktion  e^1^i+'  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln,  wovon,  die 
LSsang  sehr  leicht  ist,  wenn  man  in  dem  Taylorschen  Theoreme 


herauskommen.  —  Differeoziren  wir  nuB  die  Gleichung  (2)  nach  x, 
60  ergiebt  sich  ffir  l>modjr>  — I 


s 


und  diese  Gleichung  werde  Seite  f&r  Seite  mit  deV  folgenden  mul- 
tipiizirt: 


Man  findet  so  ohne  Schwierigkeit : 


"        [e«(VTFF+x)  ^  «a(>rH-*'-*)] 


=/?;>  + Äj^«  +  Ä^ar*  +  Ä;,a:«  +  .... 

wobei  die  Werthe  der  mit  R  bezeichneten  CoeilGzienten  durch  die 
Formel 

,.   • 
bestimmt  v^erden.    Setzen  wir  ferner  in  der  Formel  (4) 

VTFJ*  +  ar=tt,  (ß) 

also 

<!••'     !^:  ■       .  .  ■    '     .  •  .M ' 

«0  wird  2V"i+^=a  +  -,  x^^^iu-^—)»  und  hiemach  ergiebt  sich 
Qod  ukch*  beiderseitiger  Multiplikatioii  mit 


) ... 


(l+^8«=i(««+i)'3i^ 


wird  au8'4ipr  vörigefi  Gleichung': 


i',  '..- 


1 

«10 


-[««•-i-i^iati 


Nach  der  Definition  4®s  Integrallogarithmus  ist  nan  bekanntlkh 


/9t  •  ' 

^c»=Ä(e*)  +  Coiißt, 


woraus  fiir  z'=^au  und  z  =  —  folgt: 


Diese  Formeln  kann  man  zur  Integration  der  vorhergehendeo 
Gleichung  l^«niitzen;   man  revbidt  fio:     | 

f  a(;fij;e«a— «(«»)]  + Const. 

Die  Gültigkeit  dieser  Gleicbuog  u^  pn  die  GrSnzen 

V2  +  I>tt>\^2-1  (7) 

gebunden,  wie  man  sogteicb.  bemerkeu  /wird,  wenn  mao  in  die 
Grleichnne  (6)  die  Gränzwerthe  -f  1  und  —  1  för  o;  einfiihrt.  Neh- 
men wir  In  der  vorigen  Gleichung  »=1»  wodurch  die  Bediogong 
(7)  erlOUt  ist,  «q  ergi^bt  sich  C==0,  und  wenn  wir 


gß^  =  P^n+i 


setzen  9  so  ist  Jetzt 


a 


i  V 


wobei  noch  die  Bedingung  (7)  erfiUlt,  sein  mu§s.  Wir  vollca  m 
die  beiden  Spezialbirungen  a=-f  i  und  a=— l'ü^teri^cheD'  >^ 
die  erste  ist 
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, .  ,  .    «(«•)-'ß(«^) .         .  '         ,    ,^^ 

1  11  1      1  1         }    i^) 

und  nuh  dem  FrOheren 

O  c        n      n(n-l)  .  (n-fl)>t(n-l)(n— 2) 

«i.-i-2»«-aL(2'')<?!»-l.  .    l.J  -     +-+1.2...,(2«-2)J  <"> 
Für  itssl,  2>  3k,  V"  geben  die#«  .F^nneU  «ebr  Iqiclit: 


2.4.6'""' 

nw«,  ^=0'  ^•'^i  '4.6.6'". 

fi'ami  ogaa  «tagegen  in  JNo.  (8)  a  n^«üv,  so  wird 

Ä(e-«)-Ä(e"*") 
1  11  11  i  }      ^^^^ 

nd  dah«i  iat 

(-1)--                    ^^     (n-t-l)n(»^l)(n-2) 
*"-2.4....(2n)t*  +  ~T^+ n +-J     <*^> 

'W;=~p|r«fWQ^  +  ^i^f=^+...+j;|§^^  (,4) 
Uieraufl  fiodct  man  leicht 

«ba  ffanz  andere  Werthe  für  die  Coeffizienten.  Man  i^eht  ht^r- 
aaa,  dass  die  Fonnel  (9)  nicU  för  negative  u  In  Anapruch  genom- 
meQ  werdcQ  Barf ,  weil  aie  dann  ^in  von  dem  in  (12)  verzeicbneten 
gani  ,veracliiedeoea  und  desabalb  falscbea  R^uitat  geben  wQrde^  *) 


*)  Btiapltl«  diettr  Art  widerltgea  die  Deklamaüoiitii ,  dit  man  noth  hl« 
vmA  dr  ilicr  di«  Allgemeine  Gültigkeit  der  Tajlortehen  Formel«  über  syn* 
tektiteke  Oekeimnieee  ele.  Kört,  am  allerketten.  Wire  die  Tayloctck» 
Reike  allgemein  ricKtig,  to  müsate  ee  auck  die  Formel  (9)  aeini    sie  mttaece 
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Zu  der  Formel  (12)  kann  man  fibri^rens  auch  noch  auf  einen 
anderen  Wege  gelaogen,  der  durch  seine  Kürze  bemerkenswaA 
ist  Bezeiclmet  mau  nämlich  mit  T  den  unbekannten  Wertb  dei 
lutegralps 


/: 


-Arctan^S»  («) 


der  offenbar  nur  von  t  abbSngt,  so  ist 

87*  /»»  cos«  - 

und  der  Wertb  des  Integnüea  rechts  ist  nach  einer  sehr  bekanntea 
Foiroel  =-^<r-'.  mithin  T=-^f^er^  oder 

''  /*2'_f  .  ^        *         /**C08X  ,    ^       X. 

was  aber  nur  für  positive  t  gilt,  weil  die  so  eben  beontzte  lote- 
gralformel  nur  fSr  solche  t  besteht  Setzen  wir  t  =  x,  f=x  and 
suhtrahiren  die  beiden  so  entstehenden  Gleichungeo,  so  wird 


•lio  aucliL  für  a«g«tiTe  U  geltea,  ww  |cgciiübeT  der  GUickang  (iS)  n  B<m^ 
lalcn  wi«  — e^ —  fübren  irürde.  Die  Sache  Ul  ab«r  iclir  »<»i*^»^|  WW 
aiai  Gleicbni^  tod  der  Form 

büuclitcihl ,  der  ngt  >i|«iüick,  ich  will  tlatVmAttlfp^Ao-^A^X^A^'^— 

c«i|ilr|ilieii i     die  «ich  mörlidut  genau  an  eine  gegebene  Cune  fF~/(l)  la- 

aclihelit  und  awac  um  lo  gentaer ,  je  höher  der  Grad  der  Parabel  iii.    Eine 

Patahel  lerlÜDfl    aber    Immer   atelig,    daher    kann    ihre    IdenliiBi  (Dedug) 

mit  der  Curva  j/=./'(x')  iiuc  lO  lange  alalt  finden,    •!■  lU*    leuiere  ebntaUi 

■ledg  Terliuft;     Irilt  al.o  z.  B.    für  x  =  S    eine    DiaGODIinuilBt   ia  /(z)  «b. 

10  kfirl  an   dieier    Stelle  die  Ideniilüt  zwiic:i«a  J/=f(x')  und  Jf:=A„^i,X 

4-<4,ar'+,...  auf,    winu  «ie  vorher  besiBodan  hat,    -well  skb'cina   ai<ileti(i 

und  eine  atalige  Curie  nicht  dutchwe 

■  n*  p«><>  Jl  =  At  +  ÄjX+^.  die  Porig 

Carve  P'=f(0),  dud  beide  CrrÜiaeafoiii 

mit  einander,     weil   ea  unzählige  CnrVt 

Xjiiii  ^antiach  eiod ,  für  X  =  S  nngUtif 

kuhrlich   und    von    einander    -vcrjchiedei 

einir^lBn,  daia  idle  Fnnklio«  f=/'(^) 

nliflVöa  l±i:5'bis  x=^  +  aj,aber  bei  . 

sw4i  WtctiiedeaeFarabeln,  welche  ir 

EUMmmenrallen,     alao    rwei  (au  Terecl 

£<£  oder  X^S  iiL      DietsliaheD  wi 

iai  eikie.an   der   Stelle  v  =  l    dieconliai 

■Uli    daher. alaö    die    doppelte   Rcihi 

äbH«em  leicht  aar  den  Fall  aoadehuea 


d.  i. 
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n  /^  ®  G08*ir  ^ 

—  5-  li  (e~») = /       -— —  Arctan  -  8x. 

*  t/  o       ^  * 

ergtebt  sich  leicht 

und  wenn  man  filr  V^2  +  l>w>  VT— 1,  wo  immer 

(11 )a: 


1>    .  ■  ^2    >-l 


wt»  den  Arctan  in  eine  Reihe  verwandelt^  so  wird 
wena  die  Grössen  J  durch  die  Formel 


_2     P^  _X^^t08X^ 


bestimmt  werden,   wobei  das  Integral  rieh  leicht  näher  ausführen 
lisst 


Heller  die  ]i91ieren  DUferenzialguotien 
ten  der  Potenzen  d<5s  Cosinns. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo milch 

an  der  Uoiveraitat  zu  Jena. 


Dilerenzirt  man  mehrmals  hintereinander  den  Ausdruck  cosMx, 
so  findet  man  leicht,  dass  die  Differenzialquotienten  gerader  Ord- 
Dong  unter  der  Form  stehen : 

Theil  IX.  21 
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+  -^incos^^^ar,  0) 

worin  ^o>  -^a»  4*'  ^t  ®*C'  gewisse  reio  numerische  CoefiiadenteD 

bedeuten ,  welche  nur  von  ft  und  n  abhängen.    Da  man  ferner  jeden 

Differenzialquotienten  ungerader  Ordnung  dadurch  erhält^  dass  man 

seinen  Vorgänger ^  der  gerader  Ordnung  ist,  noch  einmal  (fifferiNH 

ö*"  cosA*j? 
zirt,  so  ist  klar,  dass  zur  Entwickelun^  von  — -^^ —    überhaupt 

die  Entwickelung  des  Falles  m=z'2n  hinreicht.  Diese  letztere  ist 
aber  vollständig  gegeben,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  mit 
Ä  bezeichneten  Coeffizienfen  independent  bestimmen  kann.  Fflr 
den  Fall,  dass  ft  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  diese  Bestim- 
mung durch  keine  wesentlichen  Hindernisse  erschwert,  wenn  man 
einige  Kunstgriffe  anwendet;  ich  mache  dieselbe  bekannt,  weil  sie 
vielleicht  zu  weiteren  Untersuchungen  über  den,  wie  es  scheint, 
ungleich  schwereren  Fall  eines  ganz  neliebigen  fi  Veranlassung  gtdit 
Bezeichnen  wir  mit  ^,  Aii,  ^  et(;.  die  Binpmi^oeOu^enteo 
des  Exponenten  fi,  so  ist  bekanntlich 

(2  cos  a:)^= fe^  cos  fw:  +  f*i  cos  (ff — 2)ä>  +  fi^  cos  (fi — A)x +...., 

wobei  die  Rei^  soweit  fortgesetzt  wird,    bjs  sio  npi)  selbst  ab- 
bricht.. Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich: 


(l) 


,     ^,  8*»(2cos^)M 

.         +  f*2  (/* — 4)^  cos  (f*  —  A)x  -\r 

Andererseits  ist  nach  einem  bekannten  Theoreme: 

2cosiiia:=(2cosar)'" — r-(Zcosar)'«— ^H r-n — (2  cos«) 

*  7ii(m— 4)(m— 5),^         .      .  . 

\J)\ -(2cosa:)'»-«+..., 

wobei  aber  m  nur  eine  ganze  positive  Zahl  sein  darf.     Man  kann 

•      '2cosmart=:(2cos;r)'»— j(m— ^)o  (2cosj:)*»-^* 

und  wenn  man  mittelst  dieser  Formel  jedes  einzelne  Glied  dei 
Reihe  rechts  in  (1)  in  eine  nach  Potenzen  von  2cosa?  fortschrei- 
i^de  Reili^,  ver\v^pd^t,  ^p,  ]^m^  Htfm  idfihlKW.diQ  «auM.  «echte 
|^(e  Dach  so|p|i|fM  JPpt^nfiiiri.  ^lAieoa.  v»^  erbtil  hianAntttk  oIim 
Schwierigkeit:  •    <<  1      ' 
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=f«ol'*2ii(2coex>" 

+  [»h  (f*  -  2)*«  -  fio  ft*° .  f  (f^2)o]  (?  cos  a-)^-« 


+ 

oder  mit  anderen  yi^orten  :    wenn 

^Sn  cos  ^OC 

(— 1)" — g-5j-^  =  ^oCOs'*j:-f  j<aC«B'*~*^  +  .<^4C08''-*ar+.... 

+  -4  in  COS  /»-*»Jf  (2) 

gesetzt  wird,  so  ist  ftir  ein  ganzes  positives  p : 


^jj^^Oiz^IjE^^^^.,,  (3) 


worin  das  Bildungsgesetz  der  CoefBzienten  mit  völliger  Deutlich- 
keit ausgesprochen  liegt. 

Da  aas  der  Gleichung  (2)  hervorsteht,  dass  A^n^^y  «4tn4*4>  ^^* 
nicht  vorkommen  können,  so  folgt,  ^ass  fürp>n  immer  Jl^=0 
sein  musa,  was  einen  rein  algebraischen  Satz  giebt,  dessen  Beweis 
jedoch,  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  Arndt  zufolge» 
den  gewohnlichen  Mitteln  Trotz  zu  bieten  scheint 

betzt  man  zur  Abkürzung 

1.2...(2lt)  ^^^  +  -^2  +  ••••  +  -^2«]  =  Cin> 

80  ist 

cos^:r=  Ci+  Ca:r«+C4a:*  +  Cia:«+...., 

wie  man  teicht  mitteist  des  Mac-Laurinschen  Theoremes  einsieht. 


ai* 
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Einfache  Construction  des  Hrfim- 
Hiiing^halbmessers  der  Kegrelsclmitte. 

Von  dem 

Herrn  Fabriken-Kommissionsrathe  A.  Brix 

zu  Berlin. 


Es  sei  VAV  (Tat.  VlI.  Fig.  4.)  ein  Keeelschnitt,  F  dessen 
Brennpunkt  und  Q  ein  beliebiger  Curvenpnnkt,  fiir  welchen  AP 
=0?,  PQ=y  die  Coordinaten,  QiV=i  die  Normale  und  PN^t 
die  Subnormale  vorstellen. 

Man  ziehe  durch  Q  und  F  die  Sekante  QM,  errichte  io  iV^da^ 
Perpendikel  NM  auf  QN,  welches  die  Sekante  in  M  schoeidet; 
dann,  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  verlängere  die  No^ 
male  bis  zum  Durchschnitt  O  mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  Q0 
der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenpunktes  Q. 

Einen  einfachen  geometrischen  bew^eis  dieser  Constnict«» 
zu  finden 9  'ist  mir  noch  nicht  gelungen ,  woeegen  ihre  Debei«B* 
Stimmung  mit  den  analytischen  Formeln  leicht  nachzuweisen  i6^ 
Geht  man  nämlich  von  der  Gleichung 

aus,  80  ist 

u=zl(m  +  2na:),   z=4 Vm^+4(n+l)(iiw:+iiarV 
imd  . 

1     , _: 4x3 

Nach  obiger  Construction  fmdet  man  aber  leicht,  die  in  der 
Figur  angegebene  Bezeichnung  berücksichtigend:    ' 

QO=Q=i.sec^(<p  +  if)=z(i+tg^q>  +  ^)). 

Nun  ist 

w      ,    .      PF     x-'AF 

folglich,  d^  ^F=g(-l  +  VT+7i): 
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m-t-2iijr>-m  V"l-|-n_2t<— mV  l-f^ 

Es  Ut  aber 

nnd  wenn  fiSr  tg^  und  tg^  die  obigen  Werthe  eingesetzt  werden: 

,  ,    .     ,       2«(l+n>  — mVr+n 
tg(,»+K')=2;;^,_2««+«„VI+;i-» 

m 
Femer  hat  man 

sec«(9 +  ij;)=l +tg«(9+i/;) ; 
also 

»ec «(9  + 1/^)  =  — ^       J    <^=:  -5- 
^^  '  ^  in*  m* 

üben  war  ^  =  z.6ec^9H-^)  angegeben,  also  Ist  nun 

fibeicinstininiend  mit  der  analytischen  Formel  für  den  Krümmungs- 
halbmesser. 


Bemerkung  zu  Auf^albc  23.  in:  ^Die 
merkwttrdiipstenEigreiischaften  des  gre- 
radllniffcii  Dreiecks.    Von  €•  Adams« 

^Tintertliur.  1846/' 

Von  dem 

Herrn  Doctor  H.  Hoff  mann, 

Lehrer  am  Gymnatiom  su  Dansig« 


Bei  Aufgabe  23.  a.  a.  O.  ist  die  Bemerkung  nothig,  dass  die 
Auflosang  keinesweges  allgemein  ist  und  nur  gilt,   wenn  von  den 
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drei  HSlicn  Aj,  Aa,  Ag  die  Summe  je  zweier  grösser  ist,  als  die 
dritte;  denn  es  ist  diese  Voraussetzung  durchaus  nickt  die  Bedin- 
gung für  die  MriglichLeit  der  Aufgabe. 

Diese  Bedingung  ist  fiif  den  Fall,  dass  Ai>As  ist: 

1,1.1      .      ,  ^    *,*, 

Ee  wird  alleHings  der  Fall  eintreten,  dass  /13  ztrischeo  die- 
sen ClrenzeD  und  zugleich  zwischen  den  Grenzen 

A3>Ai  — /la,  Äs<Ai  +Aa 
liegt;   doch  tfird  es  Werthe  für  A,  und  ^^  gehen,   wo  die   ersten 
Grenzen  ganz  atisserhalh  der  zweiten  liegen,  wenn  nämlich 

^^<A|— Aa  oder  A4<{Ai(3— Vö^. 

Wird  Aa  grüeser  angenonunen,  so  werden  sich  jene  beiden 
Grenzen,  die  wahren  und  dte  zufciliiii^n,  thcilweise  decken,  b» 
sie  endlich  ganz  zusammenfallen.    Utes  geschiebt,  wenn 

AiAa   _  ,    ,  ■ 
j— T=Ä.+A, 


Aa=lÄi(V"6-l). 

Wächst  Ag  noch  weiter,  so  werden  die  wahren  Grenzen  zwar  wie- 
der fiber  jene  zufalligen  hinaustreten,  sie  jedoch  nicht  uebr  ganx 
verlassen,  da  der  Bedingung 

beiB  reeller  Werth  von  h^  entspricht. 

Man  kann  die  jcdesnmligen  Grenzen  fOr  Aj  ifrter  der  gemscfa- 
ten  Voraussetzutig  h,  >  i^  auf  einTocbe  Weise  durch  eine  Figur 
darstellen. 

Ist  in  Taf.  VIII.  Fig.  9.  A^ 
=h^,  errichte  in  C  und  V  die 
ziehe  AD  und  AD',  su  sind  die 
BE' ,  die  zufnlligen  AC  und  AC 

Es  wird  nun  Aj  nicht  zwis 
wenn  Bc  w  genommen  ist,  da^ 


rar  dieses  Fall  h^'^Bc. 


n9 

BctJci=AciAB. 1) 

I>«Dii  da  ßez=zAc  sein  «oü,  «o  folgt  diMe  PrvypöHiim  »oglirkb  Me 

Acicd  =  AB:  Be. 

Hiemit  ist  zugleich  der  Werth  Von  h^  füt  den  fati  ifefiittdM, 
dass  die  wahren  und  zufälligen  Grenzen  sich  decken,  dass  also 
ACz^BE'  und  AC^BE,    l)enn  nfiit  Hilfe  dieser  BedingMi^  wird 


AC;CD=AB:BE  uad  ACtCI>=AB:BE' 
eotstehen  t 

AC:ßC=AB:AB  +  BC  und  AiS-^BC:BC:=iA^.AC; 

aus  beiden  aber  folgt: 

ACiBC^BC.AB,    ,    .    .        .    .     2) 
Vereleiobt  nran  i)  und  3)  mit  einander f  so  folgt: 

ßc:=rAC  und  AtszzßC. 


Kin  Paar  Tetraedersätze 

Von  dem 

Hellrn  Schulrath   J.   H.  T.  Maller, 

Director  des  Rcalgymnaaiaffii  zu  WleiAadeiL 


i.     I 


1.    Wei^den  Ih  den  viet  Seitenflächen 

A,  i?,  C,  D 

eines  Tetraeders,  dereii  Gegenscheitel 

a,  b,  c,  t> 
sind,  vier  Punkte 

ittge#la(t  angenomni^n ,  dass  die  Geradeii 
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Oft',  bb',  cd,  öö' 
eineo  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 

haben  ^  und  bezeichnet  man  die  in 

A  liegenden  Dreiecke  alcXi,  a'Ob,  a'bc  mit  Ab^  Ac,  Ad; 
B        „  „        b'ÖÄ,  b'«c,  b'cö    ,,    Bcy  Bd,  Ba\ 

C        „  „        c'Qh,  c'bb,  c!t>ix    „    Cd,  O,  Cb; 

Z>       „  „       ö'bc,  t>'cix,  ö'ab   „    Z>^,  />ii.  De; 

wo  der  jedesmalige  Zeiger  die  dem  Theildreiecke  anliegende  Te- 
traedernäche  ist,  so  finden  folgende  Beziehungen  statt: 

Ac»  Cß.BD'DAy'^AD'DB.Bc'  CA  =  Aß.Bj.  Cd-Dc» 
Ad*Dc'  Cb'Ba'=^  Ab'Bc'  Cd'Ba^=^Ac'Ca'Bd»Db9 
Ab'Bd  .  Bc»  Ca  ^^  Ac-  Cd  •  Db-Ba  =  Ad  .  Da  •  Bc»  Cb- 

Diese  drei  Gleichheiten  von  vierfactorigen  Produeten  geborea 
der  Reihe  nach  den  drei  einfachen  gebrochenen  geradlinigen  Tie^ 
ecken 

acbe>=aObc,  aöcb=abcö,  ftbOc=acöb 

mit  den  Diagonalen 

ab,  ct>;    ac,  bt>;    a6,  bc 

zu ,  welche  durch  die  vier  gegebenen  Tetraederecken  hestinunt  iuL 


Für  jedes  solche  Viereck  ist  demnach  unter  der  oben 
teo  Voraussetzung 

das  Product  aus  den  vier  Theildreiecken,  welche 
dessen  Diagonalen  anliegen,  gleich  den  Produe- 
ten aus  den  vier  dessen  iSeiten  anliegenden  Theil- 
dreiecken, von  denen  keine  zwei  derselben  Tetrae- 
dexfläche  angehören. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  leicht, 
wenn  man,  die  Tetraeder,  welche  o  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  A,  B,  Cy  D  zu  Grundflächen  haben,  mit  ^a,  ^b,  Cc»  jCl> 
bezeichnend ,  die  sich  augenblicklich  ergebenden  Verhältnissgieich' 
heiten 

C^:CB:(Cc=/>^:I>ii:/>c» 
^b>^c'»^d=Ab''Ac:Ad9  i 

Zd:Za:Zb^=Cd:Ca'Cb 
bildet,  und  diese  in  gehöriger  Weise  durch  Multiplication  yerbimM. 
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2.    Werden  in  den  vier  Tetraederflächeu 

A,  B,  C,  D 
vier  Transversallinien 

dergestalt  gezogen »  dass  dieselben  in  der  gemeinschaftlichen  Trans- 
versalebene 

O 

liegen»  und  bezeichnet  man  die  hierdurch  auf  den  Tetraederflächen 
bestimmten  Dreieclce,  welche  durch  je  zwei  Tetraederkanten  und 
die  zugehörige  Transversallinie  begrenzt  werden,  nämlich 

^d'yOb'y  ac'\    ba',  bc',  bdf';    c6',  crf',  ca';    De',  Öo',  W 

mit 

Djy  Bj,  Ca;    Ab,  Cb,  Db;    Bc,  De,  Ac;    Cd,  Ad,  Bd; 

so  erhält  man  dieselben  Gleichungen,  wie  die  in  1.  gefundenen. 
Sowie  der  Beweis  des  ersten  Satzes  dem  des  ihm  analogen 
Tom  Dreiecke  entspricht,    wonach  mit  Anwendung  derselben 
Bezeichnungsweise 

ist,  80  ist  diess  auch  mit  dem  des  zweiten  der  Fall,   der  fär  das 
Dreieck  ebenfalls  dieselbe  Gestalt  hat. 

Diese  beiden  Lehrsätze  mit  ihren  Umkehrungen ,  deren  weitere 
Verfolgang  mit  Rücksicht  auf  ihren  Zusammenhang  mit  andern, 
fieHeicnt  noch  nicht  bekannten  Sätzen  sich  der  Einsender  auf  eine 
andere  Zeit  verspart,  schienen,  besonders  wegen  ihrer  Analoeie 
mit  den  erwähnten  Dreieckssätzen >  der  Mittheilung  werth  zu  sein. 


SSQ 


..  .'« 


!l      . 


Ueber  die  Summirunj?  der  nacli  den 
Potenzen  einer  Hanpt^rOsse  fortschrei- 
tenden Beilien,  deren  Coefflcfenten 
eine  arithmetische  Reihe  einer  lieilelbi" 

f^en  Ordnung^  hilden. 

Von 

dem  Herausgeber« 


T*- 


m 


4ch  gehe  bei  dieser  Unt^r^uchuDg  von  d^m  fol^dnden  Sätze  aiu: 

Lehrsatz. 

Wenn  die  Grosse  ±,  welche  wir  als  positiv  anneli- 
_en  wollen«  bleiner  als  die  Einheit  ist,  undn.aii<l^ 
positive  ganze  Zahlen  bezeichnen;  so  nähert  stcii 

w(n+ 1)  (1^+2)..^..  (n +  *—!)«* 

jederzeit  bis  zu  jedefti  beliebigen  Grade  der  Null«  v^*^ 
n,  indem  k  als  eonstant  betrachtet  wird,  i»'$  juM^- 
licbe  wächst. 

Beweis. 
Es  ist,  wie  leicht  erhellet: 

(n+ 1)  (n +2)....  (n+ il)  ar»+»=n(»+ 1),...  (n+Ä— 1)0* 
(«+2)(n+3)....(n  +  il+l)aj«+a=(«+l)(«+2)....(n+A:)a:«+* 


><(l+;^)(l  +  ;;^2)..^^^ 


(n+3)  (n+4)....(n  +k+2)x^^=(n+2)  («  +  3)....(n+Ä+l)a:-+« 
(n +4)(n+5)....(n  +  *  +  3)x«-H=(n+3)(n+4)....(n+*+2).T^» 

u.  s.  w. 
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oder,  wenn  wir  der  Kfln«  wegen 

u.  s.  w. 
aetzeo :  ^ 

(it+1)  (w+2)....(n+A:)a:«+i=n  (n4l)....(w+ A-l)^:« .  /Cx , 

(»t+2)(w4^)....(n+Hl)^"+*=(w+l)(w+2)....(n+Ä)a:M-i.ir,ar, 
(n+3)(ii+4)....(w+n2)a-H-8=(^^_2)(wH^)....(»+;t+l)Ä«+«,iKi^^ 
(n+4)(w4^)....(n+*+3)a?»+*==  (n+3)(n+4)...Xn+*+2)a:M-«.  JSCjar, 

U.  8.   W., 

also 

(»i+l)(n+2),...(«+A:)a:»+i=i,(;,+  l)....(,i^-^-l)a4i.jE;j., 
(•+2)(n+3)....(n+A+l);r»+9==n(n+l)....(n+;&— l)a:«.J£:jfiara, 

u.  s.  w. 
Offenbar  bt  aber 

luid  folglich 

u.  «.  w.  ' 

also 

A«F  —  Aus  y 

A:*iJK;jSraX*<(Äa:)«, 

u.  s."w. 

« 

Daher  ist  nacb  dem  Obigen: 
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(«+l)(n+3)....(«+*);f+'  =  n(n+l)....  (»+*-!)»>.  Kt, 
(i.+2)(»+3)....(»+i+l)'>"*»<»(>i+l)-(«+*-l)^-(Xi)'. 
(n+3)(>n4)._(»+*+2)»-t-'<,(„+I)....(«+*-l)ä-.(*ri)", 
(>i+4)(n+5)...,(«+*+3)aW<»(n+l)....(«+i-l)^.(«»)«. 

Soll  nun  £ir<l,  d.  i. 


sein,  so  muss 


'"»+;><'+STi'<'+d^>-<'+Mti' 


oder,  was  dksselbe  ist. 


I  Unendliche  wScl 


1     _l_        1  _ 

«'  n  +  f  M^";«+ 

deren  Anzahl  onstant,  nSmüch  /c  ist,    in 
Noll  und   können  dernelben  beliebig  nahe 
man  nur  n  eroas  genug  nimmt,  und  es 
in's  Unendliche  wächst,  offenbar  der  Bru 


welcher  sti 
immer  meh 
werden  k<> 
nach  der  A 
stimnite  (ii 
liehe  Gröst 
liebe  wachi 
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gross  ^na^  Dimnit>  immer  endlich  grosser  als  x  werden,  dann 
also  die  obige  Bedingung  erfüllt,  ima  folglich 

sein.    Dann  nähern  sich  aber  nach  dem  Obigen  die  GrSssen 

«  (n  +  l)-..(«+il— 1)  ar", 
(n+l)(n+2)....(n+Ä)a:«+i, 

'     (n+2)(n+3)....  (n+A+l)  j;«+a, 
(n+3)(n+4)..:.(n+A+2):r«+«, 

(n+4)(n+5)....(n+A+3)a:»+*, 

^      U.   8.  W. 

e 

offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Null  und  können  derselben 
beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  weit  genug  in  der 
vorhergehenden  Reihe  fortschreitet  oder  sich  nur  weit  genug  von 
ihrem  Anfange  entfernt,  wodurch  unser  Satz  offenbar  volistämlig 
bewiesen  ist. 

Die  fortwährende  Abnahme  der  Werthe  von 

n(it+l)..,.(n  +  )fe  — l)a:» 

mit  wachsendem  n  beginnt  nur  erst  dann,  wenn 

1 


<i+^>(i+m>(^  ^ih-'^'^'^^^ 


>x 


geworden  ist,  was  immer  endlich  einmal  eintreten  muss. 

Zusatz. 

Wenn  der  absolute  Werth  der  Grosse  a:  kleiner  als 
die  Einheit  ist  und  n  und  k  positive  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, so  nähert  sich  der  absolute  Werth  von 

n  (it  + 1)  (n  +  2)....  (n  +  A—  l)a:» 

jederzeit  der  Null,  wennn,  indem  A;als  constant  betrach- 
tet wird,  in's  Unendliche  wächst,  und  kann  der  Null  be- 
liebig nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross 
genug  nimmt. 


Es  ist  nun,  wovon  man  sich  auf  der  Stelle  dnrch  ganz  leichte 
Rechnung  überzeugt,  allgemein 

n{n  +  l)....(n+k^iyn(n+i).  .,{n+k—2)     (n— l)n»..(n4-)t— 2) 
1.2.3....A         "~      1.2.3...  (*-l)      ^        1.2.3,...ife        ' 

tlso,  wenn  man  f&r  n  nach  und  nach  1,  2,  3,  4, «...  n  setzt: 
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i.a.a...*    i.a.a.-(iii-.i) 

1.2.3....*— l.ä.S....(*^l)' 

2.».4....(H1)         2.3.4....jt      ,  1.2.3....* 
1.2.3....*    — 1.2. 3.  ...(*— lj  + 1.2. 3....*' 
3.4.5....(*  +  2)     3.4.5....(*+l)  ,  2.3.4....(/H-l) 

1.2. 3....*     — 1.2.3....(I=Ij+      1.2.3-..*     - 
4.5.6....(*  +  3)     4.ii.6....(*+2)     3.4.S....(*t2) 

1.2.3....*      ~  1.2.3....(*— Ij  +      1.2.3....*     ■ 


■t(»+l)....(»+*-l)     »(ii  +  l)....(»+*-2)  ,  («-l)n....(n+*--ä) 
1.2.3....*        —      1.2. 3... .(*-!»      +         1.2.3....* 

Mnltiplicirt  mui  nnn  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

1.  X,  aß,  «3 j;n— I 

und  addirt  sie  dann  su  einander,   so  erh&lt  man,  *reon  der  Kürze 
wegen 

,,     '       l.a.3....*  ..2.3.4....(*  +  l) 
.''■*=1.2.3...*+ ' 


+ 

gesetzt  wird,  auf  der  Steile  die  G]  „ 

«,  =  «,'+  L-i-x. 
Weil  nun  aber  olenbar 

'       _  •       n(n+l)....(»+*-l) 

•S»-I  —  ■»■—  — 19   2 2 a!"^ 

ist   so  wird  die  vorhergehe 


327 


2)    (1^.)!,=  ^-'^^?^^^^ 
Für  k=l  ist  nach  1): 


+  r-^+ r**  +  r^^+  ••+   i~^"""* 


d.  i. 


also 


n-1 


i,=l+a:+a»+a:'«+....+4:"-*+(-äi-5^a:»-')jr, 
3)    (l-ar)i„=l+4'i:J;»+a;»+-.  +  x»-»— j^a". 


! 

t 

^rgleicbt  man  dies^  Gleichni\g  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
2),  sd  i&det  nian,  dass^  weqn  diose  letztere  Gleichung  ganz  all- 
gemein, d.  h.  auch  noch  für  i:±^i  gelten  soll, 

gesetzt  werden  muss.  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  nach  der  allge- 
meinen Gleichung  2),  wenn  fiir  k  nach  und  nach  1,  2,  3,  4,.... i^ 
gesetzt  wird: 

(1— .r)Äii  =  Än— ^ar«, 
*  o.  a  w. 


(1— a:;Ä«=Äi 1  2,3,..,^ ^' 


also 


3Z9 


(l_a:)Ä,=  &i-Jar", 


n.  s.  w. 


(1-  ^)*^=(l_:r)«-t'^'_?iMl)^+^l^^^±*^ 

und  folglich,    wenn  man  addirt  und  aufhebt,    was  sich  anthebeo 
Ifisst: 

(l-:r)*|.=S«-tJ  +  ?^(l-x) 

.  n(n+l)(«+2)(«+3) .,        .,        >*.. 

+        1.2.3.4       y*-^} 

U.  8.   W. 

.  »i(n+l)(n+2)...(n+A-l),,        »_, 
"*■  1.2.3....A  ^'~^^ 

Weil  nun  aber  nach  4)  und  der  Lehre  von  den  geoinetriMben 
Reihen 


5)    ^  =  ^ 
1— a: 


'ist,  so  ist 


.  n(n+l)  1 

+  ~1T1      (1— x)*-» 

.«(»t+l)(iH-2)  1 

"^       1.2.3       ■  (1— *)*-»  Va^ 

.  n(n4-l)(w+2Kn-f3)         I 
+         1.2.3.4  •  (1— «)•-• 

n.  8.  w. 

.  n(n+l)(n+2)....(n+A-l)  _]_/ 

+         i.2.a...A         1-*' 
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Wenn  jetzt  das  erste  Glied   einer  arithmetischen  Reihe  der 
Aien  Ordnung  und  die  ersten  GKeder  ihrer  Diflferenzenreihen  durch 

Ay  JA,  J^A,  A^A, ....  J^'A 

und  das  nte  Glied  dieser  Reihe  durch  An^i,  die  BinomtalcoelBcien- 
ten  aber  auf  gewöhnliche  Weise  bezeichnet  werden;  so  ist  nach 
der  allgemeinen  Theorie  der  arithmetischen  Reihen  bekanntlich 

A^i=zA  +  (n^})i  JA +  (71-1)^  A^A  +  (n-l)9A^Ai-.,.. 

....  +  (n—l)n-i  A^^A, 

dho,  wenn  man  fiir  n  nach  upd  nach  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3, 
4/....  n  in  diese  Gleichung  einfuhrt; 

A  =A, 

Ai=A  +  li.JAy 

A2^A  +  2i.AA  +  22.A^A, 

A^—A+Si.AA+S2'^^+^'^^^> 

u.  s.  w. 

An^i  =A  +  (n~l)i  ,AA  +  (w— l)a .  A^A+  («-1)3  .^»J  +  .... 

+  (n— l),.^.^«»-M; 

VDiMeUch,  wenn  man  diese  Gleichungen»  nachdem  man  sie  nach 
der  Reihe  mit 

multipiicirt  hat,  zu  einander  addirt,  und  der  Kürze  wegen 
7)    £nr^i  =  A+AiX+A2u:^  +  A^x^+....+An^a^-^ 
setzt,  wie  leicht  erhellen  wird: 

8)     Un^iZzzSnA  +  ^fir-ixJA  +  inn^a:^A^A 

+  in^x^A^A 
u.^s.  w. 

+  's^a^^A*^A 
+'Sj^a!^^A*-^A. 
Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  filr 

tkte  Ausdrücke  aus  5)  und  6)  ein,  so  erhält  man: 
TheUDL  22 
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9)  Ä-.=T^^ 

l^^r" — ^  tt— *1       1 

-71 TS-  x^A  —  — 3 —  •  5 sfl^A 

(Jl—x)^  1       \—x 

1-a:"-»   ,^3.      lw-3        l       .  («-2)(w-3)         1      ^ 

.  («-l)(«-2)(«-3)      1  ('■^^ 

+ — iTO r=;i) 

U.   8.  W. 

1—«*         «       «  .     42  1         .3.2         l 


+ 
+ 


4.5.2      1    , 

(n-lXn— 2)....2       1 
■•"  1.2.3.-.(n-2)  '  1— j: 

+  1.2.3  •^l—a:)W-3'; 

u.  s.  w. 

(n-l)(n---2)....l       1 
+   1.2.3....(it~l)T=rr 

eine  allgemeine  Summationsformel^.  deren  Bildungsgesetz  deutBch 
vor  Augen  liegt. 

Ausgeschlossen  muss  jedoch  offenbar  der  Fall  werden,  wcdd 
j;=l  ist.  In  diesem  Falle  ist  aber  die  Summe  2^  aus  der  Lehre 
▼on  den  arithmetischen  Reihen  bekannt,  und  derselbe  braudit 
.daher  hier  nicht  weiter  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Für  n^/;  wird  die  Gleichung  9),  weil  nach  der  Voraussetzung 
die  Grossen 


* . 


JL,  Ai^f  -^a»  -"3»  A^y  ,»••  An — !,..#• 

eine  arithmetische  Reihe  der  Alen  Ordnung  bilden,    nach   einer 
einfachen  Transformation:  , 


..    n  : 
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1— .r"  . 

.  1— ar"— •     .  .     n— 1        ,1         .  . 
(1 — ^x)*  1  1 — X 

(n-2Xii~l) 

+ — o — 


»  / 

1 — a*^^  i  n — 3  1 

(«-3)(»-2)  _JL_.("--3)(«-2)(n-l)^3     1 

+         1.2        •'^     (1— ar)«+  O:^  ^«^    Ii: 

u.  s-  vv. 


1  — a«-*     ....      (o— A .       •! 

.  («—*)(«— Ä+1) 


ar»-*. 


^  1.2  *      •(!— a;)*- 

^  („_A)(n-A+l)(«-A'+2)  _,         1       l  x^^^A. 

u.  s.  w. 

.  («-ifc)(«-A+l)....(«-l)  __,    1 

'  + 1.2.3....A /^  •  r^xi 

Nehmen  wir  nun  den  absoluten  Werth  von  x  kleiner  als  die 
Einheit  an,  und  lassen  n  in*8  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich 
nach  dem  Zusätze  des  oben   bewiesenen  Lehrsatzes  die  Gruben 

(n— l)a?«-i; 

(«—2)0?»-«,  («—2)(ii— l):ir"-»; 

(n~3)«"-3,  (»— 3)(«-2)a:«-3,  (n*-3)(ii— 2)(«-l)a?»^; 

u.  s.  >v. 

......  («— A)  (n— ;5:+l)  ...  (n— l) a:^^ 


sSmmtiich  der  Null  und  können  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  wobei  man  immer 
zu  beachten  hat,  dass  die  Grosse  k  constant  ist.  Bezeichnen  wir 
also  die  Gränze,  welcher  2n-^  sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
oShert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  durch  £,  so  ergiebt  sich, 
natflriich  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 
von  X  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  der  obigen  Gleichung  un- 
mittelbar die  folgende  merkwürdige  Gleichung : 

22* 
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Wenn  also  die  Grössen 

eine  arithmetische  Reihe  der  ^ten  Ordnung  bilden,  so 
ist  in  e}ner  bekannten  Bezeichnung  immer: 

11)    A  +  AiX+A^^  +  A^a:^  +  ....+An^iX''-^^ 

A  xAA        x^A^A      x^J^A  .r^^M 

^  1— ar  +(1  -a:)2  +  (1— a^)«  +  (1— ^)'*  ^  "^  (l-j.)*+i* 

{-l<;r<+l). 

Wenn  auch  dieser  sehr  allgemeine  und  gewiss  sehr  merkwür- 
dige Satz  in  seinen  wesentlichen  Bestandtheilen  längst  bekannt 
ist  *),  so  ist  derselbe  bis  jetzt  doch  nur  ohne  alle  Rilcksicht  anf 
die  Oonvergenz  der  Reihe 

A,  AiX,  A^^s  A^x^y  A^x^, 

nach  den  bei  solchen  Untersuchungen  gebräuchlichen  altem  Hetb- 
den,  die  hier  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden  kSi- 
nen ,  bewiesen  worden.  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhand- 
lung war  eine  nschärfere  Begründung  des  Satzes  mit  gehöriger 
Beröcksichtigung  der  Oonvergenz  der  obigen  Reihe.  Anwendongen 
dieses  allgemeinen  Satzes  auf  specielle  Reihen  dem  Obig^  wf^ 
hinzuzufügen,  halte  ich  hier  für  überflüssig.  Auch  werden m 
verschiedene  Bemerkungen  über  die  Divergenz  der  betninMtoi 
Reihe  und  dergl. ,  die  sich  dem  Obigen  noch  «anschliesses  Bes- 
sen,  einem  Jeden  leicht  von  selbst  ergeben,  und  kunnenibhef 
hier  der  Kürze  wegen  füglich  gleichfalls  übergangen  werden. 


*)  Ick  finde  ihn  zuerst  in:  The  doctrine  of  chaoces,  •' b 
method  of  calcalating  the  probabiiity  of  eveot«  ia  pl*7' 
By  A.  De  Moivre.  F.  R.  S.  London.  1718.  4.  p.  131.  und  M^iTre 
mag  daher  wohl  der  Erfinder  «ein.  Sonst  h,  m.  auch  das  Mathena- 
titche  Wörterbnch.    Thl.  IV.     S.  601. 
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Relationen  zwischen  den  Fakultäten- 

koeffizlenten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  UniTersität  su  Jena. 


In  dem  Aufsatze  Tbl.  VIII.  Nr.  XLI.  S.  427.  des  Archivs  habe  ich 

n        n        n 

rieigty    a&ss,    wenn  Ci,  C^,  C3,....  die  Fakultätenkoeffizienten, 
h.  die  Constanten  der  Gleichung 

•1(11  +  l)(tt+2)....(u+  n—1)  =  4«*+  d«*+  Q«H .  •+  GiM« 
beniehnen,  die  Formel  gilt: 

V 

[/(l+x)]"  ) 

wobei  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  I>:r>  —  J  sein  muss. 
Diese  letztere  Beziehung  kann  nun  auf  folgende  Weise  zur  Auf- 
findunff  von  Eigenschaften  jener  merkwürdigen  Zahlen  benatzt  wer- 
den. £s  s^i  q>{iß)  eine  Funktion y  welche  sidh  wenigstens  während 
eines  kleinen,  bei  ^=0  anfangenden  Intervalles  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  y  fortschreitende  Reihe  verwandeln  lässt,  also  etwa 

g)  (y) = 4)  +  ^ly + ^y«  +  ^3^3  +  ..,. 

In  diese  Gleichung  substituire  man  y  =  /(t  -|-  jr) ,  so  wird 
9[/(l-|-a:)]  eine  gewisse  neue  Funktion  von  x  darstellen,  welche 
Bii  ^(^)  bezeichnet  werden  möge,  und  man  hat 

tf;(j:)  =  A+^i/a+^)  +  ^2[^a+^)P+ 

Verwandelt  man  hier  jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (1) 
selbst  wieder  in  eine  Reihe  und  ordnet  dann  Alles  nach  Potenzen 
von  X,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  auf  die  Form 
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bringen,  worin  o^,  0|,  a^,  ....  auf  gewisse,  leicht  in  einer  F« 
ausarückbare  Weise  von  JL,  Ai,  ^,....   und  Ci,  Cj,  Ci,.» 


Formel 

hängen.  Wählt  man  nun  die  ursprüngliche  Funktion  ^(y)  so,  4iyn 
sicli  y[/(l+a:)]=:i(;(a:)  ganz  unabhängig  von  der  vorigen  Betradi- 
tung  in  eine  Fueihe  von  der  Form 


if;  (ar)  =  60  +  61  j:  +  ^.23:* +630:^+ .... 

verwandeln  lässt,  so  fiihrt  die  Vergieichung  der  Coeffizienteo  bei- 
der Reihen  leicht  zu  Eigenschaften  der  Fakultätenkoefüzienteo. 

Das  einfachste  Beispiel,    was  sich  hierzu  geben  lässti  bildet 
die  Annahme  q>(2f)^::ey,  oder 

y       y^ 

woraus  (ör  y=/(l+Ä?)  folgt: 

und  wenn  man  hier  die  Formel  (1)  fÖr  m=l,  2,  3,  etc.  in  An- 
wendung bringt  9  so  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  der  Coeffi* 
zienten  von  ac^: 


n 


Ci  —  C^  -f-  Ca  —  C4  -|- .... = 0, 

wie  man  auch  leicht  aus  der  Definition  der  Fakukätenkoeffiiientei 
ableitet. 

Nimmt  man  in  der  bekannten  Reihe  für  cot  \z  iur  z  die  in^* 

näre  Grösse  y  V^— 1,  so  erhält  man  leicht: 


ev 


worin  Sj,  B^  etc.  dieBernoulIischen  Zahlen  bedeuten.  FQry=i(l4'^) 

geht  die  linke  Seite  in  -^-  über,    was  sich  unmittelbar  leicbt 

in  eine  Reihe  verwandeln  lässt.    Nach  beiderseitiger  CoefBzieoteo* 
vergleichung  kommt  man  auf  die  Relation 

Ar       n^r  j^n  r  _1.2.3....(n~l)  n-^j 

M§1  O^ — x^W  +  ZfftCö — ....  — ^ 'iT+l' 

die  wegen   der  einfachen  VerknüpAnig  der  Faknitäteokoef&ieote« 
mit  den  BernouUischen  Zahlen  von  Interesse  ist. 

Eine  etwas  allgemeinere  Ausfuhrung  dieses  Gedankens  ist 
die  folgende.  Mittelst  des  Theoremes  von  Lagrange  verwandle  man 
die  pte  Potenz  von  der  Wurzel  der  GleichuDg 


in  eine  eacb  Potenzen  von  a:  fortgehende  Reibe.  Day=:/(i-|-^) 
die  fragliehe  Wurzel  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Reine  i%b* 
[l(Xi'a;)]P,  und  zwar  ist  der  Coeffizlevit  t<m>af*  in  ihr 

If  ach  No.  (1)  dagegen  ist  der  Coeffizient  von  a:"  in  der  Enttvicke- 
lung  von  [/(l-|-ar)]P: 

(— 1)»-P 
(p+l)(|»+2) n  *''• 

Aus  der  Vergieichung  beider  Resultate  ergiebt  sich 

(-1)-!».  1.2...  (p-l)C,  =  o^'b^'{^^']' 

wenn    nach   geschehener    Differenziation   y=0  genommen    wird. 
Nach  der  Regel  fiir  die  Differenziation  der  Produkte  kann  man 
hieraus  leicht  die  fols^ende  Form  ableiten: 


( 


-i)^PCp=(n^\)^^l>^v(^J^\  y=0; 


«Ke  vielleicht  zi?  einer  independenten  Bestimmung  der  Fakultäten- 
kocffizienten  (lihrt. 


Viitersachiiiigren  filier  die  Harve,  wel- 
che der  Ort  der  Fnsspnnkte  der  S^enk« 
rechten  ist,  die  man  in  einer  SlUipse 
Yom  mittelpnnl&te  auf  ilire 
Tangrenten  fällt. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  MatJbe«ial2k  aii4  Physik  an  d«r  höheren  Bärgertchole  zu 

SiBdieiiii  bei  Heidelberg. 

I)    Sei 


336 

die  Gleichung  der  Ellipse,  so  ist 

die  Gleichung  der  verlangten  Kurve,  in  Bezug  auf  die  nämiicheo 
Koordinatenaxen.  Diese  Kurve  besteht  aps  vier  kongruenten  Thei- 
len,  wovon  der  eine  reicht 


von 


x-=-a  bis  a:  =  0 
y==0    „    y^b 


der  andere  von    j^^^    ^^    ^^q     {' 

i  a:  =  — et  bis  :r=0     ) 


der  dritte  von 


.  (a?=U  bis  a:=a      ) 

der  vierte  von    j  ^^^^  bis  y=0  }  * 

Die  Kurve  ist  leicht  zu  verzeichnen.  Bedeutet  ÄCBDA 
(Taf.  VIL  Fig.  5.)  die  Ellipse  (1),  so  mache  man  Winkel  COE 
=^FOB  und  zeichne  OF  so,  dass 

V      OB.  PC 

alsdann  wird  F  ein  Punkt  der  verlangten  Kurve  sein. 

11 
Wäre  ACBD  die  Ellipse,    deren  Halbaxen  -,   t-  wären,  w 

hätte  man :  "     ^ 

OGxOF=\. 

Die  Kurve  (2)  ist  immer  ausser  der  Ellipse  (1)  und  berührt  ne 
bloss  an  den  vier  Endpunkten  der  Axen. 

2)  Die  Ordinate  y  ist  im  ersten  YleHel  (von  B  \A%  C)  \aB 
gleich  Muli,  in  C  gleich  6;    ist  nun 

2<  2Ä*)  so  ist  ^=6  ein  Maximum  der  Ordinate  y  mid 
°  >    ft2 1         sje  wächst  also  beständig  von  B  bis  C; 

2>   6^)  so  ist  für  j:=0,  ,iy=6  ebenfalls  ein  Maximum 
^  =  26^1         und  y  wächst  gleichfalls  von  B  bis  C; 

>  26M^oi8tfflra:=y  T-4(^5=:^' ^=2"  V  ^M^ 
ein  Maximum  und  es  wächst  y  von  B  bis 
zu   einem  Punkte  Hy    dessen    Abscisse 

\  T"-4(^2Z:p)^2  '''*'  ^'  ""^^  "^ 
y==6  ein  Minimum  und  es  nimmt  also« 
wieder  ab  von  H  bis  C»  wo  es  =6  wird. 


3S7 

?)    In  den  in  der  vorigen  Mommer  aii%ezählten  Punkten  Haft 
angente  an  die  Kurve  parallel  mit  der  Axe  der  jp;    in  den 
Ponkten  A  und  B  aber  mit  der  Axe  der  y, 

4)  LSsst  man  die  Halbaxe  OB  (die  grossere)  wachsen, 
während  OC  unverändert  bleibt,  so  erhält  man  eine  Reihe  der 
(hirch  (2)  ausgedruckten  Kurve  analoger  Kurven.  Die  einhüllenden 
Kurven  dieser  aller  "sind  zwei  Kreise ,  Heren  Durchmesser  nach 
Grosse  und  Lage  die  Linien  OC  und  OD, sind,  welche  Kreise 
beide  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen  und  alle  die  Kurven  in  den 
Punkten  C  und  D  berühren. 

5)  Die  von  der  Kurve  (2)  umschlossene  Fläche  ist  gleich  der 
halben  Fläche  eines  Kreises,    dessen  Halbmesser  gleich  BC  ist. 

^Der  zwischen  unserer  Kurve  und  der  Ellipse  (I)  liegende  Raum 
ist  gleich  der  halben  Fiädie  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser 
gleich  0Ä-06'ist. 

Der  Flächenausschnitt,  welcher  dem  Winkel  BOF=i  ent- 
spricht, wird  ausgedrückt  durch 

— 4 —    "^  — 8 — ®'™2^ 

Q  Die  Länge  des  zum  Winkel  t  gehörigen  KurvenstOcks 
wird  ausgedrückt  durch 


\1 ;^-8ra«</ 


dt 


V  1 S4-sm»fY  1 ^ä-8in^< 

welche  Integrale  elliptische  Integrale  sind,  deren  Werth  nach 
»Cudermann,  Theorie  der  Modularfunktionen  und  Mo- 
dularintegrale.  §.219."  bestimmt  wird.  An  diesem  Orte  wollen 
wir  auf  die  nähere  Bestimmung  nicht  eingehen. 

7)  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  die  Achse  der  x,  so  entsteht 
ein  Rotationskörper,  dessen  Kubikinhalt: 

Der  Kubikinhalt  des  KSrperstficks,  das  durch  die  zwischen  der 
Ellipse  und  der  Kurve  liegende  Fläche  erzeugt  wird,  ist: 

8)  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  eine  Axe,  die  in  ihrer  Ebene, 


aber  so  liegt,  daa«  sie  verlfiiupert  die  Kurve  ucht  «dMeidet,  nal 
heissl  h  die  Seabrecbte  von  0  aus  auf  die  Axe,  so  istderKHliik- 
iahalt  des  entatdienden  Kvtpers: 


XXXVII. 

Heber  das 
Orahamsche  KompensatloBspendeL 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dieüger, 

Lehrer  an  der  höheren  Börgerachnle  sn  Sinaheini  bei  Heidelberg. 


Bekanntlich  besteht  das  Grahamsche  Kotnpensatlonspendd  ia 
einer  Pendeletan^  AB  (Taf.  Vll.  Fig.  6.) ,  die  aAf  dem  Boden  iiCF£ 
einee  cylindrischen  GeiSsses  befeBti^  ist,  in  trelchem  sich  Onecbii* 
her  in  solcber  Menge  befindet,  dass Itei  Erhühong  oder  ErnieAiiew 
derTemueraturdieSchwingnngsdanerdessoznaaninieneesetzteDPeii- 
dels  nicht  (oder  kaum)  geBndert  wird.  Die  Aufgabe  Ist,  diese 
Quecksilbermenge  vi  bestimmen. 

Ehe  wir  JecTocb  dieselbe  in  B 
einige  Torläufiife  BemerfaiDgen  macl 

8-.1 

Sind  «ine  Rdhe  materieller  Pu 
verbunden  und  es  dreht  sich  das  (i 
deren  einer  Seite  es  sich  befindet 
einer  Kraft,  die  an  einem  Punkte 
Bezug  a«f  die  Winkelgeschtvindigli 
wenn  die  Masse  Zmr*  (bei  der  m 
tes,  r  seine  Entfernung  von  der  Di 
mr*  bezeichnet),  in  einem  einzig! 
sich  in  der  Entfernung  1  von  der 
mentare»  Beweis  dieses  Sätzen  « 
Mailer  Physik  und  Meteorolo; 
heisst  Jbs  Tr3gheitsmomenl  At 
von  raal^riellen  Punkten  ein  K^rpi 
ersetzt,  ausgedehnt  auf  den  ganzet 
Paukte  dieses  KfiT)>ers  glelcne,  pi 
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von  denen  jede  durch  op  ansgedrilckt  werde;  so  ist  die  Wirknng 
anf  den  Punkt  m  gieicn  mtp,  und  die  Wirkung  aller  Kräfte  auf  den 
Kuiper  ist  die  nänilicbey  als  wenn  eine  einzige  Kraft  Zinq^r  in  der 
Eotremung  1  von  der  Drehaxe,  parallel  mit  den  frühem  Kräften, 
angebracht  wäre.  Es  wird  also  der  Kurper  schwingen,  wie  ein 
einfaches  Pendel  von  der  Länge  1,  dessen  Masse  (in  einem  ein- 
sigen Punktß  vereinigt  gedacht)  z=.fr'^dm  und  dessen   bewegende 

Krait  ^=^frtpdm,    dessen   beschleunigende    Kraft  also    ^'tz^i — 

fr  dm  ,  fr^am 

^q>'r  ^ »     ist    Nun  ist  die  Dauer  der  OsziUatton  eines  einfachen 

Pendels  von  der  Länge  1,  auf  das  die  beschleunigende  Kraft  tf; 
wirkt,  =n\  -j ,  demnach  die  Dauer  der  Oszillation  des  zusammen- 
gesetzten Pendels  ^7t^  ^^ß^^n^f^^^  wenn  g  die  be- 
kannte Beschleuni^ng  der  Schwere  (=^,80696|)  bezeichnet.  Ist 
/  die  Länge  des  einfachen  Pendels ,  das  unter  dem  Einflüsse  der 
Schwere  die  nämliche  Oszillationsdauer  hat,  so  ist 


^9        1  gfrdm 


also 


wenn  M  die  Alasye  des  ganzen  Körpers^  rj  die  Entfernung  des 
Scbirerpunktes  desselben  von  der  Drehaxe  bedeutet.  Hieraus 
folgt: 

fr^dm  z=:  IJUri , 

wodurch  man  das  Trägheitsmoment  eines  Korpers  ohne  alle  Rech- 
nung bestimmen  kann,  wie  diess  schon  Euler  in  seinen  Anmer- 
kungen zu  B;ohins  Artillerie,  111.  Anife.  »um  Vlli.  Satze> 
zeigt  fMan  sehe  auch  Coriolis  Lehrbuch  der  Mechanik 
fester  Körper.  $.  43.  udd  Poisson  Mechanik.  II.  §.  395.) 
In  den  obigen  Formeln  kann  man  auch  das  Element  des  Gewich- 
tes einführen  statt  des  Elements  der  Masse. 


§•  8. 
Sei  nunmehr  bei  0^  Temperatur: 


die  Hohe  des  Quecksilbers  im  Gcfässe  DH=f; 

das  Gewicht  der  Volumeneinheit  der  Masse  der  Stange  ^£==6; 

».  w         „  „  „        >f      des  Gefösses  =€i; 

,»  ty         ,>       ^       f,  des  Quecksilbers  ^=2e^; 
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der  KoeflQzient  der  lineareD  Ausdehnung  der  Stange  für  1^  Tem* 

peraturerhuhung  =ik, 

des  Gefasses  für  l^^Tem- 

peraturerhuhung  =Ai? 

des  Quecks.  für  P  Tei 

peraturerhOhung  itr/'«. 

Berechnen  wir  nun  zuerst  frdm  bei  0*^.     Diese  Grosse  besteht 
aus  folgenden  Theilen: 

«)  fSr  die  Stange  AB  ist 


99  M  »>  »9  M 

peraturerhuhung  =A 

99  99  ♦>  99  »9  xa^-wj     -or««^^»».     »«.      -        -  OlB' 


frdm^i  I 


xr^nedx^=  — s — 


6)  für  den  Boden  des  Gefasses 

ffdm  = /^''^*r,*«eia:rfa:= ^PC2a6 +6«) ; 
c)  für  den  obern  Theii  des  Gefässes 

rf)  für  das  Quecksilber 

Heisst  jetzt  jKl  die  Sumxpe  dieser  Grössen,  so  ist  fiirO^Temperafor 

/rrfw  =  K. 
Brh5ht  sich  nun  die  Temperatur  zu  ^,  so  hat  man  in  fzusetien: 

statt  a  nun  a (J  -f-AQ ;    statt  b :  6  (l+Ar,  t) ;    statt  c :  c  (I-f-Ä'i Q ; 

„    r    „    r(l+Ä<);      „     ri:ri(l+/iO;     «     ra:ra(l+M; 
g  £i  ea^_ 

und  um  den  Werth  f  zu  finden,    den  man  statt  f  zu  setzen  hat» 
bemerke    man,     dass    bei    0^    das    Gewicht    des    QuecksUben 

=  (ra*-r*);r/Va  und    bei    /«:[ra«(l+2^i0— r«(l+2«)3«/' j^^^ 
ist,  so  dass 

(r,»-r,)/-=  [V(l+2A,<)-r«(l+2A0]  j:^^, 

w_     (r8'-r')Al  +  3AaO 
'    ~ ra«(l+2Ai<)— r'(l  +2A0' 

Setzt  man  diese  neuen  Werthe  in  K,  so  erhält   man  dea 
Werth  £',  der  =frdm  bei  ^  Temperatur  ist 


\ 
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Ganz  eben  so  findet  sich  bei  0^: 


7t 


nnd  für  i9: 

fr^dm  =  Ki\ 

wenn  Ki    aus  Ki  eben  so  gebildet  wird,  wie  IC  aus  K. 

Die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher  Oszillations- 
dauer ist  also  bei  0®:  -ji  ,  bei  P:  -ro-.  Damit  also  Kompensa- 
tion Statt  finde,  rauss 

sein,  aus  welcher  Gleichung  der  Werth  von  f  bestimmt  werden 
mass.  Sie  ist  im  Allgemeinen  in  Bezug  auf  f  vom  6ten  Grade. 
Da  i  aas  dieser  Gleichung  nicht  verschwindet,  so  ist  eine  Kom- 
pensation  unabhängig  von  dem  Werthe  von  t  nicht  raüglich  ;  man 
wird  also  t  innerhalb  der  Gränzen  der  Temperaturwechsel  nehmen 
nod  alsdann  /  berechnen.  Auch  kann  man  für  eine  Reihe  von 
Werthen  von  /  die  entsprechenden  Werthe  von  f«c)  berechnen, 
and,  wenn  ihre  Differenzen  gering  sind,  den Mittelwerth  für  /nehmen. 
^Iren  aber  die  Differenzen  der  verschiedenen  Werthe  von  /be- 
deitendy^o  wäre  eine  Kompensation  geradezu  unmöglich. 


Heber  die  Bewegranfr  einer  Kugrfei  im 
Iiaufe  einer  ^Windbttelise. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Di  eng  er, 

Lehrer  sn  der  höheren  Bärgerschule  xn  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Um  diese  Bewegung  zu  bestimmen,  soll  vorausgesetzt  werden, 
dass  die  Kugel  gepflastert  (umwickelt)  sei,  also  fest  aufsitze;  fer- 
ner sei  die  Keibung  derselben  im  Laufe  =  b  (so  dass  ein  Gewicht 
von  b  Kiloer.  nOthig  wäre,  sie  ans  dem  Laufe  zu  ziehen);  end- 
lich möge  der  Widerstand  der  Luft  ausser  Acht  gelassen  werden. 
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Es  habe  nan  der  an  den  Lauf  angeschranbte  KolbM  «tim 
Inhalt  =A'  Kubikmeter ,  sei  r  der  Halbmesser  des  Laufes  In  Meten, 
a  seine  Länge  im  nämlichen  Maasse;  femer  werde  das  Ventil, 
welches  den,  die  gepresste  Luft  enthaltenden  Kolben  abschliesst, 
während  t  Sekunden  geöffnet  und  es  sei  die  Elastizität  der  etn- 
geschlosseuen  Lull  gleich  dem  nfachen  Drucke  der  Atmosphäre 
(bei  mittlerem  Barometerstande,  den  wir  voraussetzen);  endlich 
sei  das  Gewicht  der  Kugel  =/)  Kilogr. 

Während  der  r  ersten  Selninden  wirken  auf  die  Kugel  einer- 
seits der  Druck  der  im  Kolben  eingeschlossenen  Luft  imd  ander- 
seits die  Reibung  und  der  atmosphärische  Druck. 

A  X  c  r  B 

I 1 1 1 1 

Sei  demnach  in  vorstehender  Figur  AB  die  Länge  des  Lufei 
(a  m^tr.),  ^C  der  Wes,  den  die  Kugel  während  der  t  ersten  Sekonden 
durchläuft,  X  der  Punkt,  in  dem  sie  sich  am  Ende  der  Zeit  t « t)  befin- 
det, AX=^x  m^tres.  Der  Inhalt  von  AX  ist  z=zrhta^ ,  demnach  die  im 
Kolben  enthaltene  Luft  in  den  Raum  k  -f  r%.T  ausgedehnt;  ihre  Spen- 

nung  beträgt  also  noch  i  j  ^      Atmosphären,  also  ist  derOmckanfdie 

Kugel  =1  -  ^-,  wenn  m  gleich  den  Drucke  der  atmosphfirisdiei 

Luft  auf  1  Quadratmeter  (ms:  10330  Kilogr.  ungefähr).    Man  U 
also 

w= j ^'         •  C) 

wenn  g  die  Beschleunigung   der  Schwere  ( :=  9,8068  m^trei)  be* 
zeichnet.    Hieraus  folgt: 

5-  pv^  =  mnkg  big  f        ^  "  /^  (* + rm^7t)gx,         P) 

wenn  o  die  6eschwiodigk«it  im  Punkte  X  bedeutet. 

Hieraus  folgt: 

^  

^  =Vailog(l  +  6i;r)— CiO:, 

wenn  at=     ^   -,  64  =  -^,  C|=  ^        -g  ist,  woraus  folgt: 


t^  C'  ^  (3) 


V  Ol  log(l-f  6iJ^)---Cia:' 

Da  dieses  Integral  nicht  allgemein  bestimmt  werden  kaim^jo 
begnügen  ^ir  uns  mit  einer  Näherung,  bdem  hx  hnmer  Mein  ^^ 
wird.    Treibt  lUaji  die  Nähenmg  bis  vax  fierten  Petens  von  Sy  «0 
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komint  man  auf  elliptische  Funktionen ;    wir    wollen    uns  jedocli 
mit  det  zweiten  Potenz  von  or  begnfigen  und  setzen 

log(l+6,:r)  =  &ijr — ^, 
so  dass 

i      '  ™  .  dx 


t/04/      ,  «lÄi*^  0/0 


worin  aift|>Ci  und  2(a|fii— C|)>ai6i*a:  sein  muss,  d.  h. 
mnr^*^b'\-Thn7c  und  ^{mnT^ — b — ifir*»)>  — r — x. 

Die  erste  Bedingung  ist  jedenfalls  erfölit,  wenn  Bewegung  erfol- 
gen soll  9  und  die  zweite  zeigt;  dass  ^ 


2A:  {mnr^n — b  —  mrhc) 
mm 


*< ^^'^* 


8^  wird,  was  immer  der  Fall  sein  wird,  wenn 

2k{mnT^-—b  —  mr*yg) 

ist   Setzen  wir  diess  voraus,  so  ist 

*-*!  V  5^arc(sm=V  2(^§r^))  +  6f^V  ^' 

wenn  ^  irgend  eine  ganze,  positive  Zahl  ist,  und  man  dann  für 

Va  b  ^x 
A.  ^ L  _ — O  den  kleinsfen,  positiven  Werth  nimmt. 

Von  a:«ö  bis  ^t^^^^l^Si  i^t  ^=0,  und  da  wir  a:  <?Öi^Ö> 
voraussetzen  9  so  ist 

DemnacK  ist  die  Längey 

Fände  sich  p>a,  so  hätte  die  Kugel  den  Lauf  schon  vor  Eitde 
dec  Zeit  t  verlassen,  und  es  wäre  die  Zeit  t',  während  welcher 
m  fan  Laufe  gewesen  wäre: 
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und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sie  denselben  verlassen: 

Ist  aber  o<a,  so  bewegt  sich  die  Kugel  noch  ferner  imLaafe. 
Ist  nun  am  Ende  der  Zeit  t  (vom  VerÜuss  der  Zeit  r  an  gerech- 
net) die  Kugel  in  Y  und  heisst  CY:=y,  so  findet  sich,  wie  oben: 

woraus  sich  ergiebt: 

welche  Formel  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  F  bestimmt  Setit 
man  hierin  y^za  —  q,  so  erhält  man  endlich  die  G^ch windigkeit, 
mit  welcher  die  Kugel  den  Lauf  verlässt,  Hir  die  man  findet: 

worin  q  durch  die  Formel  (6)  bestimmt  ist. 

Diese  Endgeschwindigkeit  zu  bestimmen,   haben  wir  m«  ar 
Aufgabe  gesetzt. 


Velbiingrsaufgralben  für  üchfiler» 

Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schaler  des  polytechnischen  Institates  zn  Dresden. 


Folgendes  ist  zu  beweisen. 
Für  jedes  beliebige  p  und  positive  ganze  r  besteht  die  Relation 

1)    -P-.T (^i)r-i\ 2.4,6....2r    _ 

-1         2               2.4  2.4.6....(2i^2) 

~  ~P -2  +  (p-2)(p-4)  - «-*>      •  (p-2)(p-4)...(p-är+2)- 

(Forlselzung  folgt.) 


.♦.  i  -~. 


Heber  die  Identität  der  PyramidaN 
und  prismatischen  fitchnitte  mit  den 
Terwandtschaften  der  CoilWeation  und 

Affinität. 

Von  '  ^ 

Herrn  Simon  Spitzer 

,    sn   Wieo. 


f  I 


§.'L;    '    ;-• 

MSbius  Btelit  in  »einem  barycentri^cjien  ;Calcui  zuerst  da^ 
AiRi^  derCoUineation  auf;  er  sagt  darüber  Folgendes.:  Das^eseii 
dieser  nenen  Verwandtschaft  besteht  darin,  dass  bei  zwei  ebenev 
oder  körperlichen  Räumen  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein 
pQnkt  in  dem  andern  Räume  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  man 
in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von  allen  Punk- 
ten, welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden,  die  entsprechen- 
den Ponkte  in  dem  andern  Räume  gleichfalls  dnrch  eine  Gerade 
verbunden  werden  krmnen.  .» 

Ans  dieser  Erklärung  leitet  er  die  Eigenschaften  dieser  Figui' 
reo  durch  Rechnung  ab.  Andere  vervollkommneten  diesen  Gegen^ 
stand  tbeils  durch  analytische,  theils  durch  geometrische  Arbeiten, 
aber  es  herrschte  darin  kein  eisrentlicher ,  wahrer  geometrischer 
Zusammenhang,  es  fehlte  das  Band,  das  sie  inniger  vereinigen 
sollte.  Man  luLtte,  um  mich  der  Worte  Steiner's  zu  bedienen, 
nur  eine  Sammlung  von  aus  einander  liegenden,  wenn  auch  sehr 
scharfsinnigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zusammenhän- 
gendes Ganze  zu  Stande  gebracht. 

§.  2. 

Ich  habe  versucht,  den  geometrischen  Zusammenhang  collinear- 
verwandter  Figuren  zu  erforschen:  ob  es  mir  gelungen,  mögen 
Sachverständige  entscheiden.  —  Wenn  man  eine  Pyramide 
durch  Ebenen  s^hneid^t,  so  haben  je  zwei  dadurch  ent- 
stehende Schnitte  eiqe  «olcbe  Uelation  gegen  einan- 
der,  dass  jedeA  Punkte  de)s  eiii0i»  Schnitts  ein  Puni^t 

Theil  11.  28 
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des  andern  entspricht,  dergesfälf ,  dass  wenn  drei  Paukte 
des  einen  Schnitts  in  gerader  Linie  liegen,  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andern  Schnitts  ehen- 
falls  in  gerader  Linie  enthalten  sind;  daher  entspricht  auch 
jeder  Geraden  des  einen  eine  Gerade  des  andern  Schnitts.  Man 
nennt  solche  Systeme  von  Figuren,  die  diese  EigenschaA  haben, 
nach  Mobius,  coUinear- verwandte  oder  coUineare  Figoren. 

§.3. 

Wird  die  Pyramide  saimpt  ihren  Schnitten  auf  irgend  eine 
Ebene  projicirt,  so  sind  auch  tlie  Projectionen  der  Schnitte  colli- 
Ma»  vetAvandt,  dorn  naeb  denr.  (leci^iitt^  ifw  Pr^tGtionfi#br«  at- 
spricht  jedem  Punkte  Ini  Räume  ein  PüÄKt  der  Projecflon,  xoA 
«f^iui  im  l^amne  äfetlkiikte  in  eb^  ^•rfiileAll^ge«.  so  iie||i 
4iß  Pr«|j#ptb0ei^  dlea^  .dfei-Piwkie  mcV  '^^  ^'w^  Geraden«  a 
sogar  zwei  Pröjectfonen  Eines  Sthnitfes  shtd  VrOTÜnwa^terfraii«, 
denn  die  beiden  Proiectiomm  einer  Geraden  sind  im  Allgemeiiien 
wieder  Gerade,  una  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entspricfet 
ein  Punkt  der  andern.  Liegt  ein  Schnitt  in  einer  projicirendftB 
Ebene,  so  ist  die  Projection  desselben  eine  Gerade,  daher 
auch  eine  Gerade  'mit  irgend  einer  Figur   collinear- verwandt 


§.4. 

Man  kann  daher  bei  der  Entwickelung  der  Gesetze  der  coB* 
nearen  Figuren  sowohl  von  den  Schnitten  der  P3nramide  als  ibrm 
Projectionen  ausgehen,  die  bei  den  erstem  gefundenen,  so  oft  es 
mfedch  Ist,  auf  letztere  ausdehnen,  und  umgekehrt.  Auf  diese 
Art  l^rnt  man  zugl^lieb  de^  innern  Zusammenhang  der  TflottHeiNff 
Grössen  und  ihrer  Ptpjectionen  besser  kennen. 

§.5. 

Man  lueimt  den  Seheitel  der  Pyramide  das  CoUineaücnsef» 
truro»  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  beider  Systeme  die  ColB* 
neationsachse.  Dieselben  ßenennungcn  gelten  auch  für  ihre  Pro- 
jßc^fnßn.  Hier  ks^  der  spezielle  FoU  eintreten,  dasa  die  Colli- 
neatmmsachse  in  eijuen  Punkt  übergeht. 

§.  6, 

Nach  diesen  Erklärungen  wird  man  im  Stande  sein,  tn  trg^ 
einer  Geraden  ab  (Taf.  K.  Fig.  I.)  des  Systems  I.  Ihre  cat* 
sprechende  AB  des  Systems  U.  zu  finden.  BÄan  lege  nSmBcIl 
durch  O  und  aö  eine  Ebene ;  der  Schntft  dieser  mit  der  Ebene  H. 
gibt  die  verlangte  Gerade.  Eben  so  kann  man  zu  irgend  einen 
Punkte  c  des  Systems  L  seinen  entsprechenden  Punkt  C  des 
Systems  II.  finden;  man  verbinde  nur  O  mit  c,  und  verlängere 
dies^9  Strahl  so  lange,  bis  er  die  Ebene  11.  im  verlegten  Punkte 
C  schneidet. 

§.  7. 

Je  zwei  entspisechende  Crerade  zweien  eollinear-verwaadtaa 
Figuren  schneiden  sich  In  der  Collioeationsackse)  denn  betaehten 
wir  h-gend  zwei  entsprechende  G^de,   so  Hegtii  sie  nach  dem 
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• 

V«therg«keiiden  in  «hier  Ebene,  sie  mO$«eii  sUA  AAer  schneiden. 
Ibr  Ebrdvichnlttspimkt  Hegt  aber,  well  er  der  Geraden  des  ersten 
Systems  angehört,  in  der  Ebene  des  ersten  SjrsiMis,  und  weil  er 
aoch  der  Geraden  des  »weiten  Systems  anffeh(>rt/  in  der  Ebene  des 
ziretteo  Systems;  er  gehurt  atso  beiden  Ebenen  an,  dUher  liest 
er  k»  Durehscbnitt  beider,  d.  i.  in  der  €olHneationsachse.  Es 
sehneiden  sich  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Projectlonen' der 
tieraden  in  einer  Geraden ;  was  besencFers  fill*  dfe  Geometrie  de- 
scriptive  bemerlceiiswertb  ist. 

$.  8. 

Daraus  folgt:  Ist  ia  Taf.  IX.  Flg.  ^.  ron  zwei  Figuren  die 
ehie  derselben  ABVD,  die  CoHiheationsachse  MN^  und  ein  der 
ecatern  entsprechender  Punkt  a  gegeben,  so  iSsst  sich  mit  Leich- 
ti^eit  die  mit  der  ersten  colli near -verwandte  bloss  mit*  Hülfe  des 
Lioeals  colkstruiren.      Man  verlängere  nämlich  AD,  bis  die  Colli- 

1  auch  ein  V 
idten  Figur. 

,    __  .. jtsprechendt    

Verlängert  man  dann  AB  bis  zum  Dufchsehnitt  3  SMt  der  Colli-^ 
neationsacbse«  a^  ist  2  wie^ter  ein  Puokjt  der  «6;  verbindet  man 
iAet  2  mit  a>  so  ist  «16.  dl«  deir  AB  efitspreebende  Gierade;  vec- 
läogert  man  BC  bW  3»  verbiodet  man  3  mit  fr,  so  erhält  man  be, 
II.  a.  f. 

&.  9. 

ÜDmittelUaf  daraus  folgen  wieder  eine  Beibe  merkwürdiffer 
^tze,  von  denen  ich  nur  folgenden  anführe:  Drehen  sich  die 
Seiten  eines  necks  um  n  feste  Vuukte,  die  in  einer  Geraden  liegen, 
uod  bewegen  sich  n^^\  Ecken  desselben  auf  eben  so  vielen  festen 
Cemdenj  wekh»  sich  in  eittem  und  demsetbe«  PtHikte  Q  durch- 
schneiden ,  so  bewegen  sich  a«ich  die  übrige  Ecke  vmk  alle  andern 
eatspred^nden  Punkte  in  andern  festem  Geraden,  welche  mit 
jeoen  den  Di«ichscbHtt  O  gemein  haben.  ' 

9.  ta 

Unter  aBeA  Paaren  entspechender  Geraden  zeiehfoen  sich  xwei 
besonders  aus»  man  nennt  sie  die  Gegenachsen.  IMs^ki  man 
sioii  ■ärolick  dorch  die  Spitze  O  eine  Ebene  parallel  m  einer 
der  beiden  Ebenen  gelegt,  so  kann  sie  diese  Ebene  nicht  schnel- 
deo,  wohl  aber  die  andere,  zu  der  sie  nicht  parallel  ist;  und  2war 
in  einer  Geraden  parallel  zur  Collineationsachse.  Die  dem  jedes- 
maligen Schnitte  (Gregenachse)  entsprechende  Crerade  liegt  unend- 
lich entfernt. 

§.  11. 

Zfeht  man  in  einem  Systeme  mehrere  parallele  Gerade  ab,  a'b\ 
o**",....  (Taf.  IX.  Flg.  3.),  legt  dann  durch  jede  derselben  und 
durch  das  CoHineatiODscentcum  El>enen,  die  sich  in  einer  Geraden 
A^B^  schneiden,  die  zu  den  parallelen  Geraden  parallel  ist,    und 

23* 
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micht  man  den  Durchschnitt  W  dieser  Geraden  mit  der  andem 
Ebene»  so  ist  Bf  (in  der  Perspektivlebre  unter  dem  Naipen  B«^- 
nnngspunkt  bekannt),  da  er  nicht  nur  im  Durchschnitte  der  fbe- 
nen  Ä"aby  A"a*b'  t  A"a"b" y*.,,  sondern  auth  in  der  Ebene  D. 
liegt»  der  Durchschnitt  jener  Geraden,  die  den  parallelen  Geraden 
ab 9  a'b' ,  a"b" ,.*,•  entspreclien.  Aendem  diese  parallelen  Creradea 
ihre  Richtung,  so  ändert  auch  A"B"  ihre  Richtung,  sie  bl^t  aber 
immer  in  der  Ebene  A'B"B\  Man  sieht  daraus,  dass  der  Ort 
derDurchschnittspunkte  derjenigen  Geraden  imSysten 
II.,  welche  parallelen  Geraden  im  System  1.  entspreches, 
die  Gegenachse  MN  des  Systems  IL  ist,  oder  auch,  dau 
jeder  Reihe  paralleler  Geraden  in  dem  einen  Systeme  ein  Punkt 
m  der  Gegenachse  entspricht.  Eben  so  ist  der  Ort  der  Dordi* 
schnittspuukte  der  Geraden  im  Systeme  I. ,  die  parallelen  Creradeo 
im  Systeme  IL  entsprechen ,  die  Gegenachse  des  Systems  I.  Die- 
ser Satz  lässt  sich  auch  sehr  vorthedhaft  für  die  Projectioncii  der 
Pyramidalschnitte  übertragen.  • 

§.  12/ 

Wir  kfinnen  die  colKnearen  Fisruren  auch  noch  auf  eine  zweite 
Art  betrachten.  Es  sei  ^AC(Taf.X.Fig.4.)  die  Grundfläche  tmd  Oder 
Scheitel  einer  Ppamide;  denkt  man  sich  diese  Grundfläche  AM 
als  fest,  und  die  Spitze  O  der  Pyramide  als  Feränderlirb,  so  «er 
den  dadurch  nur  immer  andere  und  andere  Pyramiden  beschricta. 
Schneidet  man  sie  alle  durch  eine  Ebene,  so  sind  die  dadiidi 
entstehenden  Figuren  collinear-verwandt,  denn  es  entspricht  Jede» 
Punkte  m  des  emen  Systems  ein  Punkt  nt'  des  andern ;  xoAStu 
waren  eigentlich  allgemeine  Betrachtung  der  Geometer. 

§.  L3. 

• 

Wh*  wollen  hier  zuerst  die  allgemeinen  Benennungen  fesiNt- 
zen,  und  dann  einlege  Gesetze  dieser  Figuren  entwickeln. 

Der  Durchschnitt  der  Schnittebene  mit  der  E^ene  AJEUi  (Tat  X. 
Fig.  4.)  ist  die  Collineationsaohse,  auf  ihr  schneiden  sich  alle  est* 
sprechenden  Geraden,  es  möge  der  Punkt  O'  sich  nach  was  immer 
llir  einem  Gesetze  bewegt  haben,  die  Figuren  sind  einander  wenip 
stens  zu  je  zweien  colliuear-liegend ,  und  haben  daher  einen  Punkt 
(CoUioeationscentrum)  ^  wo  sich  die  Verbindungslinien .  der  eot* 
sprechenden  Punkte  schneiden.  Die  Beweise  cTieser  Sätze  siod 
so  einfach,  dass  ich  sie  ganz  übergehe.  Legt  man  durch  0  «ad 
O'  Ebenen  parallel  zur  Schnittebene,  so  erhält  man  im  Durchsdmitt 
diese!'  Ebenen  ihit  der  Ebene  ABC  die  Gegenachse. 

§   14. 

Bewegt  sich  der  Punkt  O'  in  einer  Geraden,  so  haben  alle 
Figuren  nur  Ein  CoUineationscentrum ,  die  Punkte  aa'a^c^....  hit- 
gen  in  einer  Geraden,  eben  so  bb'b"b'".„.  u.  s.  w.,  denn  so«rok) 
aO,  ACy  f  AO",...  liegen  in  einer  Ebene,  als  auch  «,  a',  n''-^. 
daher  der  Durchschnitt  beider  in  einer  Geraden»  die  durch  die 
gemeinschafMichen  Punkte  an'a".  ..  beider  Ebenen  gebt 
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§.  15.  . 

Hinsichtlich  der  besondern  Lage  des  Collineattonseentrunis 
und  der  Collineationsachse  kOnnen  folgende  Fälle  eintreten: 

Ij  Eis  kann  das  Collineationscentriuu  unendlich  entfernt  sein; 
dann  gebt  die  Pyramide  in  ein  Prisma  über,  die  Durchschnitts- 
figureo  stebei  in  einfacheren  Relationen,  man  sagt^  sie  seien 
affio«  oder  stehen  in  der  Verwandtschaft  der  Affinität. 

2)  Es  kann  die  Collineationsachse  anendlich  weit  entfernt 
«ein;  dann  sind  die  schneidenden  Ebenen  parallel,  die  Schnitte 
4nd  ähnlich,  können  aber  auch  congrueot  sein.  Die  Spitze^  der 
P3^ramide  oder  ihre  Projection  nennt  man  hier  Aehnlichkeitspunkt. 

3)  Es  kunnen  die  Collineationsachse  und  das  Collineations- 
oefltruin  unendlich  entfernt  sein,  d.  h.  es  wird  ein  Prisma  von 
püalielen  Ebenen  geschnitten;  die  Durchschnittsfiguren  sind  dann 
nur  coTi<[:ruent 

Aehnliche  Fälle  lassen  sich  auch  bei  der  »weiten  Betrach- 
tangsnreise  anführen. 

§.  16. 

Wir  haben  bisher  die  coUinearen  Fieuren  in  der  Lage  betrach- 
tti,  wie  sie  unmittelbar  tms  dem  Pyramidalschiiitt  entstanden  sind, 
oder  b^  der  Lage  der  Projectionen  dieser  ihrer  Schnitte.  Man 
nemt  sie  so  eigentlich  colhnear-l)|^nd.  Denken  wir  uns  nun  die 
Finren  in  einer  solchen  Lage,  dass  nicht  mehr,  wenn  man  je  zwei 
enaprechende  Punkte  mit  einander  verbindet,  sich  alle  Verbin- 
duDgstinieii  in  einem  Punkte  schneiden,  so  ist  die  Frage,  wie 
fmdei  man  da  zu  jedem  Punkte  oder  zu  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  den  entsprechenden  Punkt  oder  die  entsprechende  Gerade 
in  andern,  wie  kann  man  die  Figuren  wieder  in  ihre  ursprOng* 
Rehe  Lage  bringen,  oder  hauptsächlich:  welche  Gesetzt  finden 
twischen  den  Elementen  beider  Systeme  statt?  Ich  will  hier  ein 
iär  allemal  bemerken,  dass  die  Gesetze,  die  ich  hier  aus  einer 
Betracfatoogsweise  ableite,  sich  auch  auf  die  andern  anwenden 
lassen. 


§•  17. 

Es  seien  in  Taf.  IX.  Pig.  5.  ABCD  und  abcd  vier  einander 
entsprechende  Punkte  in  entsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
liegend,  so  ist  wegen  des  Strahlbüschels  OA^  OB,  OV,  OD, 
der  von  den  zwei  Geraden  ad  und  AD  geschnitten  wird: 

ab  ^ad_AB  ,AD 
ch' cd-^  CS' CD' 

und  diess  ist  das  Gesetz,  das  zwischen  ie  vier  in  einer  Geraden 
liegenden,  einander  entsprechenden  Punkten  herrscht,  und  das, 
wie  man  sieht,  auch  dann  noch  stattfinden  mosa,  wenn  die  beiden 
Systeme  irgend  eine  andere  Lage  haben,  denn  es  hängt  bloss  von 
dM  Abschnitten  der  Punkte  abcd  und  ABCD  ab. 
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§.  18. 

Sind  dalief  tteif  in  germder  Linie  liegende  Punkte  ABCD 
(Taf.  IX.  Fig.  6.)  des  einen  «Systeme  und  drei  ihnen  entepreckode 
abc  des  andern  Systems  gegeben,  so  kann  man  den  vierten  <{  finden; 
denn  ju  obiger,  Proportion  sind  die  drei  eri^en  C^ieder  gegeben, 

und  es  «ei  das  Tiei^  unbekanate  Glied  -^z=m,  «o  ist  if  voUIbob- 
men  bestimmt.    Durcb  Construction  findet  man  ihn  auf  folgende  Art 

Man  ziehe  ewei  Gerade  uBter  einem  beliebigen  Winkel,  träfe 
auf  der  einen  ^ie  Punkte  A'B^CD'  und  auf  der  andern  die  Punße 
a'ÄV  auf,  «o  ^s  AB'^AB,  JB'C^BC,  CD'^CD,  a!6'=alK 
b'&=bc  ist,  verbinde  6'  mit  B',  c'  mit  C,  den  Durchschnitt  0 
mit  />'  verbunden,  selineidet  die  «'<$'  in  d',  den  man  dsma  auf  der 
^gebenen  Geraden  aufträgt,  so  d^ass  cd^^=^-ifd!  ist.  Beh«fe  de« 
Beweises  ziehe  man  noch  OÄ  y  so  hat  man  einen  Strahifaiscliel, 
der  von  den  zwei  Geraden  ÄD'  und  a'rf'  geschnitten  ^^]  ^*^ 
findet  die  oben  aufj^estellte  Propottion  statt.  Ffir  aüoe  riguren. 
wo  die  Strahlen  aÄ^  bBy,..,  parallel  sind,   muss  sich  noch  oeb^ 

dem  verhalten  :-vj^=:^Y^=^^=:....    Man  kann  daher  bei  affineo 

Piguren  aus  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  ABC  des 
eisen  Systems  und  aus  zwei  ihne«  <eiltopr0bh^i^o  oi  des  aeden, 
des  dritDeft  Punkt  e  finMleli,^  und  zw^  .4iftreb  Caw4n]ct«Mi  «nT  i^ 
gende  Aften. 

1)  Man  ziebe  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  a.  Wieder  zw^  Gerade  iftttf 
einem  beliebigen  Winkel,  trage  auf  dieselbe  Art  ti^^  vorher <fie 
Punkte  A'BfUa'b'  auf,  verbindet'  mit 6'  ujmI  riebe  durch C^e 
Parallele  zu  ffV ,  so  ist  </  der  verlangte  Paukt,    Jftdet: 

2)  Man  ziehe  ia  Taf.  1^.  Fig.  7.  ,ß,.  zwei  parallele  Gffi^ 
trage  wieder  die  Punkte  AIßCa'b*  auf.    verbMe  A'  mit  of»  ^ 
mit  b'  und  C  mit  dem  Durchschnitte  O,  i^  ist  c'  der  ?«itangti 
Punkt 

Die  Beweise- beider  Con^tmctionen  ergeben  sich  ansdöit»«- 
setzen  der  proj^efivfsthen  B^ifi^Aiungen  eli^n^  StrahlbQsühei* 

§.  19. 

Schon  aus  diesen  Constructionen  ergeben  sich  die  folgenden 
Sätze : 

1)  Sind  zwei  Gerade  und  in  jeder  derselben  drei  beijeWg« 
Punkte  gegeben^  so  können  diese  Geraden  immer  als  collineare 
Gerade  und  die  drei  PUare  von  Punkten  als  entsprechende  collh 
neare  Punkte  angesehen  werden. 

2)  Sind  zwei  Gerarle  nnd  bi  jeder  derselben  zwei  beließ 
Punkte  gesehen,  so  können  diese  Geraden  immer  als  affin«  ge- 
rade und  die  vw^  Paare  tob  {linkten  ab  «ntiprechende  «nne 
Punkte  angeftdiett  werden.  ,   . 

Denn  nimmt  man  in  der  einen  Geraden  nodi  eine»  ^^^^^^ 
Punkt  an ,  so  kaon  man  dm  «utimMrecheiiÄt«!  Punkt  in  der  a»iM^ 
Geraden  nach  dem  Vorhergieiiienden  finden. 
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'      Eö  sind  tttit  Pnnliie  Aß CDt:  (Taf.  X.  Flg.  8.)  und  vier  ihoeö 
^tpprec^nde  Punkte  abcd  eSnier  colUnearen  Figur  gegeben,  man 

»n  den  Punki  e,  welcher  dem  Punkte  E  couinear  ist , .  flndeo. 
an  bilde  durch  Verbindung  der  Punkte  ABCD  und  abcd  die 
tk|ide»  vollständigen  Vierecke,  ziehe  die  ^£,  die  die  Fß  in  M 
odineidet,  suche  den  dem  Punkte  TIf  entsptei^henden  Punkt  Im  andern 
Systeme  (m) ,  verbinde  a  mit  m,  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  Ort 
des  Punktes  e.  Verbindet  man  nun  z.  B.  auch  Gmif  JE,  U'o<lurch 
man  TT  erhält,  und  sucht  den  entsprechenden  n,  so  ist  auch  00 
AßT  Ort  des  Pttrtktes  e,  daher  ist  e  ini  Durchschnitt  beider  Oetfer. 


.( 


fi.  21, 


Es  sind  vier  Punkte  ABCD  (Taf.  X,  Fig.  9.)  und  drei  ihnen 
entsprechende  Punkte  afn:  einer  affinen  Figur  gegeben,  man  soll 
den  Funkt  d,  welcher  dem  Punkte  D  affin  ist,  finden.  Man  bilde 
durch  Verlnndung  der  vier  Punkte  ABCD  das  vollständige  Viereck, 
so  erhält  man  die  zwei  neuen  Punkte  M  und  iV,  suche  die  ent- 
sprechenden affinen  Punkte  m  und  n  in  den  Geraden  06  und  bc, 
▼erbinde  m  mit  c  u,nd  n  mit  a,  so  ist  im  Durchschnitt  beider  der 
▼erlangte  Punkt  d. 

Es  I((inneQ  daher  im  AJisemeinen  zwei  beüd)ige  Vierecke  als 
e^Knear  lind  zwtsi  beliebige  Dreiecke  als  affin  aussehen  werden. 


§22. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  der  Collineatlon  und  Affi- 
nitlt  der  Figuren  als  Pvramidalschnitte  und  durch  diese  wenigen 
SSdfe  ist  man  Im  Stanae,  eine  zahlreiche  Anzahl  voti  Aufgaben 
zuibscn,  und  {iber^iU  den  geistigen,  geometrischen  Zusammenhang 
mit  der  grOssten  Allgemeinheit  zu  vereinen.  tSätze,  die  sonst 
lange  SeWeise  bedurjiten,  werden  dadurch  von  selbst  Mar,  das 
schönste,  die  Kegel-  und  Cytinderschnitte  erscheinen  nur  als  ein- 
zelne, spezilöüe  Fälle.  Wbr  wollen  nun  gleich  versuchen,  mehrere 
Aufgaben  mit  Hülfe  unsere):  gewonnenen  Sätze  zu  lösen. 

1)  Es  sind  zwei  Systeme  collinear-liegender  Punkte  gegeben, 
man  soll  die  Gegenachsen  beider  Systeme  constnilten. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lOsen,  suche  man  xucrst  die  CoMi- 
neaftioosachse;  sie  geht  nach  §.  7.  durch  die  Durchschnittspunkte 
eftlsprecbender  fierasen;  verlängert  man  daher  in  Taf.  X.  Fig.  10. 
mk  ^n4  AJi»  ac  und  AC,  so  sind  M  sowohl  a!s  N  Punkte  der- 
selben, daher  MN  die  CoUtneatiousachse.  Die  tiegenaohsea  Ue^ 
sea  nutt  mit  ii^r  parallel  t  und  zwar  in  den  Durchschnitten  der^ 
durch  O,  zu  jeder  der  beiden  Ebenen  parallel  gelegten  Ebene; 
Biehi  man^  luia  duiieb  0  z*  B.  gmr  ab  und  ac  Parallelen,  und  verlän- 
gert sie  so  lange,  bis  sie  die  Aß  und  AC  schneiden,  so  erhält 
mtm  die  degenachse  des  Systems  ABC  Eben  so  erhält  man  die 
Gegenachse  des  Systems  abc. 
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• 

2}    Es  ist  eine  Figur  des  >^inen  Systems,    die  Collioeations- 
aebse,  das  CollineationsceDtnun  und  die  Gegeaacbse  dea  aaderp 
Systems  gegeben.     Man  soll  die  mit  der  gegebenen  Figur   coUi- 
near- liegende  Figur  durch  Construction    fioden.  — ■-  Es   sei    abcd 
(Taf.  Dt.  Ftg,  3.)  die  gegebene  Figur,    P(p  die  Collineationsachse 
und  MN  die  Gegenacbse ,  der  zu  bestimmenden  coÜinearen  Figur. 
Wir  entwickelten  in  §.  11.  den  Satz:    Wenn  man  durch  A"^    ein« 
Parallele  zu  irgend   einer  Geraden,    z.  B.  ab  zieht,    bis  sie  die 
Gegenachse  in  ß''  schneidet,  so  ist  dieser  Punkt  B"  der  geome- 
trische   Ort   der   Durchschnittspunkte'  jener    Geraden  im    andero 
Systeme,   die  zu  ab  parallelen  Geraden  entsprechen.     Wollen  wir 
daher  die  der  ab  entsprechende  Gerade  im  andern  Systeme  erhal- 
ten ,  so  ziehen  wir  durch  das  Collineationscentrum  eme  zu  ab  pa^ 
rallele  Gerade,    verlängern  dieselbe  bis  sie  die  Gegenachse  in  V' 
schneidet,   so  ist  B"  ein  Punkt  der  zu  suchenden  ^Geraden.     Die 
ab  schneidet  aber  auch  die  Collineationsachse  in  einem  Punkte,  d& 
ebenfalls  der   zu  suchenden  Geraden  gehört,    weil  je  zwei    ent- 
sprechende  Gerade  sich  in  der  Collineationsachse  schneiden,    es 
smd  daher  von  der  zu  suchenden  Geraden  zwei  Punkte  bekamt 
daher  auch  die  Gerade.     Fährt  man  so  fort ,    so  erhält  man  alle, 
den  Geraden  a6,  bd,    de  u.   s.  w^.  collinear  liegenden   Geraden, 
daher  auch  zuglei(:h  die  collineare  Figur. 

3)  Es  sind  zwei  collineare  Figuren  gegeben,  die  nicht  colli- 
near  liegen,  man  soll  das  Collineationscentrum  und  die  CoUinea- 
tionsachse  durch  Construction.  bestimmen.  Nehmen  wir  aii,  wir 
hätten  bereits  die  Gegenachsen  gelunden,  ziehen  wir  dann  «tu 
einem  Punkte  Ä"  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  der  einen  Gegenachse  zwei 
Strahlen  B"a,  B'^ß,  so  werden  die  entsprechenden  Geraden  a'6', 
a"b"  im  andern  Systeme  einander  parallel  sein  und  von  der  CoW- 
neationsachse  ein  eben  so  grosses  Stück  aß  abschneiden,  als  die 
zw^ei  Strahlen  abschnitten.  Um  daher  unsere  Aufgabe  za  losen, 
müssen  wir  zuerst  die  Gesrenachsen  construiren,  das  geschidit 
auf  folgende  Art:  Es  seien^iu  Taf.  X.  Fig.  11.  ABCD  und  abcd 
collinear- verwandt;  ich  ziehe  in  dem  einen  Systeme  ABCD  zwei 
Paar  zu  einander  parallele  Gerade  3IN,  M'S'  und  MP,^  SFP/ 
und  bestimme  in  der  .collinearen  Figur  die  entsprechenden  Geraden 
(indem  ich  zuerst  zu  den  fünf  Punkten  ABCDM  und  abcd  den 
dem  JU  entsprechenden  m  suche,  dann  eben  so  n,  /»,....);  in  den 
Durcbschnittspunkten  R,  S  sind  zwei  Punkte  der  Gegenachse 
enthalten.  Hat  man  auf  diese  Art  die  Gegenächsen  der  Figur 
ABCD  (Taf.  IX.  Fig.  3.).  bestimmt,  so  kann  man  das  Stack  4^ 
leicht  finden;  man  braucht  nur  die  parallelen  , Geraden  ab,  du 
liber  die  Gegenachse  dieses  Systems  zu  verlängern.  Um  noch 
B''a  zu  finden ,  denken  wir  uns  die  Ebene  I.  parallel  zu  sich  selbst 
fortbewegt,  oder  bloss  eine  Gerade  P'cp'  parallfel  zur  Gegenachse 
gezogen,  so  sieht  man,  dass  aß i a' ß'  =i  uB" i c^ B" y  woraus  man 
aB^  finden  kann.  Trägt  man  aB"  nun  von  B"  aus  auf  und  zieht 
die  Parallele  zur  Gegenachse,  so  erhält  man  die  Collineationsachse. 
Sucht  man  im  andern  Systeme  auch,  die  Collineationsachse,  1^ 
dann  beide  Systeme  über  einander,  dass  sich  beide  Collineatioii«* 
achsen  decken,  und  zwar  so»  dass  sich  die  gleiehliegenaen  Geraden 
in  einem  Punkte  derselben  schneiden  ;  so  sind  die  Figuren  colli- 
near-liegend.  Das  Collineationscentrum  findet  man  durch  Verbin- 
dung entsprechender  Punkte. 
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Ich  will  nur  noch  erwihnen,  dass  fast  aHe  Sitze  aus  Stei- 
ner's  systematischer  Entwickelung  der  Abhängigkeit 
ceometrischer  Gestalten  von  einander  sich  onmittellMir  anf 
die  collinear- verwandten  Figureh  anwenden  lassen. 


Heber  einen  alHremeinen  üelirsatz  der 
Statik  und  ftjber  ^Inii^e  greometrisclie 
und  statische  Stttze  Ton  der  Pyramide 
und  den  eefeJgren  Körpern  filberiiaupt. 

Ton 

dem  Herausgeber. 
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■   §.  1.  ■ 

Ich  will  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

1 

Lehriatx, 

Wenn  beliebige  Kräfte  im  Räume  unter  einaider 
im  Gleichgewichte  sind»  so  sind  immer  auch  deren  Pro- 
jectionen  auf  einer  jeden  beliebigen  Ebene  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte. 

Beweis. 
Die  gegebenen  Kräfte  seien 

*»     'l>      "%9     '39      ^4>"«*> 

die  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  in  Beziehung  auf  ein  beliebi- 
ges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  seien 

-39,giZ'j   Xi,yi,zi'f  ^s,  y«,  1^;   ^S' ^s»  ^;-; 

<md 


MS 

n,  n,  n^,  On,  1^..... 

durch 

9y  *.  %;  <Pi>  ^>  %i;  9>2>  '^2»  &5  «;^»  ^z»  to;-«-; 

so  ist,  wie  ich  iii  der  Abhandkiog  Archiv.  ThI.  VI.  Nr.  XXXVIII. 
23)  uiid  24)  gezeigt  habe,  wenn  wie  dort\der  Kürze  wegen 

5)  K=\A^  +  B^+  C»  -  (^cosa  +Bco8ß+  Ccosy)* 
gesetzt  wird: 

(^«+^HC2)co8a— (^cos«+i?cos/J+Ccosy)J 

cos  (p  ^ — ,-    _       _ . 

(A^^B^+C^)co8ß—(Aco9et+Bco8ß+Ceo8y]iB 
6)     ^cosif^-  ^^__g__ 

_  (^Hg^H-Oco8y--(^costt-|-gco8/?+  Cco8y)C 

7)  C08t=:  .  ^    ,  > 


und 


und  ebenso  filr  die  andern  Kräfte. 
Abo  ist 

cos  »cos  fp  ~  cos  «  —  j2t  M-i-  /^  (-^  ^^®  **  +  Äcos  j5  +  Ccos y), 

cos  1  cos  if; = cos  ß  —  i2  rfeg  ■  /^  (^^  ^^®  «  +  Ä  COS  /3  +  Ccos  y)j 

c 

costcos;g==cosy— ^  t  ^2  ■  r'2('^^^^"  +  '^^Q*P  +  ^*^^y) 


I    .' 


ttnd»  wie  man  mittefet  leichter  Rechnung  findet: 

oos  t  {I  e«^  —  »^eoa  ^) 

C 

=^jäXg5V7^t'^(ycosy — fCos^+Ä(2cosa— arcosy) 

-^QiOiCSDHß — ycQ8u) 

cos  i  (i;  cos  X — f  cos^) 
=  ^t  .  ^  ,'^M(3fc«sy^ieocfg)  +  B(ieostt>-<t?cosy)  | 

+  C(xC08ß — yCOSo)    ) 

/ 
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COIS  t(t;C08  9  —  |C08  i) 

,i  '  ..  +^X^<^08/J— ycosa) 

"■  l«+g2+^^^^^®"  — ^cosy). 
Also  ist  offenbar  in  einer  bekannten  Bezeichnung  ' 

8) 
ZiIcosg)=  -S^/^cosft^TjäZgqi^C^  l^Pcos  a+ÄZPcos  /3+  C2:A:os  y), 

2:JIeosx=2:/\;os  y— ^  ■  j^  ■  ^{AZPcos a+B£Pco8 ß+  CZPcosy) 
und 

27J7(|cos'^  — 17  cos  9) 

+  C2!P(xcosß — ycosa)^ 

'I 

Zil(iy  cos  %  —  f  cos  ^) 

=: -js^jTjjX^M^PCycosy  —  2C0S/?)  +  JB-2'P(rcosa'--arcos7) 

+  C2!P(a?  cos /3 — y  cos  a) 

—  ^2  ^^^  ^^{BZPcoB  y—  C2Pco8  ß), 

undcos  9 — S  cos  x) 

=  •pxgix^^'^'^^^y^^®)' — 2C0S/J)  +  B2P{zco8a  —  arcosy) 

+  C2P(xcosß  —  ycoso) 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte 
unter  einander  im  Gleichirewichte  sind»   so  ist  nach  den  Grund- 

a 


».  ♦ 


lehren  der  Statik  bekanntlich 


2PcoHa=0,  2Pcosß=zOs  2PcoBy=0; 
2P(xco8ß — ^coscr)=:0, 
ZP{y  cos  y  —  2  cos  ß)  =  0, 
ZP  (2  cos  a  —  X  cos  y)  i=0. 

AI«o  'Xki  nach  dem  Obigen  auch  ^  - 

l'JIcosg)=0,  2:JIcostf;=0,  rilco8x=0; 

rJI(|costf;^i;cosg>)=;0,    '    *      '        .1  "'  '!  ^ 
^JI(i/cos35  —  f  C0S1/;)  ==  0, 

2:/i(j  cos  9 — I  coö^x)  =  0; 

und  nach  den  Grundlehren  der  Statik  sind  folglich  auch  die  Krälte 

J7,  IIu  JIj,  Ha,  ü^», .". 

unter  einander  im  Gleichgewichte,  wie  bewiesen  w#^den  sqllte« 

Wenn  man  die  Projectionsebene  >als  £bene  der  xy  annimmt, 
so  erfordert  der  Beweis  des  obigen  Satzes  weniger  Aufwand  von 
Caicttl.wte  vorher;'  derselbe  ist  jedoch  hier  aj^lehtlich,  nament- 
lich auch  4es  Folgenden  wegen  >  in  mtigliehst  grosser  AUgemßint 
beit  geführt  worden. 


.  .11  ^» 


Ffir  an  einem  und  demselben  Punkte  wirkende  Krälte  iSsat 
sich  nun  aber  auch  der  folgende  Satz  beweisen: 

Lehrsatz. 

Wenn  an  einem  und  demselben  Punkte  beliebig  viele 
Kräfte  wirken,  und  deren  Projectionen  auf  zwei  belie- 
bigen iich  schneidenden  Ebenen,  jedes,  diese^r  .beiden 
Systeme  ffir  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte 
sind;  s.o  sind  jederzeit  die  gegebenen  Kräfte  sejbs,t 
unter  einander  im  Gleichgewichte.  '      -   ' 

B  e  w  e  i  s. 

Wir  wollen  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten 
Bezeichnungen  auch  jetzt  beil^halten,  und  nur  annehmen,  dsMi 
die  Kräfte 


Pf  JP|,  JPjj,  P^t  /\,....  V 


/ 

\  I 


sämmtlich  an  einem  und  demselben  Punkte  wirken  sollen.    Sind 
diinn 

^'or  +  B'y  +  C2 + Zy  =0 

die  Gleichungen  der  beiden  sich  schneidenden  Ebenen ,  von  denen 
oben  im  Satze  die  Rede  gewesen  ist;   so  ist  nach  (•  L  8):    , 


9SS 

£nco8(p=z2PcoB  ^-^jf^RxrQsH^  üPcoßa+BZPcoB  /J+  C£Pcosf), 

B 

2: JZcoa t=  2:Pco8 /?—  ^2j. ^gi  r% (A2P cos ce+BJSPcos ß+ CsPcos y), 

r* 

Zncos  jr^HPcoBy-  ^i.^n^c^C^JP^osai^BU^Peosß'i^C^Pt^mi^; 

und  auf  ganz  ähnlicHe  Art  ßir  die  7\^  eite  ProjectionsebeDe  in  einer 
leicht  durch  sich  selbst  verstäDdlicbeo  Bezeichnung: 

2irco8(p'==2Pco8a—j,^,jg^^^J^A'^Pco8€ti^R2Pco8ß^C^Pt08y), 

B' 

2irco8ilf'=^Pco8ß'--^^^rff^^{A^Pco8ai,B^Pco8ß^  C^Pcoay), 

C 

2n'C0BJ(^t=^Pc08y^J,^.^t^^^(Af^PtO8^+B2Pt08^  C^Pcosf). 

Weil  nun  naefc  der  Vdraeussetzon^  die  Rrojectienen  der  g^e 
benen  Kräfte  auf  einer  feden  der  beiden  Projectlonsebenen  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind:  so  ist  nach  den  Gmndlehrei 
der  Statik 

Snco6fp=0,  -SJIco8i/;=0,  2:ilco8;(=0 
nnd^! 

2:jrcosg?'=0,  2:il'cosif;'=0,  2n'co8'3^=0; 

also  nach  dem  .Obigen 

>  . 

A* 
Otn^Pcosa-^  ;^T§S^^(:^^P^»^  +  BXPcQmß  +  CJRPtstmy), 

0=:2:Pcos/?— ^^^^^(^i?Pcosa>  BZPcoBß  +  CJSPc9Bi^, 

C 
0=SPco8y-  ^a ,  jgg ,  p2 (AHPcos a  +  BZPcoa ß  +  CSPcos y) 

umI 

0=  SPcosa-  ji^Tff^j.i^^A'£PeoBa+B*2Pcoaß+C£PtosY), 

0  =  2Pco8ß-^^^^^j^^^^{A'2Pco8a+B'2:Peosß+C2Pcmmf), 

o 

0=  SPco8Y--jr^:^^^f^^(A'2PcöBci+B2PcoBß+C£Ptosy) ; 
woraus  sieh  teiehtf  die  Gleicbimgen 


und 
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B£P^ik^y:;^C£Pc(mß, 
CZPcoB  u  =1  ASPcos  y 

A'ZPco&ß  =  JffZPcoea, 
B'XPco&y=i  C±Pco6ß, 
CZPcosa  =  4'£Pcmy 


'  n 


ergeben.    Nimmt  man  nnn  die  etsteckr*  beiden  durch  die  Glei- 
chmigen 

Aa:+Bj^+Cz  +  D  =  0, 

charakteriäirtin  Ebenen  als*£bei[ie  dar ^^  an»    H^Loffenbar  ver- 
stattet  ist;    so  ist 

und  folgifch  nach  dem  Obigen  offenbar 

2:Pcos«=0,  2:Pcos/J=0; 

also  ferner  nach  dem  OUgen  v    > 

^'2:Pcosy=»,  V2:Pt0By=(i, 

Weil  niril 'iib^  "nach  der  Voraussetzung  die  beiden  PtoJect1<>n>- 
ebenen  sich  schneiden  Rollen «  so  kann  offenbar  nicht  zugldöK" 
^'=0,    £'  =  0  sein,   und  eH  ist  abo  naeh  dem  Vorhergehenden 


.1     :• 


SPi^osy^ü.  :    , 
Daher  ist  jetzt' 

2:Pcosa=0.  ZPqßsß^Q,  j:Pco^y=0; 

and  nach    den  Gmndiehrto  der  Statik  sind  folglich  die  an  einem 
ood  demselben  Punkte  wirkenden  Kräfte 

Pf     Pi»     P%9     P^9     •«   4>  ••••  •        ' 

oater  einander  im  Gleichgewichte,  wie  bewres«n  werden  sollte. 

6.  3-    . 

Für  auf  eine  ganz  beliebige  Weifiie  im  Räume  wirkende  Kräfte 
l^last  sich  ferner  oer  folgende  Sata  beweisen: 

Lehriatz, 

Woon  Kräfte  auf  eine  beliebige  Weise  im  Räume 
v'irken  und  der^n  Projectkinen  auf  drei  sich  in  einem 
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Punkte  schneidenden  Ebenen,  jedes  dieser  drei  Sy* 
steme  für  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte  sina; 
so  sind  jederzeit  die  gegebenen  Kräfte  selbst  unter 
einander  itn  Gleichgewichte. 

Beweis. 

Wenn  die  Gleichungen  der  drei  sich  in  einem  Punkte  schnei* 
denden  Ebenen 

Ax+Bg+Cz  +  D=0, 

A"x  +  B'y  +  C"z  +  Z>''=0 

sind ;  so  gelangt  man  zuvorderst  ganz  ^uf  dieselbe  Art  wie  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  zu  den  drei  folgenden  Gleichungen: 

2:Pcosa::rO,  JSPcos/3äO,  2:Pcosy=a 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Projectionen  der 
gegebenen  Kräfte  auf  jeder  der  drei  Projectionsebenen  für  sich 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  %^  ist  nach  den  Grund- 
lehren  der  Statik  bekannUich 

£n(j^  cos  ^ — fi  cos  90)  =  0 , 
-SJT(iy  cos  X  —  t  cos^if;) »  0 , 
£n(icoB(p — $cosx)=0; 

sowie  femer  in  einer  leicht  durch   sich  selbst  verständlichen  Be- 
zeichnung: 

ZiT  (I' cos  V — V  cos  9')  =  0» 

2;ir  (V  cos  x' —  J' cos  ?//')=0, 

-Sn'CJ'cosg)'— |'cosx')=0 
und 

ZII"  (i'^cos^''  —  ly^cos  tp")  =0, 

Zn"  {tf  cos  f— £^  cos  t'O  =  0  # 
2:  JT  ({'' cos  9>"  —  r  cos  x^  =  0. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  vorher  schon  gefundenen 
Gleichungen 

-5Pqosa=0,    -SPcos/?=0,    XPcosy=0 

ergeben  sich  aber  aus  §•  1.  9)  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

AEPi^cosy—zcosß)  -{-BZPiicoBa — arcosy)  )  

i.H  +CZP(a:ces/J— ycoso)'  i '^    '• -1 

.4'2:P(ycosy-icos/})  +  Ä'-SP(2COsa-ifeosyy  r_^' 

[+,,C-S/^,(^cos/3— ycosa)i  ~"    ' 
^«'^Pjycosy— rcos/3)  +^'ZP(2cos« — orcosy)  ) 

+  e''2:P(arcos/3— ycosa)!  "" 
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Aus  der  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt,   wenn  man  wie 
im  vorhergehenden  Paragraphen 

setzt,  auf  der  Stelle 

£P(xco6ß — y  eoso)  =  0, 

and  die  beiden  letzten  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen  wer- 
den dadurch: 

A'  £P(yco8Y  —  zcoaß)  +  B*  2P(zco8a  —xcoBy)  =zO , 
-4''-2:P(y  cos  y— I  cos /3) + J?"2:P(zco8a— a:co8y)=0; 

w6rauB  sich  ferner  leicht 

■ « 

(A'B"  --B'A")  2P(z  cos  a — x  cos  y)  =  0 

ereiebt    Wäre  min 

A'B"-B'A"=0, 

so  ^vürden  die  Durchschnittslinien  der  zweiten  und  dritten  Projec- 
üoosebene  mit  der  ersten,  deren  Gleichungen 

A'x  +  R^  +  iy  =  0  und  A''x  + B''y+D"=0 

sAni,  sich  offenbar  nicht  schneiden ,  wie  es  doch  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung  nothwendig  erCorderlich  ist.,  Al^o  ist  nicht 
A'B'^--B'A"=0,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  foiglich 

J&P(y  cos  y  —  2  cos  j5) = 0 , 
£P(2Coa  €t  —  X  cos  y)  =  0. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

2;Pcosa=0,  -SPcos/J^O,  2:Pcosy=0; 
£P(a:cosß-'ycosa)  =  0, 
£P(ycosy — zcosß)  =  0, 
£P(z  cos  a  —  X  cos  y)  =  0; 

aus  denen  sich  mittelst  der  bekannten  Grundlehren  der  Statik  auf 
der  Stelle  ergiebt,  dass  die  gegebenen  Kräfte 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.4. 

Aus  §.  1.  und  §.  2.  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  der  folgende 
Satz : 

Theil  IX.  24 
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Das  Gleicheewicht  beliebiger  auf  einen  nnd  densel* 
ben  Punkt  wirkender  Kräfte  wird  dadurch  vollständig 
bedingt,  dass  die  Projectionen  dieser  Kräfte  anfiwei 
beliebigen  sich  schneidenden  Ebenen^edes  dieser  beiden 
Systeme  für  sieb,  untereinander  im  Gleichgewichte  siod 

Eben  so  ergiebt  sich  aus  §.  1.  und  §.  3.  der  folgende  Satz: 

Das  Gleichgewicht  zwischen  auf  ganz  beliebige 
Weise  im  Räume  wirkenden  Kräften  wird  dadurch  toII- 
ständig  bedingt^  dass  die  Projectionen  dieser  Kräfte 
auf  drei  beliebigen  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Ebenen,  jedes  dieser  drei  Systeme  für  sich,  unter  eio 
ander  im  Gleichgewichte  sind. 

Von  diesen  Sätzen  kann  man  öfters  bei  dem  Beweise  anderer 
Sätze  mit  Vortheil  Crebrauch  machen ,  wie  im  Folgenden  an  etnem 
Beispiele  gezeigt  werden  soll. 

§.5. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Dreieck  AiA^A^  Im  Räume  denkea 
und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  A^  A^,  A^  respective  dnrcfi 
^i»  yp  Ji5  ^9>  ^9'  2«;  ^^»1/3,2,  bezeichnen;  so  sind  bekannt- 
lich die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AA^ : 

i(ari+a^),  i(y,  +y^,  U^i+^t). 

Durch  diesen  Punkt  lege  man  ein  dem  primitiven  Systeme  p^' 
leles  neues  Coordinatensystem,  so  sind  die  Coordinaten  derfi^^ 
A^  in  Bezug  auf  dieses  System  nach  der  Lehre  von  der  Tarrfl»- 
lung  der  Coordinaten: 

^3-4(^1+^2).  y3—l(yi+y^)>i^  —  i(h+H)'f 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  des  Drei- 
ecks sind  folglich  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecics 
AiA^A^  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  neue  Coordinaten- 
system offenbar 

lt^-i(^i+^l,  ily8-;(yi+y2)l,  il^-K*i+^l- 

Also  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecb 
AiA^A^  in  Bezug  auf  das  primitive  Coordint^tensystem  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

i  r^i+a:«)  + 1  {^8  —  i  (^1 +^a) }/ 

i(3^i+ya)  +  4(»8-i(yi+yt)!, 

d.  i. 

U^i+^a+^s)»    Kyi+ya+ya)»  Hh+H+H)'y 
was  auch  sonst  schon  bekannt  ist 
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t 

§.  6. 

Man  habe  jetzt  eine  beRebige  naeitige  Pyramide,  deren  Gnind- 

flSche  und  Spitze  respective  Atji^^A^ An  und  O  ^ein  mOgen. 

Die  Grundfläche  nehme  man  als  Ebene  der  xy  an ,  und  bezeichM, 
dies  Torausgesetzt ,  die  Coordinaten  der  Ecken 

Alf  <"2>  A^f  A^ff  An 

respectire  durch 

die  Coordinaten  der  Spitze  O  aber  durch  ^,  tf,  i. 

liVenn  wir  nun  die  Gleichung  der  Seitenfläche  AiAgO  durch 

i4a:+Äy+C!i  +  J>=0 
bezeichnen,   so  ist 

^;r2  +  %a  +  />=0, 
Ai  +  Bn^Ci  +  D=^.^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 
oder 

folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

-^        yi— ^'  -^  (yi— ya)f 


Weil  nun 


oder 


ist,  so  Ist 


oder  auch,  wie  man  leicht  findet. 


24» 
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(yi— ya)  i^  -  (^1—^  ty  i^Q 

oder  endltäi  auch 

die  Gleichung  der  Ebene  A^AiiO.^ 

Die  Coordinateo  des  ScRwerpunkts  des  Dreiecks  AxA^O  &xä 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen  ^  durch  diesen  Punkt  gdteodeo 
Linie  seien 

y  -  l(yi  +^2+^)  =  iV(z  -  If). 

Soll  nun  aber  diese  Linie  auf  der  Ebene  A^A^O^  deren  Gleicbonij 
vorher  entwickelt  worden  ist,  senkrecht  stehen,  no  rouss  naclideii 
Principien  der  analytischen  Geometrie 


ilf=- 


(yi  -y^l 


N=2 


(aTi— ar^)  (yi—v)  —  (yi  ~ya)  (^1  -ö ' 


sein ,  und  die  Gleichungen  der  in  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecb 
AiA^O  auf  dessen  Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie  sind 
folglich  nach  dem  Obigen: 

^—3  (^1+^2+0 
(yi-^2)£ ._VM 

^    (^i-vr«)(yi-i?)-(yi-y2)(^i-l)^*    ^^^' 

y— Hyi+y2+^) 

"(^i-^2)(yi-i?)-(yi-y2)(^i~ö^'   ^^- 

Folglich    ist    die    Gleichung  der   Projection    dieser  Linie  auf  der 
Ebene  der  xyi'A,  i.  auf  der  Grundfläche  unserer  Pyramide: 

y-  '(yi+y2+^)__^i— ^2 
^— \  (^1  +^2+^)         yi  -  y2 ' 

oder 

y-4(yi+y2+^)=-^^J^-i(*i+^2+l))- 

Hiemach  sind  also  überhaupt  die  Gleichunj^en  der  Projectioneo 
der  in  den  Schwerpunkten  der  Seitenflächen-^ 
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uocerer  Pyramide  auf  den  Ebenen  dieser  Seitenflächen  senkrecht 
stehenden  geraden  Linien  auf  der  Grundfläche  der  Pyramide  re- 
spective : 

Vi — .% 

«7»         df3 

y-i(y3+y4+'j)=-J^ta:-i(^3+^4+ÖI. 

U     S.    Vf. 
yn—x       yn 

jf-i(y«.+yi+^)=-^E~t^-i(^i.+^i+l)l- 

Bestumnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Ourchschnittspnnkte  der 

Isten  und  2ten>  2ten  undSten,....,  (n— l)sten  und  nten, 

nten  und  Isten 

ProjectiOD;   so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

+yi(^i-^8)(^«+-^8+ö 
+ y2  (^3— -«i)  (^3 + ^1  +  Ö 

^•=  (y2— y8)(y3-»4)(y4— y«) 

+ ya  (^3— •2-4)  (.Ts  +a:4+|) 
+  ys  (J^^r-^i)  (^4+^a+Ö 

^3=  (^3— y4)(y4-yft)(yft-^3) 

+  ^3  (^4-^ft)  (^4+^6  +Ö 
+  »4(^5—^3)  (^ft+^3+Ö 
+  y»  (^3— -^4)  (^3 +^4 + Ö » 

u«  s.  w. 

F^j  =    (y*-i  -  y«)  (yn — t/i )  (yi  —  yn-i) 

+yn (ari  -  X«-,) (ä-i  +arn-i  +  Ö 
+  yi(^«-l  —«i«n)(^ii-l +  0-11  +  0, 


ferner 


lind 


366 

+  yi  (^2-^11)  0^2+'^»+!) 

+  ^2  (^~^i)  (^n+ari  +Ö ; 

Gl  =      (OTi  — 0*2)  (^2 — -^3)  (^3 — ^^1 ) 
+  ^1  (»2—^3)  (y2+.V3  +  ^) 

+  ^2(^3—^1)  (y3+2(i +^) 
+  ^3  (yi  -^2)  (yi  +y«+»?) » 

+  ^2  (y»-:y4)(y3+y4+^) 

+  ^3  (^4-^2)  (^4+^2  +  ^) 

+  ^4  (ya— ys)  (y2+y3 +^) » 

+ ^  (y4-y5)  (y4+y6+»?) 
+  ^4(y5— y3)(yö+y3+^) 
+  •'«^ö  (ys— y*)  (y3+y4+ n)  > 

u.  s.  w. 

+  ^»-n  (y«— yi)  (y«+yi + ^) 
+ ^«  (yi  -yn-i)  (yi+y«-i + »/) 
+  ^1  (y«-i  — yn)  (yn-i  +  yii+^) . 

Gn  =       (^n  —  -^1)  (^1  — ^2)  (^2 — '^») 

+  ^n  (yi  — ya)  (yi +y2 +17) 

+  ^1 0/2-yn)(y2+yn+i?) 
+  ^2  (yn-yi)  (yii+yi  +17) ; 

^1  =  ^1  (y2— ys) + ^2  (ya— ^1) + ^  fyi— ya) 
=— yi  (^—j^z)  — y2(^9— ^f)  — ys  (^i-j^)  » 

//a  =  :r2  (^3— y4) + ^  (y4'-yf) +^4(y2— ys) 
= -y2t^3— ^4)— y3  (^4-^2)  — y4(^2— ^3)  • 

^3  =  ^3  (y4--y6)  +  -^4  (y5— y3) + '^&  d/z—yd 
= — ys  (^4~^ft)  -— y4  (j^6— -1^3)  -  ya  (^z  -«^4) » 

Hn-i  =      ^n^i  (y«-yi)  +  arn  (^i  —yn-i )  +  -Ti  (y«-i  — y«) 
=— yn-1  (ä:»— a?i) — y»  (jfi  — a:,^ )  — 15^1  (oht^i  —Xn) , 
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gesetzt  wird ,  für  diese  Coordinaten  die  folgenden  Ausdrucke : 

U     6.    W. 
Hn       Hn 

För  die  dreiseitige  Pyramide,  d.  i.  für  n=3,  ist: 

^1  =    (yi— »2)  (ya-ys)  (ys-yi) 

+ y«  (-«^a-«»^!)  (^s+^ +1) 
+ ya  (^1—^  (^1  +^2+1) , 

^2=    (y2-y8)(y8— yiXvi-yg) 

+ ya  (^1—^2)  (^1  +^2+ö 

+yi  (^«v-^8)(^+^+ö. 

^8=    (y8-yi)(yi~y2)(y2— ya) 
+ ya  (^i  --^a)  (^1  +^+0 

+ yi  (^2— ^a)  (*2+^a  +Ö 

+ y2  (^--^1)  (^8  +^1 +Ö ; 


ferner 


+^1  (y2-^)(y2+y8+^) 
+  ar2(ys— yi)(y8+yi+^) 
+  ^8  Cvi  -y«)  (yi  +y2+ ^) . 

^^2  =      (jSj — arg)  (^Ta—ari)  (^1— or^) 

+ ^2(ya-yi)  (y3+yi+^) 
+  ^  (yi— y«)  (yi+y2+^) 
+  ^1  (y«— ya)  (y2+ya+^)  - 


und 
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+  ^I  (ya-.V3)  (^2+^3  +  ^) 

+  ^2  (^3— yi)  (y3+yi+^) ; 


^1  =   ^1  (y2— ys) +^2  (ya-^yi) + ^3  (yi  ~yi) 
=-yi  (-«^a— '^3)--y2(^3^^i)  ■~y3  (^i—^» 

=-y2(*8--^i)— ysC^i-^ar^)  -yi(^jr-^)» 
^8=   ^8  (yi  -ya) +^1  (ya-^s)  +^a  (ys-ryi) 

=— y8  (^i— .f a)  — yi  (^a— ^a)  — ya  (^— ^i)- 
Also  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

^i  =  ^a  =  ^8» 
Gi  =  Ga=G3, 

Äi=£r2==^3  5 

und  es  ersieht  sich  daher  jetzt  der  folgende  merkwQrdige  Satz  von 
der  dreiseitigen  Pyramide  oder  dem  Tetraeder: 

Die  Projeetionen  der  auf  drei  SeitenflSchen  einer 
dreiseitigen  Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren 
Schwerpunkten  senkrecht  stehenden  geraden  Linien 
auf  der  vierten  Seitenfläche  schneiden  sich  jederieit 
in  einem  und  demselben  Punkte. 

Dass  sich  die  vier  auf  die  Seitenflächen  einer  dreisejtkeB 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  errieite- 
ten  Perpendikel,  —  im  Allgemeinen  wenigstens,  —  nicht  seilet 
in  einem  und  demselben  Puiucte  schneiden ,  lässt  sich  aus  den  im 
Obigen  entwickelten  Formeln  und  Gleichungen  leicht  abieiteiu 

Wenn  man  die  obige,  hier  absichtlich  in  etwas  grossere  AU- 
geroeinheit  geführte  Rechnung  gleich  vom  Anfange  an  bloss  aof 
den  besondern  Fall  der  dreiseitigen  Pyramide  einschränkt,  so  wird 
.dieselbe  kürzer  und  einfacher. 

§.  7. 

Wir  wollen  uns  jetzt  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  drei«ci- 
tigen  Pyramide  AiA^A^A^  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht 
stehende  Kräfte  denken,  und  annehmen,  dass  oiese  Kräfte  sSmint- 
lieh  nach  dem  äussern  ~  (oder  auch  nach  dem  innem)  —  Raone 
der  Pyramide  hin  wirken.    Die  auf  den  Seitenflächen 

A^A^A^f  AiA^A^f  AiA^A^y  AiA^^^ 

senkrecht  stehenden  Kräfte  seien  respective 

Pi  ^  P^i  P%,  Pa' 
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wir  die  spitaeea  Neigongsiriiikel  der  Seitenflächen 
A^A^A^,  AiA^A/^,  AiA^A^ 
gegen  die  Seitenfläche  AiA^A^  respective  durch 

h»  Hi  H* 
so  sind  die  anf  den  Seiten 

A^A^,  AiA^y  A1A2 

des  Dreiecics  2!^  ^2^3  senkrecht  stehenden  Projectionen  der  Kräfte 
Px  ,  P%9  Ps  auf  der  Seitenfläche  AxA^/iz  offenhar  respecQve 

P|Sini|,  P^mki^,  Pssint^ 

und  die  Projection  der  vierten  Kraft  P±  auf  derselben  Seitenfläche 
▼erschwindet  Bezeichnen  wir  femer  die  Hube  der  Ecke  A^  dber 
der  Seitenfläche  2^1  il^-^s  durch  H^^  »o  ist  offenbar 

AA  A  A  — i  A  A      ^4  _4t>^8-^4 

AA^A^A^—kA^A^.-^^^^    2sinV' 

und  wenn  wir  daher  jetzt  annehmen,  dass  die  vier  auf  den  Seiten- 
flächen der  Pyramide  senkrecht  stehenden  Kräfte  sich  unter  ein* 
ander  wie  die  Seitenflächen,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  ver-, 
kalten ;    so  ist 

*      *  "  "      sm  tj    sm  {^   sin  13  * 
also 

Pi sin i'i : Pj sini«  :  P3 sin i,  =  A^A^xAiA^ iAiAi^, 

d.  b.  die  drei  Projectionen  «      « 

Pj Sinti,  Pjjsini2,  Pasin^ 

auf  der  Seitenfläche  AiA^A^,  deren  Richtungen  auf  den  Seiten 

A^A^j  AiA^f  A1A2 

des  Dreiecks  ^4x^2^3  senkrecht  stehen  und  nach  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
verhalten  sich  unter  einander  wie  die  Seiten  des  Dreiecks  AiA2A^y 
auf  denen  sie  senkrecht  stehen. 

Wenn  aber  drei  Kräfte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  deren 
Richtungen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  senkrecht  stehen  und 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden ,  sich  wie  die  Sei- 
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ten  des  Dreiecks,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  tmter  einander 
verhalten  und  sämmtlich  nach  dejn.  äussern  —  (oder  nach  dem  io- 
nem)  —  Räume  des  Dreiecks  hin  gerichtet  sind,  so  sind  diese 
drei  Kräße  jederzeit  unter  einander  im  Gleichgewichte*  Ist  näm- 
lich in  Taf.  X.  Fig.  12.  ABC  das  gegebene  Dreieck,  auf  dessen 
Seiten  BC,  AC^  AB  die  sich  in  dem  Punkte  O  schneidendeo 
Richtungen  der  Kräfte  Pa,  Pb*  Pe  senkrecht  stehen,  so  ist  nach 
der  Voraussetzung 

PaiP6:Pc=BC:AC:Aß  =  a:b:c; 

also,  weil  bekanntlich 

a :  6 :  c  =  sin  ^ :  sin  fi:  sin  C 
ist: 

Pal Pb'' Po  =^  sin^ :sin jB : sin C. 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  von  den  Riditungen  der  Kräfte 
Pbf  Pe;  Pa,  Pei  Pa»  Pb  eingeschlossenen  Winkel  respedive 
durch  a,  ß,  y;    so  ist 

^+a=180o,  B  +  ß=imo,  C+y=180o 

und  folglich 

sin^=sina,  sin£=sin^,  sinC=siny; 

also  nach  dem  Obigen 

i'a:/'6:Pe=sina:sinj3:sin7. 

Bezeichnet  man  aber  die  von  der  über  den  Punkt  O  hinaus  ver- 
längerten Richtung  der  Kraft  Pa  mit  den  Richtungen  der  Kxäte 
Pb  und  Pe  eingeschlossenen  Winkel  durch  ^  und  q>,  so  ist 

/J  +  9)  =  180O,  y+if;==180O; 

also  s\nßz=is\ng>,  sin/=sintf;;  und  folglich  nach  dem  Vorher« 
gehenden 

Pal  Pb'Pe^=  sin  aisimp^smilf. 

Macht  man  nun  Pb=OBi,  Pe^=^0(\  und  zieht  durch  Bi  ebe 
Parallele  mit  OQ,  welche  die  gerade  Linie,  bi  der  die  Richtung 
der  Kraft  Pa  liegt,  in  A'  schneiden  mae,  durch  Ct  eine  Parallele 
mit  OjBi,  wejche  die  gerade  Linie,  in  aer  die  Ricntung  der  Kraft 
Pa  liegt,  in  A"  schneiden  mag;  so  ist  nach  den  Principien  der 
Trigonometrie 

OA' :  OBj^  =  sin  a:  sin  q> , 

OA^i  OCi  =sin  a:  sin  if;. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 
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also 

.  sin  9  -« 
siu  a  ^ 

^  ...  em^  -^        ,         , 

sm  a  ^ ' 

folglich 

OA'  ==  OA''  =  P«. 

Daher  fallen  die  Punkte  A'  und^"  in  einen  Punkt,  den  wir 
durch  Ai  bezeichnen  wollen,  zusammen,  und  es  ist  OAi^^Pa. 
Weil  nun  0^|=Pa  die  durch  den  Punkt  O  gehende  Diagonale 
des  mit  OBi^=P^  und  0(^==Pc  als  Seiten  beschriebenen  Paral- 
lelogramms ist  9  so  folgt  aus  dem  Satze  von  dem  Parallelogramme 
der  Kräfte  unmittelbar,  dass  die  drei  Kräfte  Pa,  Pb*  Po  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind,  wie  behauptet  wurde. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,   so  ergiebt 

sich  auf  völlig   unzweideutige  Weise,    dass   die  Proiectionen  der 

Tier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  oder  eines 

Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht  stehenden,   sämmt- 

lieh  nach  dem  äussern  —  (oder  auch  nach  dem  innem)  ^-^  Räume 

der  Pyramide  hin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen,  auf 

denen  sie  senkrecht  stehen,   unter  einander  verhaltenden  Kräfte 

äaf  jeder  der  vier  Saitepfiächen  der  Pyramide^  unter  einander  im 

Gleichgewichte  sind,  woraus  sich  mittelst  des  in  §.  3.  bewiesenen 

Satzes  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  vier  in  Rede  stehenden  Kräfte 

jederzeit  selbst  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.     Also  hat 

man  den  folgenden 

Lehtiatz. 

Die  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunk- 
ten senkrecht  stehenden,  sämmtlich  nach  dem  äussern 
oder  sämmtlich  nach  dem  innem  Räume  .der  Pyramide 
bin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen  der 
Pyramide,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  unterein- 
ander verhaltenden  Kräfte  sind  jederzeit  unter  ein^n* 
der  im  Gleichgewichte.  *) 

♦ 

§.  8. 

Da  sich  eine  jede  Pyramide  in  lauter  dreiseitige  Pyramiden 
^erlegen  lässt,    so  ergiebt  sich  zuvorderst  mittelst  g&Qz  leichter 
Schlüsse  und  der  bekannten  GHindmgenschaften  des  Schwerpunkts 
auf  der  Stelle,    dass  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewie- 
sene Satz  von  der  dreiseitigen  Pyramide  überhaupt  für  jede  Pyra- 


*)  Dieter  Satz  r&hrt  von  Oergonne  her  und  ist  ron  demtelbcn  in 
den  Aimaloe  de  math^matiqaes  pares  et  appliqaöe«.  T.  X.  mitgethettt 
worden. 
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mide  von  gaoz  beliebiger  Seitenzahl  gilt  Weil  maii  aber  fecMr 
sieb  jedes  Polyeder  aus  lauter  in  einer  gemeinschaftlichen  Spitie 
zusammenstossenden  Pyramiden  bestehend  denken  kann ,  so  ergidbt 
sich  auch  auf  der  Stelle,  dass  der  in  Rede  stehende  Satz  gaaz 
allgemein  für  jedes  beliebige  Polyeder  gilt.  Man  hat  hierbei  nor 
zu  beachten  >  dass  je  zwei  auf  derselben ,  zwei  Pyramiden  angehö- 
renden Seitenfläche  senkrecht  stehende  einander  gleiche  und  dired 
entgegengesetzte  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben ,  woraus  dann 
alles  Uebrige  ferner  ganz  von  selbst  und  durch  die  leichtesten 
Schlüsse  folgt,  was  weiter  auszuführen  füglich  dem  Leser  über- 
lassen werden  kann. 


Ueber   eine  in  der  IFahrscheinllcli- 
keMsrectanuiigr  Torkommende  analyti- 
sche Aufgralbe. 

Von  dem 

Uerm  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  sa  Jena. 


Bei  der  Untersuchung  über  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori 
wird  man  bekanntlich  zu  der  Aufgabe  gefulhrt»  den  Gränzwerth  so 
finden  9  welchem  der  Ausdruck 

j  j««»(l-a)»  +  (2d)«(l— 2d)»  +  (3d)«(l-3i)"+ 


+  (Ä— 1^«  (l-A--lSr 

worin  '=t  ist,  so  nahe  kommen  kann  als  man  es  verlangt,  sobald 

man  die  ganze  positive  Zahl  k  unausgesetzt  wachsen,  also  S  tio* 
begränzt  abnehmen  lässt.  Sind  nämlich  v  und  u>  die  einfache 
Wahrscheinlichkeiten  zweier  entgegengesetzten  Ereignisse  A  und 
B,  von  denen  bei  m  +  n  Versuchen  A  mmal  und  B  nmai  eing^ 
treten  ist,  so  haben  wir  Cv"*w^  als  Wahrscheinlichkeit  fiir  das  211* 
sammengesetzte  Ereigniss  des  mmalii^en  Vorkommens  von  A  uoä 
des  nmaligen  von  B,  wobei  C  den  fiinomialkoeßizienten  (m-t-f^m 
z=(m-f-n)n  bezeichnet.  Ist  nun  v  a  priori  nicht  bekannt,  so  steht 
ihm  noch    der  Spielraum   von  0  bis  1  offen,  und  man  kann  also, 
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« 

wenn  man  sich  die  EinheÜ  in  k  gleidie  Theile  getheiit.4Ankt  und 
r^S  setzt,  für  v  der  Reihe  nach 

nehmen,  woraus  wegen  v+w^^i,  also  to=l — v,  folgt,  -dass  ftlr 
das  fragliche  zusammengesetzte  Ereigniss  die  verschiedenen  Wahr- 
scheinlichkeiten 


statt  finden  können.      Diess  giebt  als  mittlere  Wahrscheinlichkeit 
j^  |*^(l-Ä)»^+(2^«(l-2«)«+(3^)"»(l— 33)»+ .... 


....  +  (ifc— W)«»  (1-A— 16)« 

Soll  aber  v  Jeden  zwischen  0  und  1  liegenden  Werth  annehmen 
können,  sodurienwir  es  nicht  blos sprungweis  =3 d,  26,  36  etc.  set- 
zen, sondern  wir  müssen  es  stetig  von  0  bis  1  ^ehen  lassen, 
d.  b.  wir  müssen  die  Intervalle  jener  Sprünge  unter  lede  noch  so 
kleine  Grösse  hinab  vermindern.     Da  in  diesem  Falle  k  ins  Un- 

C  C 

endliche  wächst,  so  können  wir  statt  , ^  auch  -r  schreiben,  und 

da  C  von  k  nicht  abhän^,  so  reduzirt  sich  jetzt  die  Aufsuchuns 
flfar  mittleren  Wahrscheinlichkeit  auf  die  anfangs  genannte  Au^ 
gäbe.    Dieselbe  ist  sehr  leicht  zu  lösen,   wenn  man  das  Theorem 

Um8\f(a)+f(a+d)+f(a+2ö)  +  ....+f(a+T^S)] 

^Pf{x)dx,  för  «  =  ^^ 

voraussetzen  will,    weil  sich  dann  die   gesuchte  Gr&nze  auf  den 
Werth  des  Integrales 


/. 


1 

^m(l  —  xydx 
0 


reduzirt ,  der  ohne  Schwierigkeit  entwickelt  werden  kann ;  ist  man 
aber  beim  Vortrage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  genöthigt,  auf 
den  Gebrauch  der  Integralrechnung  zu  verzichten ,  so  entsteht  die 
Frage,  wie  nian  auf  elementarem  Wege  den  nunierischen  Betrag 
jener  Gränze  auflinden  könne.  Hier  scheint  nun  Condorcet  der 
einzige  zu  sein,  der  die* Frage  beantwortet  hat,  aber  leider  auf  eine 
im  höchsten  Grade  unbefriedigende  Weise  *),  und  diess  veranlasste 


*)  Ist  (h9y^(i~^h9)^  irgend  einei  der  Glieder  der  eingeklammerteii 
Reibe  und  zar  Abkürzung  ho^=i%^  so  getzt  Condorcet  voraus,  dass  die 
Summe  der  A— l  vorh ergebenden  Glieder  auf  die  Form 


X^ii^f  I  (l— »)«  +  ^,«+2  (1— a)»-!  -|-C«iH-3  (l««)»-!-!-.... 
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mich  orsprOoglich  filr  meine  Vortrfige  die  folgenden  Betrachtangefe 
au8zufül)ren ,  die  auch  sonst  vieileicnt  einiges  Interesse  hdb^en. 

• 

I. 

Versuchen  wir  zunSchst  die  Gränze  zu  bestimmen «  wekiier 
«ich  der  Quotient 

l>»  +  >+3"  +  ....  +  A'» 

nähert  >  wenn  wir  die  ganze  positive  Zahl  h  ins  UnendCche  bio- 
aus  wachsen»  das  ebenfalls  positive  und  ganze  m  aber  constaot 
lassen. 

Da  1«=1,  2~=(1+1)»,  3«  =  (l+2)«  ....  ist,  so  haben  nir, 
unter  Anwendung  des  Binomialtheoremes  fär  ganze  positive  Expo- 
nenten 

1«  =  1, 

2«=I  +  mi  .l  +  mj.  l«+iii3 . 1»+ ..,.  +  IHM.  1"», 
3«=l+iiii.2+/W2.22  +  wi3.25+....+iii«.2«, 
4"=l+mi.3  +  wia.3«  +  wi3.3»+....+m«.*», 


(A+l)"» =1  +mi.A  +  fii2.A*  +  ms.A*+ ....  +  m» .  A«>. 

Addirt  man  Alles  mit  der  Bemerkung,  dass  mM=l  ist,  so  beM 
sich  beiderseits  die  Summe  l*"-f  2>»-4-—«  +  A«>;  bezeichnet  »ü 
noch  l«+2«+....  +  A»  mit  Sn,  so  bleibt 

oder  m  +  1  (äx  m  gesetzt: 
(A+l)«+i=A+l+^S,+^2^ 

woraus  folgt 

^~ otTT 1  ^Si  +  ii»!  Sjj  +  \Tn^S^+.... 


worin  Ä^  ß^  Cetc  unbettimmte  Ko«£ftzinnteD  bedeuten,  gebradit  verde« 
kdnne  ^Lacroix  tmitö  öl^ment.  dn  calcnl  de«  probnbiiit^s,  troisi^me  ^diCtei 
pnge  153.),  Solche  ganx  anmotiTirte  und  aui  der  liuft  getgriffeoe  BjF*' 
theten  dürfen  «ich  aber  heut  zu  Tage  nicht  mehr  im  Gebiete  einer  »^ex- 
akten'^  Wittentohaft  blicken  laetien. 
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Da  die  in  der  Pareothefie  stehenden  Grössen  sämmtlich  positi? 
«ind,  so  folgt  hieraus  unmittelbar 


Sm  <;^  j  (A+l)«»f  I - (A+1)  j .  (2) 


Femer  ist  offenbar 

d.  i. 

Sn<h.h^  oder  S«<A»+*; 
folglich 

<  A*+4miA*  +  iwi2A*+ ....  +-; — tiiito-^  A"». 

Unter  den  Koeffizienten  i,   im«,   ItHo, -"— tnti»-«  ist  &ber 

III —  1 


gewiss  einer  der  grOsste;  setzen  wir  den  Werth  desselben,  der 
f»  heissen  möge,  statt  aller  anderen,  so  ist  nach  dem  Vorigen 
um  so  mehr 

1 

<fi(A«  +  A»+A*  +  ....  +  A«»), 
d.  i. 

<  fiA«(l  +  A  +  A«+ ....  +  A"^«) 

oder 

Setzen  wir  diess  statt  der  eingeklammerten  Reihe  in  No.  (1),  so 
snbtrahiren  wir  zuviel,  es  bleibt  demnach  zu  wenig  fibrig  und 
also  ist 

*->  ;^  {(A+l)«+*-(A+l))-^(A"H-i-A«|.      (3) 

Aus  den  Ungleichungen  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  nun  durch  Divi- 
sion mit  (A  +  l)"H-i 


(A+l)«+t  ^  m+I  \  *  ""  (Ä+i)ii  j ' 


(4) 


'm 


(*+ir+ 


»^«+1 1  *  ~(k^Tr\  'T^  \\M\)      ~(A+l)»+ij  ^^> 
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Die  Differenz  der  GrOssen,  aswischen  denen  Sm :  (A+t)**^^  üegt, 
nämlich 

•     A— iKa  +  V        "*(A  +  1)'»+M 

lässt  sich  aber  ftir  beständig  wachsende  A  unter  jeden  beliebigcD 
Grad  der  Kleinheit  herabbringen;    denn  es  ist 

A* 

=  1  för  m=l; 

und  also 9  da  wir  m  nicht  kleiner  als  die  Einheit  nehmen,  der 
Gränzwerth  der  fraglichen  Differenz 

=Limjf^{l— Ol  oder  =Lim^^{l— .1), 

d«  L  in  jedem  Falle  =0^  weil  (i  seinen  Werth  nicht  ändert,  wem 
auch  A  wächst.  Die  Grössen  rechts  in  (4)  und  (5)  rucken  ako 
einander  immer  näher  und  nähern  sich  einer  und  der  nämlicheB 
Gränze.  Ihr  gemeinschaftlicher  Gränzwerth  ist  dann  auch  der  vob 
Sm:(A +  !)"•+*,  weil  diese  Grosse  nicht  ausserhalb  jener  WerÖie 
fallen  kann.    So  finden  wir  nun 

^™(AqF5'S+"»=SH:i 

oder 

Lim (A+i)i«+i •  =;h1*  ^' 

Da 

l'»+2"-h3"«-h....  +  A"»     i'»-|-2"+3"'4-»..+ A"  -     1  ^^, 
A«+i  ""=  (A+l)'»+*  U  +  A^"^ 

ist>  so  folgt  hieraus  noch 

im  4.2m  4.3m  4,,,,.^  Arn  1 

L«m T-Ti =;m^-  <^ 

Das  auf  diese  Webe  gewonnene  Lemma  können  wir  nun  sogidch 
zur  Losung  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  benutzen. 

IL 

Verwandelt  man  jedes  Glied  des  Ausdrucks 

d«  (1— d)it  +  (2«)«  (1— 2d)« + (3d)«  (1 -3d)»+ .... 
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nach  dem  Binomialtheoreme  für  Glänze  positive  Exponenten  in  eine 
Reihe,  so  nimmt  derselbe  die  {«"orm  an: 


d.  i.  bei  Addition  in  vertikaler  Richtnng 

WoÄ'"ll'»  +  2«  +  3"»  +  ....  +  (*-l)"»} 


• 


Setzt  man  noch  i^=T  und  dividirt  mit  ^,  so  wird 

j  I  *■  (1— d)«  +  (2^)"«  (1—2^)'»  +  (3d)«  (1— 3Ä)«  +  .... 
. . . .  +  (I=Td)"»  (1  — T=id)n 

_       lm^2"*  +  3"»  +  ....  +  (A-1)"» 
—  Wo  ^m-f-l 

lm+l  +  2m+ 1^.....  4-  (;t-l)m+l 

Im-f  a  ^  2"»+^ + .... + (k-l)^^ 


(8) 


Lassen  wir  nun  ^  ins  Unendliche  wachsen,  so  ergiebt  sich  der 
urinzwerth  jedes  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Gliedes  nach 
Formel  (6),  indem  man  kz=h — 1  setzt,  wo  nun  h  ebenfalls  unausge- 
setzt zunehmen  muss ;  die  Reihe  rechts  geht  dabei  in  die  folgende 
über: 

''^elche  nun  den  gesuchten  Gränzwerth  darstellt. 

.Es  lässt  sich  aber  noch  mehr  thun;   man  kann  nämlich  diese 
Keihe  und  sogar  die  allgemeinere 

a      J+l^a  +  2     =*=«  +  «'  ^*"^ 

^orio  a  eine  beliebige  Grösse  Ist,    auf  folgende  Weise  sunmiiren. 
^  heisse  Tn  diese  Summe,  so  ist  durch  Multiplikation  mit  1-f  " 

TbeUHL  25 
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(1  +  J)y. 


=  «2 — ^  +  -^ — ^-+....  L  (11) 

a      a+l     a+2     a+3 '  f 

n      a+l    n   ' a+2    n      o+o     n 
Hier  lässt  sich  die  zweite  Horizontalreihe  rechts  auch  so  schreibes: 

n      ^       a+rn^       a  +  2^n      ^       a  +  3'n' 


n 


■         1         Wi  1  2^2  1        3^3 

"*^a+l' n^^^+lS'  n   "^a+S*   n 

(n-l)o      (n-l)i   ■  (n--l)^ 
~-   a  +  l         a  +  2  +   a+3  ""•"' 

weil  w©— iti  +  iia  — ....  =0  und  immer  ^--^  =  (n — 1)^  ist  So  wird  wb 
Dach  No.  (11) 

■"a       a+l"^a+5     a  +  S""" 


••*•• 


.(n-l)o_(n^l)i   .   (n-lh  _ 
;*^  a+l       "ölT  "*^    a+3 

Nimmt  man  die  unter  einander  stehenden  Grossen  zusaDBeo 
und  berücksichtigt,  dass  immer 

wip— i+wip=0/i+l)p,  also  (m+l)|i— fttp~|=rii^» 
oder 

»ii  -  (n— l)p-i  =  («-.  l)p 
ist>  so  wird 

(1+^)7'» 

_(n-l)5     (n-l)i   .  (n-2)a      (n-i), 
d.  i.  nach  No.  (10) 

Mittelst  dieser  Reduktioosformel  findet  man  leicht 
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n(n-l)(n-2)....2.t 
'"■"  (a+n)(a+n-l)....(a+l;  ^<^' 


ond  weil  nach  (10)  T^o^*"  >^f  vermuge  der  Bedeutung  von  Tn' 

Hq  Jlj  II2  -      Wn     ^^  1.2.3....I1 

ä"""a+T"*'ä+2" *  a  +  ?i~  o  (0+ 1)  (a+2)....(a  +  n)' 

Nimmt  man  a=m+l,  so  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  in 
(9),  und  da  diese  den  Gränzwerth  der  rechten  Seite  von  (8)  darstellt^ 

mo  wird  jetzt  tat  ^^r« 

Lim^{d«(l— a)«+(2i)'»(l— 2^)»+(M)'»(l— 3^«-.... 

.„.  +  (I=r<J)«a-*^<5)«  1^ ,      (12) 
1.2.3....« 


^(m+I)  (w+2)....(i»+ii+l) 
womit  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 


Allsemeiiie  Redncttonsfonnel  fttr 
g^ewisse  Ibestimmte  Integrrale. 

Ton  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  dee  lJnhrer«ität  so  ^oo. 


Das  bestimmte  Integral 


/ 


*F[(ax-|)«]a«.  a) 


worin  a  und  b  ein  paar  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene 
Grossen  bedeuten  mOgen,  lässt  sicn  auf  folgende  Weise  umwan- 
deln.   Zuemt  Int  «un  identiidi 


25* 
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wovon  man  sich  leicht  durch  die  Bemerkung  überzeugt,  dass 

iab  +  (flw:  —  ^«=(cw:+  ^* 

ist ;   setzt  man  daher  unter  dem  Integralzeichen  jenen  der  Einheit 
gleichgeltenden  Faktor  zu>  so  nimmt  cUs  Integral  folgende  Ftnaa  an: 

1     /*^  b       i  ^^     w  )  b 

Führt  man  eine  neue  Veränderliche  y  der  Art  ein,  dass  lur— -=3f 
ist,  so  folgt 


und  wenn  x  die  Werthe  a:==oo  und  ;if=0  angenommen  hat,  so  ist 
entsprechend  lyr^-f-^  und  y=:-^30  geworden.  Demnach  geht  das 
Integral  nnterNo.  (^)  in  das  folgende  über: 

Denkt  man  sich  jedes  dieser  Integrale  in  zwei  andere  von  y=7^ 
bis  y=0  und  von  y=0  bis  y=oo  zerlegt,  so  bemerkt  man  gleick 
dass 

sein  muss,  weil  die  Funktion  FCf/^)  fiir  negative  y  die  nfimliche 
ist,  wie  fiir  positive  y.    Hieraus  folgt  noch 

f^^f\y')^y=^f^F{y^dy.  (4) 

Da  femer  die  Funktion 

F(y^ ,,     y 

die  Eigenschaft  bat:    9)(— ^)=— ^(-f^)»  so  folgt  leicht 
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f-y^^^vmT?''=^r  ^^'^vdw^' 


und  hleraiis  wieder 


fZ''^^vdT?''='-  ' 


(5) 


Durch  Substitution  der  in  (4^  und  (5)  gefundenen  Resultate  redu» 
zirt  sieb  unser  Integral  in  (o)  auf 

1    P^ 

Vei^leichen    wir  jetzt   die  erste  Form  des  Integrales  in  (1)  mit 
dieser,  so  haben  wir  die  Gleichung 

Setzen  wir  noch 

F(z)=/'(2o6+i), 
so  folgt 

F[(ax-^*]=f(2ab  +  (ox-^») = A««^ + %). 

F(y«)=/-(2a*+y«); 
■od  mithin  erhalten  wir  zuletzt 

/•  6«  1    /»»  ^ 

/(o«*«  +  ja)ax=iy^  fCtab+j/^.  (6) 

Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  offenbar  viel  einfacher  als 
das  auf  der  linken  ist,  so  kann  die  vorstehende  Gleichung  als  Re- 
duktioDsfonnel  dienen  und  lässt  in  dieser  Beziehung  manche  inter- 
essante Anwendungen  zu,  von  denen  ich  hier  besonders  eine  näher 
betrachten  will. 

Sei  /'(a;)=«— »,  so  wird 

I^«r  Werth  des  Int^rales  rechts  ist  aber  bekanntlich  =7^^*) und 
Mglich  haben  wir  jetzt 

*)  Archiv.  Tbl  V.  a  90. 
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o  2a 


Dieses  Integral  lässt  sich  wieder  benutzen  y  am  sehr  rasch  den 
Werth  von 


zu  finden.    Mao  hat  nfimiich  immer 

1       / « 

also,  wenn  man  Ä=a*+tt-  und  2=a:*  setzt: 

Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  No.  (8)  ergiebt  sich 
cos  /Ji£  aw .  -rX^  =  2  /       cosßudul      jr^-(«Hi«')'*  a^r 

=  2/      /      cos/Jtt.^.e-«**.r-«'''atiaj:. 
»/  o  t/  o 

Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um>  indem  wir  etst 
nach  u  und  dann  nach  x  integriren,   so  ist 


Hier  lässt  sich  der  Werth  des  nach  u  genommenen  Integrales  ^ 
Hülfe  der  bekannten  Formel 


/: 


2y 
leicht  angeben,  indem  man  x  für  y  setzt.    Es  wird  so 

t/o      «Htt*        t/o  'Ix 


/»OD  .       ij« 


17 

d.  i.  nach  Formel  (7)  (Sr  a=a,  6=5-2 


y*®C08^M8t£ n^         ^ 
0      ««+M*  -2a '^"'^- 


sich  noch 


(9) 
ergitW 
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f:--^^-',^       a« 


und  die«s  sind  die  beiden  Formeln,  welche  so  oft  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  gebraucht  werden. 


%iifd  in  Analyst  Bfatbematf ca  Taleant 

siirna   illa  ae^^  Ijoeöiac}^  fi(ina?,  Coso?, 

Aresina? 9  Arccosa?^  disqnfsillo.^ 

Auctore  Dr.  E.    G.  Bjorling, 

id  Aemd.  Upial.  Doceni  Math. ,  ad  Gjmn.  Arot.  Lector  Maih.  desiga. 


(Ex  Actis  Acad.  SdenL  Siockkoim.  anno  1845,) 


lUnatr.  Caachy  signorum,  de  quibus  heic  quaeritur,  pleraqae 
certis  dunitaxat  ipsarum  o:  et  y  et  ,,  Baseos  ^'  6  valoribus  ex  Ana- 
lysi  esse  toUenda  statuit,  nempe 

Signum  a^t  quoties  pars  realis  ipsius  o:  negativa  sit ,  nisieodem 
tempore  y  realis  et  quidem  vaiore  numerico  integro 
fuerit  auf  =0; 

ngn.  Logft(d?),  non  solum  P)  quoties  pars  realis  ipsius  x  ne- 
gativa sit,  sed  etiam  2^  quaotitate  x  qu&libet,  dum 
pars  realis  Baseos  b  negativa  est; 
atque  signa 

Arccoso:  J  *  S'*®****  ^  realis  numerice  >  1  fuerit. 

Signl  illius  x9  damnandi  caussa  duplex  haec  edita  est  *).   Ora* 


*)  Caucliy,  Anal.  Algebr.  uec  uon  Exerc.  de  Math^in.  T.  I.  (1826) 
pag.  2.  —  Qao   licet    in    loco  ntroqne   realis    tandimmodo    considerata  slt  p^ 

pci^  «e  tamea  plane  apparet  aigno  3^^  dum  y  realis  est,  damnato  abrogatum 
koc  4ttoqua  esse  signum  pro  p  imaginariä :  —  id  quod  praeterea  ex  eo  con- 
•Ui,  qaod  Canchy,  ubi  iu    „Le9.  du  Calc.  Diff^r.  (Le9.  XI.)**   signom 

^  2^  pro  ^  imaginariA  definiium  siitit,  aoUf  taa  X*  quibus  posittva 
^*^t  pars  realis  7  coinmemorat« 
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niiim  scilicet,  quas  complectitur  universale  Uhid  sigiium  ((^yp^  qaaii- 
titatuin  nulla  —  dum  pars  reatis  ipsius  a:  negativa  est,  nee  simiil  5 

3uantitas  realis  numerice  integra  aut  0  —  digna  quae  oeciiliari  qno- 
am  si<>no  distiuguatur  visa  est.  Nee  id  solum;  sea  si  forte  ad- 
missum  foret  hoc  signum»  etiamsi  pars  realis  ipsius  x  negatm 
esset,  et  quidem  ita  ut  significationem  illius  pro  hoc  casu  ex  de- 
finitione  ipsius  ((ar))if  aequaii  modo  ac  significationem  ejusdem  pro 
parte  reali  x  positivi  deduci  placuisset ;  non  posset  fieri  quin  an- 
cipitis  huic  signo  av  in  casu,  cujus  heic  mentio  est,  adsignati  sensds 
rei  merito  judicarentur  Geometrac. 

Tum  signi  l(x)  ideoque  ipsius  etiam  Logd(jr)  —  dum  pars  realis 
ipsius  a:  negativa  est,  etiamsi  Basis  ö  realis  ac  positiva  fiierit  —  dam* 
nandi  caussa  duplex  fuit  eadem ,  q«iam  modo  citavimus  *).  Quibos 
autem  adductus  rationibus  prineeps  ille  Geometer  Signum  hoc 
LogA(a;)  —  quaequae  sit  x  quantitas,  dum  pars  realis  Basens 
b  negativa  est  —  interdixerit' Antilysi,  id  quidem  in  opere  prae- 
claro  „Le<;ons  du  Calc.  Differentiel"  (Le^. XL)  fuit  explica- 
tnm.  Iii  eo  scilicet,  ut  plane  apparet,  po^i^^sunt  hae  ratiMW» 
quod  jam  antea  signiun  ov  pro  negativst  ipsius  b  parte  reali  fuent 
abrogatum. 

Quae  tandem  fuerit  Cauchy  perill'  caussa  signonim  Arcsinjr 
et  Arccos  jr'  {x  real!  numerice  >  1)  exciudendomm ,  bis  fere  verbis 
obiter  i«xpticari  licet.  Post(|uam  in  „Lee«  d u  G a  1  c.  Di f f ^ r. " 
(Leg.  XL)  ambo,  quae  in  signis  Aresin  ((j:))  et  Arccos((x))  c«ii- 
prebenduntur,  quantitatum  agmina  exhibuerat  Auetor ,  deinde  osten- 

dit  agminibus  bisce  ~  dum  imaginaria  est  j?=a-f-/9V^— 1  (a  et  f 
realibus,  ß  baud  =0)  —  suam  utrique  inesse  quantitatem  prafc^ 
pue  notandam  et  quidem  ita  coniparatam,    ut,    st  ponatur  x  mts 

(z^ct)  et  numerice  "Tl,  in  JArccosal  ®^*^*    ^^^  demum  f»rf- 

tatibus  praecipue  notandis  signa  Arcstn:^  et  Arccos^a?  ^ddkciii 
esse  eenset.     Quo  pacto  comparatis  aequatlonibus 

Aresin .r  =  «P±aV^    )  «       ..  .  ^ 

>  prout  p  positiva  est  aut  negativa  qua&tnat» 

Arccos  j:  =  Vi  +  OjV  — 1 ) 

[V,Vi,&,&2  eertas  denot.  quantitates  reales], 

Cauchy  admonet,  si  in  eis  ponatur  /?=:0  (ideoque  x  realis  =a), 
fieri  ut  jQ  et  fii  in  0  abeant  atque  V  et  ^    in  Aresin  a  et  Are- 

cosa,  quoties  a  numeT.  ^1  sit,   at  vero    dum   a  numerice 

>1  ponitur,  fieri  ut  expressionum  &  et  Di  suus  cuique  cedat 
valor  qnidam  haud  =0:  -^  quo  ex  eventu  fatal!  sufGcientem  sibi 
datam  esse  eenset  rationem  excludendorum  in  hoc  casu  ex  Ana- 
lysi  signorum  Arcsino:  et  Arccosor.  Scilicet  in  hoc  casu  (ß=zO,a 
numer.  >  1)  „Texpresslon  ±0,'^  ait.  „admettant  non  plts 
üne  seule  valeur,  mais  deux  valeurs  Egales  et  de  si* 
gnes  contraires,  le  second  membre''  (aequationum,  deqoibitf 


*)  Yid.   locnm  modo  cit.  operis  Exerc.  de  mathcm. 
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Verumenimvero  qais  est  qui  non  videat,  ^aanti  sit  discrimi- 
nis  ex  Analysi  Tel  anicum,  nisi  aliter  fieri  nequit,  tollere  signum! 
Certe  Qöl>is  quidem  hac  ips4  circumspectione  coininotis  in  mentem 
venit,  ut  rem  dat4  occastone  diligentiori  cuidam  exammi  äubjiee- 
remus.  Quo  facto  ut  primum  nobis  fuerat  exploratum  interdic- 
tis,  quorum  supra  mentioDem  feeimus,  haudquaquam 
opus  esse  Analysi/^  id  uobis  curae  habuimus ,  ut  rem  omnibus 
liberatam  dubiis  exposituri  essemus.  Quem  tarnen  in  finere^  non 
omnino  potuimus ,  quin  ad  ipsa  principia  doctrinae  quantitatum  Ima- 

finariarum  regressuri  essemus,  lacunas  expleturi  nonnullas  et  quae 
isce  principiis  hueusque  indefinita  quodammodo  relicta  erant,  eadem- 
qae  profecto  haud  minimi  momenti  **),  perfecte  determinaturi. 
Unde  factum  est »  ut ,  quae  in  manibus  est,  disquisitioni  jproposi- 
tum  fuerit  principia  doctiinae  Quantitatum  Matbeseos 
Analyticae  (realium  aeaue  ac  imaginariarum)  apto  re- 
ram  ordine  et  quidem  aaeo  certe  ut,  quid  in  genere  va- 
leant  signa  illa  in  titulo  cooscripta»  perfecte  constat, 
breviter  exponere. 

Quae  cum  ita  sint,  ante  omnia  juvat  refi^re  neutiquam  nobis 
in  mentem  venisse,  ut  postquam  ea,  quae  a  Cauchy  inde  tanto 
dUtt  studio  artificioaue  smgulari  exstructa  fuerint,  demoUti  fuisse- 
mos,  nos  quidem  hindamento  cuipiam  novo  novum  superstruere 
aedificium  conaturi  essemus.  E  contrario  id  nobis  haberous  pro- 
positum,  ut  incolumi  quod  disposuit  Cauchy  aedificio  adponamus 
pro  virium  modulo  novi  aliauantuhim  fundamenti,  cui  postea  super- 
stniatur  (si  fors  ita  ferat)  aiia  quaedam  domus  priori  ab  latere  ad- 
juDgenda ,  —  vel  potius  omissis  ambai^bus :  Salvis  usque  definitio- 
oibus  Cauchy  an  IS  signonim,  de  quibus  agitur,  ubicumque  iis  uti 
per  illustr.  Cauchy  hueusque  licitum  fuerit,  nos  postquam  ratio- 
nibus  rite  subductis  invenimus  nihil  omnino  impea'^re,  quomimts 
caeteris  etiam  in  casibus  conservata  haec  signa  ad  usum  Analy- 
seos insignem  vertantur,  id  nobis  hoc  tempore  iniunximus  nego- 
tium ut,  quibus  haec  signa  bis  ipsis  in  casibus  jure  vindicentur 
quantitatibus,  breviter  (quoad  fieri  potent)  ac  perspicne  exponatur. 


*)  Admonere  heic  javat,  lUostr.  Cauchy,  quainquam  hoc  loco  »igoA 
illa  Are  »inj;  et  Arccos  J?  abrogauda  esse  censet,  antea  tarnen  alio  quodam  loco 
(Anal.  Alg^br.  pag.  326.  et  327.)  eadem  haec  signa  et  quidem  co  ipso  in 
catu,  cujus  supra  mentioncm  fecimus,  Analysi  concesusse  adhibenda.  Yernni- 
tamen  »igoificatiunem ,  quA  praedita  tnnc  stiterat  haec  signa,  male  sibi  con- 
Stare  hand  latet.  Forsitan  haec  ipsa  est  incnria ,  cui  debeatur  quod  postea 
promulgavit  magnus  ille  Geometra  interdictum:  —  cujus  praeterea  (ut  infra 
patebit)  in  lacun&  quadam  argumentationis  rcsidet  culpa. 

^*)  Etenim  fieri  non  potest,  quin  his  ipsis  lacunis  rationibusque  sibi 
hand  perfecte  constantibnt  tribuenda  sit  culpa  eorom,  quae  tupra  commemo- 
ravimut,  interdiclorum. 
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Ctti  licet  expositloni  band  omnibus  opus  fiierit  sigiUatim  per- 
dncendis,  quae  rem  spectent,  ratiocinils  atque  argumenäs;  tarnen, 
ut  ne  abrumperetur  inepte  filum  orationis  •  non  potuimus  ^uId  coih 
ctas  plerisaue  in  locis  sibi  proprias  majoris  certe  momeoti  forma- 
las>  eammaemqQe  licet  permuitas  ex  scriptis  illustr.  Cauch^r  jam 
perbene  notas ,  adpooendas  curaremus.  Praeterea  vel  maximi  tnter- 
niit,  ut  cuique  Sectioni,  qnaenam  definitiones  Analyseos 
legesque  antepositae  illi  postularentur,  nominatim  foret 
praescriptum >  eum  videlicet  in  nnem  ut  salvis,  quae  in  prae- 
cedentibus  Analyseos  partibus  statutae  fuissent,  leeij 
bus  novas  heic  omni  absque  cöntroversU  et  ambiguitate  aadi 
liceret  *) 


Qaid  in  Analysi  valeant  signa  lila  « 

Tangor,  Coix,  Secx,  Coseco: 
Arctg.r,  Arccotar,  Arcsecar,  Arccosecx 

definire»  id  auidem  iis,  quae  dissertationi  huic  proposIta  sunt,  in- 
Ümo  sane  conaeret  nexu:  nee  possumns  quin  noc  loeo  fat^amor 
iis,  Quae  de  „functionibus  hisce  compositis'*  tradidit 
Caucny,  band  pauca  (eademque  majoris  ad  rem  momenti)  b&befe 
nos  adjicienda;  sed  baec  tarnen  et  alia,  ne  jasto  prolixior  eradat 
dissertatio,  in  aliud  tempus  differeoda  censemus. 


*}  ,£x  eo  tarnen  (ut  facile  patet)  minime  conaequitar ,  oplnari  bo«  it 
syttemal«  Analyseos  opoctore  notiones,  quae  heic  Inferuntnr,  iis,  qaae  aale- 
poaitae  esse  {lostulantu* »  Immediate  »accedere.     Sic  ex«  gr»  nil  impediti^i^ 

minot  perfecte  definiatur  signam  illud  ^,   p  reali  (x  reali  «eqso  ao  imigj 
uariA) ,  etiamsi  nalla  pirorsns  Knie  Seotiooi  praemista  foret  doctrliuie  aenenA 

infinitamm  paiticiila,  —  id  qnod  rererA  sie  fieri  posso  commonstrant  f^.  1« 
ei  2.  Cap.  I.  subaequentis  t*;     ex  eo  tarnen  minime  consequitnr  negare  Mi 

ea»  qnae  in  hisce  S$^*.  oocurrnnt,  doctrinae  illi  serierum  (realiboa  certe  tat- 
minla),  Cnnchy  ipaa  auctore  (AnaL  AJlg^br.  Chap.  YIII«),  jure  eta«  poit- 
pofienda. 
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CAPUT  I"*-"'. 


Quid  in  Analysi  valeat  signum 

0) *». 

Quid  valeat  hoc  signam  a;  /eali  quilibet  eodemque  tempore  y 
qaantitate  reali  tali^  cui  cedat  valor  numericus  integer  aut  ö>  nee 
noD  X  Numerum  (quantitatem  positivam)  denotante  atque  y  rea- 
lem cjuanilibety  id  cognitum  heic  jure  postulatur.  De  caetero  ut 
Sraecise  definiatur  locus  >  quo  nos  heic  positos  esae  fingamus^  in- 
icare  juvat  in  §is.  1.  et  2.  subsequentibus  postulari: 

1^  quatuor  Utas  operationes  Arithmeticas^  realibus  applicatas 
quantitanbus,  una  cum  lia,  quae  ad  radices  Numerorum  positivas 
eorumque  Potentias  (Expooente  reali  quälibet)  pertineant; 

2)  elementa  Trigonometriae  planae  (vid.  Cauchy,  Anal.  Al- 
g^br.  Not.  L  pag.  426  —  435.  tmi  cum  „Pröliminaires^^  ibid. 
pag.  11-13.). 

§.  t 
J)e  QuanUtaUbus  in  genere  prolegomencu 

■  * 

1.  ^»Qnantitas  realis''  nobis  erit  »»Numerus  (quant. 
positiTa)  aut  negativa  quant.  aut  z^ro.''  —  »»Quai^titas 
m  genere''  vel  »»Quantität  Analytica''  vel  etiam  verbo 
„Quantitas"    expressionem    complectitur    quamcumque    formae 

a-\-ß^f — 1  (a  et  /9  realibus);    ipsi  a  nomen  cedit  „pars  realis 

qaantitatis''  >,/3  Co^fficiens  ipsius  V — 1." 

Imaginaria  vocatur  quantitas»   cui  ColSfBcieös  ipwus  V*— 1 

band  0  sit;    e  contrario  formula  unaquaeque  a  +  /5  V  — ^I ,  cui  /3=0 
Sit,  soll  a  aequivalere  ideoque  reali«  esse  quantitas  censetur. 

Notio  iila  »»Modulus  quantitatis''  satis  cogoitit  est.  Ex 
definitione  ipsa  „quantitatum  aequalium''  reciA  consequitur 
1^)  Heri  non  posse,  quin  mpduli  quantitatum  aequalium 
aequales  ipsi  sint»  et  2^)  eam  solam  =0  esse  Quantitä- 
ten!, cui  modulus  =0  cedat.  Tum  ex  ipsa  definitione  notio- 
nnnij^Summae",  „Differentiae",  „Producti  (Dignitatis)'' 
et  »«Quoti''  patet»  quid  valeat  signum 

(1) Ä»seu(a+i3V"^)», 

dum»    X  quantitate  qu^libet,  y  realis  est  quantitas  va- 
lore  numerico  integre  (=:J:m)t   scilicet 
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:r'»=a:a:j?....(m  factoribus),  ^*^'"  =  r:ii"» 
nee  nou  dam  ^=0  est  (certe  nisi  simul  a:=:0  fuerit)*),  adHcet 

2.    Qaoniam  (ut  satis  constat)  quantitatero  a-i-ßST — 1  quam* 
übet  (modulo  =^  posito)  formulä  iUa 

(2) p(Co8Ö+V^Sm6) 

exprimi  licet,    6   realem  denotante  quantiiatem >    qaamviscumqiie 
eligi  placuerit  ex  iis ,  quanim  Sinus  et  Cosinus  formulls  Ulis 


J  ^Cos6=a, 
l  pSinö=/J 


(») _ 

V.  QSmOz=zß 

satisfaciant ;    patet 

P)  dum  cc  positiTa  est»   licere  „Argumentum'^  6  coop- 

tariT=Arctg— ,  ideoque  tune  loco  ipsius  a  +  /J  V  — 1  substitui 
istam 

(20     .    .    .    \     .     ^(Cosr+V^Sinr); 

2^)  dum  a  negativa  est,   licere  ß  cooptari  t+n,   ideoqne 
tunc  loco  ipsius  a+j3V^— 1  substitui 

(2")  ^[Cos(T+»)+V*=^Sin(r+n;)]  seu  -e(Cosr+ V^Siax); 

atque  3^  dum  a=0  est  (ideoque  quantitas  ipsa  formae  /?V  — 1) 
licere  loco  illius  ex  arbitrio  substitui  vel  (2')  vel  (2*^),    eo  qoidem 

pacto  ut  litterä  lük  r  intelligatur  JtöP''®^^"  casu,  posteriori  antem 
•fa9  pi'out  positiva  est  ß  ant  negativa.  Licebit  Igitur  coDten* 
dere  ambas  illas  aequationes 


a+^V^=±^(Cosr+V^SinT), 
(quarum    lila   positivis  a  quibuscq.mque,    negativis   haec,    valet), 


*)  Qaod  allinet  ad  signum  iUud  0^  (p  dalA  quantitate  j^eneris  cu)osciia- 
cpi«),  hoc  loco  (ne  gutta  sopersit  dubitationis)  semel  unuiino  indicare  jara- 
bit,    quoiiiam    hoc  Signum  in  Analysi  nusquam  occurrit,   nisi  ubi  limes,    in 

quem  coavergat  J^   quantitate  X  ipsA  (tunc  tcmporit  propoailA)  in  O  cooTer- 

gente,  signiücelur ,  nosintequentibus  —  ubicumque  de  signo  S^  erit  quaestio 
«(certe  exccpto  ca»u  illo  tuücoy=:l)  ^-  verba  ma  «^certe  nisi  X=0  fue- 
rit^*  aubintellecla  velie :  cujus  pracicrea  rcserTationis  memoriam  qutbos 
decct  locis  revocandam  curabimns« 
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etiamsi  a=0  fuerit,  permanißre  legitlmaseoquidem^aclo 

ut  litterä  illä  r  tunc  limes  ipse,  in  quem  Arctg^  valore 

ipsius    a    nomerico    indefinite   decrescente   convergit, 
intelligatur,  quippe  quoniam^  tendente  a  in  zero  ex  piaga  posi- 

tivä,  db  2  'P^'^  ^^°^  limites  hujus  Arctg^  (prout  positiva  est  ß  aut 
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negativa)  et  quidem  vice  versa  ^^  tendente  a  in  0  ex  plaga  ne- 
gativa. 

Ex  his  porro  eonsequitar  — •  qoaeqnae  sint  a  et  ß  quantitates 
reales  (certe  nisi  ambae  =0)  —  fore  ut,  />  realem  denotante  quan- 
titatem  vaiore  numerico  integro  ant  0,  semper  vaieat 

(4)  ...  :tP=(a  +  ß\r^)P  =  QP(Co8ps  +  V^S\upe), 

6  realem  denotante,  quamviscumque  eligi  placuerit  ex  iis,  quamm 
Sinus  et  Cosinus  aequationibus  (o)  seu  eonditioni  huic 

(5)  .     .     .     a  +  ßV^=QiCos6  +  V^S\n6) 

satisfaciant ;  eamque  ipsam  ob  rem  contendi  licere»  prout  a  po- 
sitiva  est  aut  negativa,  valere 

(4') .... a-J^^ia  +  ß  V^)P  =  (±  Q)P  (Cospx + V^ Sin  pr), 

ambasque  simul  aequationes  hasce,  dum  a=0  est,  eo  quidem 
pacto  ut  KtterA  iilä  r  tunc  limes  ipse,   in  quem  Arctg^  yalore  ip 

CK 

Sias  a  numerico  indefinite  decrescente  convergit,  intelUgatur,  ideo- 
que  ::t  o  in  superiori,  at  in  inferiori  -Fa»  prout  positiva  est  aut 
negativa  ß, 

§.  2. 
De  Radicibus  et  Potentiis  {Eocponente  reali)  quantUatis 

cujuscumque. 
Obi.    Quantität  ipsa  band  =:0  esae  sapponitor.    (Vid.  Not  pag.  386.) 

1.    Si  convenit  (ut  reverÄ  fett  consuetudo)  signo  ((a+ßW  — 1))", 

breviter  ((^))"  seu1^^,  eam  intelli^formulam  generalem,  qiTae  in 
Ae  cunctas  simul  continet  ipsius  :r  Kadices.nii  ordinis  (ii  numero 
integro). 


m 


tum  signo  ((x))"  eam,  quae  in  se  nttam  Dignitatem  (nt  numer. 
int.)  uniuscujusque  harum  Kiadicum  continet. 


f» 


et  signo  ((ar))-n  intelligi  ;^i 
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probari  licet,  f»  breviter  deaotante  qaantitatem  raatem  fonaM  •!■  aat 
—  —  (m  et  R  Dum.  int)«  semper  haben 

(6) ((a:)V'  =  ^(Co8fi6+V^=lSin(*Ö)(a)y, 

9  denotante  (at  supra)  atqoe 

(7) <a)y=Co82Aft«±V^Sin24^«, 

valore  ipsius  k,  praetergoam  quod  numerus  erit  integer  aut  0»  öh 
determinato  reUcto,  sed  tarnen  pro  certo  statu!  licet  tributis  ipsi 
2&  ex  ordine  oronibus,  qui  inter  0  e^  n  (inclusive)  versantur,  na- 
merorum  parium  valoribus  (0  inclus.)  reverA  exinde  cnnctos, 
quomm  capax  sit  membrum  illud  (7)  posterius  >   comparates  esse 

valores.    Et  qnidem  si  fuerit  —,   i.   e.  valor   ipsius  fi   nuraericus, 

fraetio  irreductibilis  (m  ei  n  inter  se  primi,  n>l);  cuncü  hi  va- 
lores  sunt  nnmero  n,  eoderoque  in  casn 

(8) ((i))*^=((i))^=(a'»))"- 

Ne  ipsft  quidem  positione  singulari  valoris  ipsius  ft  numerid 
integri  aequationes  istae  (6)  et  (t)  irritae  evadiint;  praeterea  in 
hoc  casu,  ut  ex  aequat  (4)  patet^  (C^))^  in  ipsara  a;^  abit.  Tan- 
demque  si  convenit  signo  ((o?))^  —  (cui  equidem  signo  in  Analysi 
nnllus  bucusque  fuit.sensus  tributus)  —  eam  intelligi  fonnulamj  in 
quam  membrum  (6)  posterius  posito  ft=0  abit,  ideoqne  ((:r))^=rl 
z=ar^;  exinde  jam  nobis  venia  consequitiur  statuebdi  v^ra*  ptraa- 
nere  aequationes  illas  (6)  et  (7),  quaeqnae  sit  ft  quantifas 
realis  ac  rattonaiis. 

Quod  ad  singularem  illam  positionem  ar=r — 1  attinet,  EcHhoi 
est  und  cum  eä,  quam  dat  aequatio  (6), 

(9).  .  .  .((— l))/^  =  (Cosf*jr+V^^Sin,i»)((l)>", 
haac  Htttare  aequaiionem 

(9') ....  ((-1))/*  =  Cos  (2U+l)(in±\r^ Sin (U  +  l)iin 

ex  eAque  cunctos  (numero  n,  ubi  plurimum)  elicere  valores  tribuendo 
successive  ipsi  (2ä:-|-1)  omnes»  qui  inter  0  et  n  (inclusive)  versan- 

tur>  numerorum  imparium  valores.    Et  quidem  si  (berii  --  (valor 

ipsius  fft.  numerieus)  fractk^  kreductlkfOs ,  cvncti  hl  n  valetes  ilr^eiii 
sunt  eodemque  in  casu 

ao)  .  .  .  .  ((-D)*"=(([-i]«))». 

Dato  jam  unicuique  earum,  quae  in  signo  ((x)y*  —  „Expo- 
nente'^  (i  reaii  ac  rationali  —  comprebenduntur,  mianfifatuin  no- 
mine  ,,fi-Potentiae   ipsius  ^*S   ex  aequat.  (6)  lex  habetur 
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D^taUlUi istft !  Gnoctas  si  via  ccrmparare  quaiititatia  eajua- 
dam  fi-p^tentias,  sufficiet  ut  earttin  unica  quaelibet  in 
^•potei&tias  unitatia  ex  ordine  omnes  multiplicetar, 
seu  (ut  eam  aliter  pronuntian  licet):  Unica  fi - potentianim  qoan* 
ütatis  X  qadlibet  per  ((1))'^  multiplicatd,  quid  yaleat  generale  illud 
Signum  {{x)y  habebis.  *) 

2.  In  aequatione  generali  (6) ,  uti  supra  est  monitum ,  6  quam- 
libet  ascfumi  licet  quantitatum  realiuniy  quarum  Sin.  et  Cos.  legi  Qi) 
satiisfaciunt.    Eorum  tarnen,    quae  sequuntur,    vel  maximi  interest 

ut  jaro  ad  formam,  quae  aequationi  huic  ^  lllato  ibi  x  (i.  e.  Arctg-) 
contingat,  probe  attendatur. 

Dum  u  positiva  est,  quoniam  tone  0  eooptari  licet r  ipsum 
(§.  1.),  aequationi  (6)  inde  forma  contingit  ista 

(C) .  .  . ;   ((«;)M=^(Cosf.T+V"^Siii,»T)(a))M    . 

= ((P))"  (Cos  (tr  +  V^  Sin  ftt) ; 
dniD  vero  tt  negativa  est,  quoDiam  tunc  6  eooptari  licet  t-\-n, 

((jf)y=P^[Cos^(t+«)+V^Sin{»tt+«)]((I))M  • 
=  e^  (Cos  ftt+  ST^l  Sin  <tT)((—  1))M 
=  ((— e))^(C«s/tT+ V^SinfiT); 


*)  Binae  quaelibet  ^•potendamm  ipsius  X  ex  membro  (6)  posteriori'  ten 
ex  foniinl& 

(>iti(Co«^+V'IITSin^)(Co»2*^±'^'^--^Sin2*/^^  ' 

comparautiir ,  aptnm  »i  tribntrit  ip$i  k  ^lorem  singolarem.    SU  k'  lall*  (qaem 
placnerit  potistimum).     Contendo  jam  foro  ut  nna  -vel  altera  formuUruin 

C)f«(Coi^d+V^  Smft0)  [Coa2Ap  Vdb^^"— 1 8ia2Ä'/Mr), 

per^  ((1))^  moltiplicata ,  prodnetura  tit  ((^))M.     Id  quod  reveri  patet  es  eo, 
qood  loco  Qtrinsqne  ambarnm  harnm 


^  (Cot /i6 + V"—!  Sin  ^)  [Co* 2*>i:±^''^-l  Sin 2*'/«jr]  ((!)>" 
(qnod  idem  yalet)  kämm 

C^[Co»^(öi:2*jr)+V^Sin^(di:2*^)]((l))/*, 
seil.  iptA  Sifenr  eodem  tigno  ntrobiqne  affectA,  substitol  licet 

^  (Cos  laß  +  VZ^  Sin  ^)((1))P , 

qoippe  qaoniam  littera  (f  (nti  tnpra  est  monitnm)  detignatnm  volnmus  arcnm 
q«#]m  potiatiift«m  plaonttit  tligi  exiU,  qnorwa.  Sim.et  C«k  ipei  (6) 
aatlifacinnt. 
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atque  dum  ar=0  est,  quoniam  tnnc  ß  cooptari  licet  ex  arintfio 
Tel  T  vel  x-^7t  (eo  quidem  pacto,    quod  in  §.  1.  erat  cömmeRioTä* 

.  ^m),  una  harum  (6')  et  (6")  valet  aeque  ac  altera,  eo  quidem  pacto 

ß 
ut  litterä  T  tunc  limes  ipse,  in  quem  Arctg  —  valore  ipsius  a  war 

merico  indefinite  decrescente  convergit,    intelligatur,  —  b«  e.  ±0 

in  aequat.  (6'),  at  +s"  i^  (6'0>  prout  positiva  sit  aut  negativa  ß> 

Cunctos  si  quis  voluerit  elicere  valores  diverses,  Quorum  capai 
sit  membrum  aequat.  (60  et  (6'^  unumquodque,  sufHciet  (uti  supra 
est  monitum)  ut  ipsi  2k  in 

(7)    .    .     .    .    ((l))M='Cos2it|iiJP+V^Sin2Ä:fiJC 

successive  omnium,  qui  inter  0  et  denominatorem  valoris  (i  numerid 
(inclus.)  versantur,  numerorum  parium  valores  tribuaotiir,  i^qoe 
ipsi  2A:-f  1  in 

•  (y)  .  .  .  ((— l))M=Cos(2A  +  l)^«±V^Sin(2A:+l)fi» 

success.  omnium,  aui  eosdem  intra  liroites  versantur,  numeronim 
Imparium  valores  tribuantur. 

3.  De  Potentiis  Principalibus.  Ex  jx-potentiis  quantf- 
tatis  X  unam  prae  caeteris  et  (][uidem  notd  ill4  (x)/*  seu  xf^  insigniii 
juvabit.  Cuinam  potissimum  tribuatur  hoc  si&^num,  decreturos  noB 
omnium  primo  meminisse  oportet,  quisnam  illi  seusus  in  singob- 
ribus  partium  Aualyseos  praecedentium  casibus  jam  fixerit  tribite 
scilicet 

1^)  X  Numerum  denotante,   Signum  xf*  illi  ipsi  Numero,  qu 
fi-potentiam  hujus  x  conficit,   fuit  reservatum; 

2^)  :r  quantitate  quälibet,  dum  ipsi  fi  valor  eontigit  numericns 
integer  aut  0,  signo  x/* 

si  fuerit  a  positiva,  reservata  erat  aequatio 
(11)    ...    .    a:/*  =  ^(Cos^r+V"^Sinftr), 
«in  vero  a  negativa»  aequatio 

(110  .  .  •  xf*=:Qf'[Co8fA(x+7t)  +  V^S\n(i(t+n;)] 

=z  Qß  (Cos  ftT  +  V^=4  Sin  (iz)  (- 1)/* 

=  (— ?)^(Cos  ftr  +  V^  Sin  fix) , 
scilicet 

(—  1)M  =  Cos  ^jp+ V^Sin  fi«, 

'  atque 4  si  c(=0  fuerit,    una  harum  aeque  ac  altera  aequatio  (eo, 
quod  supra  dicebatur,  pacto),  seu  breviter 


y 
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(ir)  ....  (/5V^)M=(v^>^(Cos^±V::iSin^), 

prout  positiva  erat  ß  aut  negativa* 

Quorum  cum  ea,    quae   ad   auautitatem  x   parte   reali 
haad  negativa  instruetam  attiuent,  in  lege  isthac 

(12)    ....    arM  =  ^(Cös^r+V^Sinftt), 

scilicet  t  —  dum  a=:0  est  —  denotante  ±5»  prout  /Spositiva  est 

aut  oe^dLÜVB,,  continentur;  jam  patet  omnino,  quo  concilietur  defi- 
Qitio  signi  or^  (dum  pars  realis  ipsius  a:  haud  negativa 
est),  pro  (i  reali  quälibet  eädemque  rationali,  id  ipsA  (12)  adqui- 
escere  jure  optimo  licere. 

Quod  ad  X  parte  reali  negativa  instruetam  attinet« 
qooniam  in  hoc  casu  praeter  (IV)  nullä  adstricti  sumus  lege  prae- 
cedente,  patet,  quo  concilietur  nuic  casui  definitio  signi  a;M  gene- 
ralis, licere  in  ipsA  hac  (11')  adquiescere. 

Quae  jam  defioitae  sunt  ambae  xf*,  ut  exmembro  aequationum 
(&)  et  (6")  secundo  constat,  eae  sunt  ft-potentiae  ipsius  x,  quae 
positioni  i=:0  in  expressione  (7)  ipsius  ((1))^  generali  debentur. 
Uae  ipsae  sunt,  quarum  utri^ue  nomen  „ft-potentia  ipsius  x 
pilncipaÜs''  seu  „valor  ipsius  ({x)y*  principalis*'  —  (al- 
tcia  nempe,  dum  a  haud  negativa  est,  altera  dum  a  positiva)  ^^ 
asqtte  erit  reservatum.    Itaque,  ft  quMibet  reali  ac  rationali,  habentur 

11^=1, 

(13)  .    .    .      I  (_i)^^Coa^„^.VZisin^»; 

atque  in  genere,  prout  a  haud  negativa  est  aut  negativa, 

(14)  .    .    .    a:/"  =  (i:p)^(CosfiT  +  V'^SinftT), 
scilicet 

(15)  ....  (— 9)^=^"(— l>"  =  ^»(Co8^jt  +  VdlSin|ii»), 

eo  quidem  pacto  ut,  dum  a=0  est,  litterä  ü\ä  x  tunc    limes  ipse, 
in  quem  Arctg  —  valore  ipsius  u  numerico  indefinite  decr  escente  con- 

vergit,  intelligatur  (i.  e.  Jr«'    prou*  ß  positiva  est  aut  negativa), 
verbo  igitur 

I       (16)  ....  (^V^>«  =  (Vi3^)"(Cos^±\^^Sine^), 

prout  positiva  est  aut  negativa  ß, 

Observ.    Doleodum  sane  esse  videtur  quod  de  xt^  heic,  ubi 
de  ^  reali  ac  rationali  qu4cumque  ageretar,  dod  idem  plane,  ac 

Theil  I\.  26 
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ubi  antea  de  ft  nuraerice  integr^  (0  inclusive)  iHata  erat  meBtio, 
licuerit  eontendi :  valere  (inquam)  ambas  illas  (14),  proot  c  pösi- 
tiva  fuerit  aut  negativa,  atque  pro  a^=0  unam  aeque  ae  al- 
te ram  eo,  quod  supra  dicebatur,    pacto  ut  litterÄ  r  in  hoc  ca«) 

limes  intelligeretur  ipse^  in  quem  Arctg  —  vaiore  ipsius  a  Dumerico 
indefinite  decrescent©  convergat,  h.  e.  +0   '^^  superiori  (14)  at  vice 

versa  -Fo  ^1^  inferioriy  prout  positiva  fuerit  aut' negativa  ß.    Quam 

j^cilicet  si  temere  pronuntiavissemus  assertionem ,  id  jure  (dum  ^ 
negativa  est)  nobis  vitio  esset  vertendum,  quod  uno  siguo  eodem* 

que  (ß\^ — 1)^  duabus  —  certe  nisi  ft  forte  integra  numerlce  ant  0 
uiissct  —  disparibus  hisce 

(V  ß^y  (Cos  ^  ^  V"=I  Sin-^) 
et 

(-v/5^^(Cos  ff  +  v:=rsin^) 

i.  e.  (Vß^^CoB^ +\r^SiJ^) 

trlbuto  coniusionem  nos  6$ine  graviorem  Analyst  induxissemitf. 
Quid   autem?    Quandoquidem,    ut  ex  verbis  novisslmis  pbo' 

apparet,  quantitatum  illarum  a:f^  seu  (a  +  j3V  —1)/*  suum  utrawci" 
limitem  convergit,  decrescente  vaiore  ipsius  a  numerico  ioMWei 
certe  dura  ß  negativa  est  nee  ft  vaiore  numerico  integroantO; 
Donne  rei  melius  fuisset  consultum^  si,  quemadmodum  de^o 
Qu  In  nota  pag.  388.,  sie  quoque  de  signo  ipso  (j3V — ly*  st&tioBt- 
mus  fore  (inquam)  ut  in  Anatysi  nusquam  adhiberetur  hoc  si§num, 
nisi  quo  limes  umquam  sign^carQtur  ipso »  in  quem  iraagiiiana  ea, 
cujus  tunc  mentio  sit,  quantitas  a:f^  parte  sua  reali  in  0  decres- 
cente indefinite  convergat?  (quo  ex  Statute  id  nobis  praeterea 
commodi  esset  profectum ,  ut  in  sequentibus  nulli  opus  foret  signi 

0 
in 


(ßV^— l)A*  mentione  speciali).  Verumenimvero  tali  quodam  decwt 
Analysi  vel  pessime  fore  consultunr,   ex   eo  solo  patet,   quod  ii 

Analysi  saepenumero  fit  ut  haec  formula  ß  V— 1  scparatam  deno- 
tat  suiquQ  quasi  juris  quafatitatem  (ideoque  non  tunc  temporis  limi- 
tem modo,  in  quem  unum  vel  alterum  genus  quantitatum  a+jJV--l' 
vaiore  numerico  ipsius  a  indefinite  decrescente,  convergat):  ex  quo 
consequitur  Analyseos  non  minoris  Interesse,    ut  uotio  illa  ,.po* 

tentia  ipsius  ßST—i  principalis"  [seu  quid  valeat  sigwöD 
(/3V^~1)^]  definiatur,  quam  ut  certa  sit  stabilisque  vis  signi  ip««« 
(a-f/J  V— l)'*,   sive  positiva  sit  sive  negativa  quantlta«  a, 

Quum  jam  in  eo  eraraus  heic  supra,  ut  deßniretur  hoc  sigwn 
(^V — 1)^  —  [vid.  aequationem  (16)]  — ;  nuUä  ex  antecedenfiM 
praeter  aequationem  (li^)^  eandemque  non  ni«i  de  f«  numerico  In- 
tegra aut  0  constitutan,    adstricti  eramus  lege  praecedente.    I^ 
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i^tur  ipsä  id  solum  nobis  fuisse  relictum  negotium  videbatur^  ut 
legem  naue  (11'')  fi  qudlibet  reali  ac  rationali  ratam  esse  defer- 
remas,  .praesertim  quum  tali  ex  edito  id  iiisuper  CQintnodi  reduo- 
davit,  ut  aequationum  illariini  (14)  altera  certe,  seilicet 

(a  +  ßV^y  =p<"(Cos/ir+ V^^Sinfit), 

legitinia  exinde  non  solam  pro  a  positivd  sed  pro  a  haud  nega- 
tiva reddita  sit. 

(De  hac  re  plura  in  Not.  I.  sub  finem  Dissertationis.) 

Ex  aequationibus  (6')  et  (6")  cum  (14)  Gollatis  perspicitur  omni 
in  casu  haneri 

(17) ((x)y*^xf^(a)y> 

id  qaod  praeterea  jam  cosnitum  erat  ex  ea,  quae  in  fine  art.  1. 
praeced.  exposita  Aierat,  lege. 

Etquidem  ex  (14)patet  naberi,  dum  a  o^egativa  est,  semper 

(18) a:."=(— a:)^(-f-1)A', 

nee  tamen  semper,  dum  a  baud  negativa  est. 

Nota. 
Eo  in  casu,  quo  sit  „  Exponens '^  illa  |it  fractio,  cui  cedatNume- 
nitor  Dnitas  (fL=—,n  num.  int.),  potentiae  illi  principali  asn  hoc  ^fuo- 


n 
ffi 


Qoe  Signum  V<^  nomenque  „Radix  ex  quantitate  x  nti  gra- 
a^s  principalis''  reservata  e^unt« 

n 

Nosmet  hoc  modo  definitä  significatione  notulae  V^>  scittcet 

■  JL 

ea,  quae  de  hac  notufft  in  partibus  Anaiyseos  praecedentibus  (seil, 
dum  X  Numerus  est  nee  nop  ^JL)  statuta  sunt,  neutiquam  laedere 
patet  ex  aequat  (14)  et  (15).  tladix  ex  Numero  ouodam  prin- 
cipaljs  (ut  apparet)  ijwa  est  ea,  cui  nomen  in  Elementis  cessit 
jjKadix  numeri^pösitiva.'"^ 

4.    Quibus  pei'äctis  jam  constat ,  quid  in  Analysi  valeat  Signum 

xf", 

certe  dum,  x  quantitate  <|udlibet,  fi  realis  est  atque  rationalis. 
Irratiopali  it  nullus  omnino  in  praecedentibus,  excepto  casu  illo 
sio^lari  5=^:0  et  a  ppslflvd',  ttiDutus  fuit  sensus.  Licet  igitur 
abmnc,  omni  absque  pk'aeeeüentiutn  noxd,  signuni  tlhid  ^^  in  hoc 
efitfuca««  (u  irratiQii4V).m^mbro  secundo  aeij^pationum  ^ll).et(ll')  — 
sen  ipsitts  (i4)  —  aeaui Valens  statuere,  quippe  quoniam  hoc  ad- 
fiMBQ  äequat  ip«a  (11)  idlentlpa,  dum  /3=0  ponitur,  evadit.  Quo 
läcio  jam,  quid  valeäi  Signum 

26* 
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(1) ^, 

quaequae  sit  y  quantitas  realis,  perfecte  est  determi 
natum. 

Monere  juvat  hoc  loco  nihil  sane  irapedire^  quominus  aeqoaüo 
lila  (6)  ideoque  etiam  aequ.  (6')  et  (6")  hoc  etiam  in  casu  (j*  im^ 
tionaü)  ratae  sistantur ,  quippe  quoniara  tali  fi  quaotitate  sigmo  i 
(Cx)y*  in  Analysi  nondum  tributus  fuit  sensus. 

Omnibus  jam  eis,  qoae  de  Potentiis  quantitatum  hacasqoe 
statuta  fuerunt,  principiis  in  unum  coilatis  memorabiie  hoc  compa 
ratur 

Theorem  a. 

Siquidem^  ar=a4-j3  V^— 1  quantitate  qaälib'et  (certe 
baud  =0)>  a  et  ß  realibus, 

p  realis  sit  numerice  integra  aut  0, 
fi  realis  quaelibet, 

Q  modulus  =:V"a*+|3^, 

e  realis,   quam  potlssimum  placuerit  eligi  ex 
lis,  quarum  Sin.  et  Cos.  aequationi  (5)8atU 
faciunt. 


T 


=  Arctg~* 


a 


semper  obtinet 

(I)  .     .     .     .    jrP  seu  (^[€056  + V^Sin6])l» 

= (fP  (Cospe  +  V^  Sin  p6), 

(II)  .    .    .    ((a:)y  seu  ((^[Cosd+V^i:iSinö])>* 

=  gf*  (Cos  tue  +  V^  Sin  ^)  ((!)>« 
=  {(q))M  (Cos  (Iß  +  V^Sin  iiß) ; 

nee  non  semper^  prout  a  positiva  est  aot  negativa, 

(III) a^  :=  (±Q[Co8r  +  V'^Smr])P 

=  (+  0)1'  (Cospr  +  V—i  Sinpr) , 
(IV)  ...  .    ((.t:))M=((+9[CosT  +  V^Siüt]))M 

=  ((±  Q)y  CCos  (it+  V-=TSin  fit) , 

et  auidem,  dum  a=:0  est,  superiori  aeque   ac  ioferiori 
uti  licet  signo,  eo  quidem  pactf^  ut  litterd  r  tunc  limes 

intelligatur  ipse,    in  quem  Arctg  ^  valore  ipsins  «  Hfl* 
merico  decrescenteindefinite  convergat,  h.  e.  :tof  ^^^ 
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superiori  uteris  siguo^  at  To  dum  ioferiori,  prout  posi- 

tiva  est  aat  negativa  ß; 

» 
tum  semper  aequatio  obtinet 

(V)    .    .    .    .    xf*=(±Q[Co8T  +  ^^iS[nt]y 

= i±  Qy  (Cos  iit  +  V^  Sin  (it),  ' 

ei  qnidem  subjecti  conditione  ot  superioriutaris  signo, 
dum  a  positiva  est  aut  coro  (quo  in  casu  novissimo  lit- 

teri  ill4  t  liroites  ±o»  P^out  ß  positiva  est  aut  nega- 
tiva, intelligantur),  inferior!  autem  dum  negativa  est  a; 
seilicet 

(VI) ((e)y=(»^((i)V. 

(VU)  .    .    .((_,)),.  =  (_^)M((l)V=j^((-l))P, 
(Vni)      (-e)M=^(— l>u=^(CosfMi;+V^Sin(t»); 

porro 

(IX) {{x)y^a^ai))f^i 

aieo  ut,  cunctas  si  vis  obtinere  quantitatis  cujusdam 
f»-potentias,  sufficiat  ut  principalem  illius  f^-potentiam 
peromnes  ex  ordine  ^-potentias  unitatis  muitiplices; 
denique,  dum  et  negativa  est, 

(X)  .....     .    a:/*=(— ar)/*(-l)A', 

De  caefero  meminisse  juvabit,  non  solum  esse 

(XI)  .    .    .    ((l))/'=Cos2;t^«i:V^Sin2Ä-fi«, 

(XU)  ((-  l))M=(^l)^((l))M=(Cosfi7r+\^:=lSin^^)((l)n 

(Xn')  .  .  .  =Cos(2A+l)^Äi:V^Sin(2;fe+I)^^, 

in  quibus  k  (indeterm.)  breviter  „numerum  int.  aut  0'^ 
denotat; 

sed  etiam     fore    ut,     dum   ^    rationalis    est   quantitas 

=  +  aut (m  et  n  numeri  int.),  pro  certo  statui  liceat 

tributis  ipsi  2X;  in  (XI)  successive  omnibus,  qui  inter  0 
et  n  (inclusive)  versantur,  numerorum  parium  (0  in- 
das.)  atque  ipsi  2Z:-|-1  in  (XII')  successive  omnibus, 
qui  eosdem  intter  limites  versantur,  numerorum  Impa- 
rinrn  valoribus  reveri  cunctos  (et  auidem  numero  n, 
ttbi  plurimos),  quorum  capaces  sunt  ((!))''  et  ((—!))'*,  va 
lores  ex  membr.  poster.  (aI)  et  (XII')  esse  comparatos; 
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Nota.  Probe  cstnotandum  numquam  fieri  ut  V — ^= — ^A 
Sit  (dum  n^l):  illa,  utpote  auae  priucipalem  ipsius  -^  A  conficit 
radicem,  semper  imaginär ia  est  quantitas,   sciiicet 

haec  autem  semper  realis.  ^) 


*)  Fi«ri  qalilem  pote»t  nt  graviter  ferenda ,  primo  sallem  intaita ,  videa- 
tnr  licenÜM  realem,  dum  exsistit,  qaantitatis  negativae  radicem  denomioatione 

n 
„radicis    prificipaiit*'    signoque    y  simplici   frandandi:    aeu    (4U0  Uno 
omnia  com|)lectAmar  'verbo)    fernere   forsan   videbilar    ar  pracpropere  actum, 
quod  in  ^-polentiii»  quantitatis  X  (parle    real!  negativa)  non  ea    potissimum 
omat«  fuerit  denomination«  „priucipalit'^  aignoqne  illo  XI* ^  ea  (inqnam) 

quM  realU  tpsa  evadit,  dum  X  realis  «St  et  /«  formft  — ,    n  im  pari   (teil,   fl 

n  ^ 

pari  nulla  canim,  quae  ito  '^— ^4  contineutut,  realU  est).     Verumtamen  ex 

CO,  quod^-potcntiae  Ipsius  X  (parte  reall  negativa)  omnes  datae  sunt  fornnlft 

((;r»*==  ^  (Co8/«r  +  y^  Sin  i*t)[Co»(2*+1  )^J-V^  Sin  (2*+l)^:r], 

palet  qnod  diximus  offendicnlum  aliter  evliari  non  posse,  nisi  ^A*  cooptaretur 

ea»  cujus  (2Ar-|-l)/i  iniegro  elt  valore  unmerico  -*-  dum  ita  fieri  potcrit. 

Qnod  vero  2^4*1    1^^^*  rtunquam   exsistit,    nioi    forte   fuerit  ^  ralionalis 

ac  valore  numerico  fraclionis    cui    ceünt    imparis   numeri    denominator,    pro- 

pttrea  pnlet  omniDO  arbitrio  nihil  aliud  esse  relictum,  quam  ul  vel  slgno  XI* 

cdnplnres  et  quidem  aliae  aliis /»-valoribns  propriae  subjicianlur  uotiones  -— 

(Sd  quod  reverA  si  foret  admissum,   perlcultlm  e^t  no   ex   hoc  ipso   in  Can- 

dbjanum  illud  induceremor  consiLlum  !>igld  hujus  XI* ^    parte  reali  ipsius  «T  » 

negativa,  ex  Analysi  prorsns  toUendi)  —  vel  ctiam  eft,    quam  cos  snpra  in- 

ivimns,    ratione   (quamvis  primo  forsan  conspedn  spotiam  qvamdam  prao  «e 

ferat  offensionis)  definiatur  hoc  signum.     Utrum  eligatur  polissimum,   id  fa- 

cila  constat  ratione  hahitA  emolumenti,  quOd  Analysi  contint^at  ex  definltione 

ita  comparalA,  nt  in  omnem  fh  quadrcrt  (realem  immo  non  minus  ao  ima^lna- 

riam).     Jl^ec  id  solum ;    alia  est  quaedam  insnper,    eadcmque  ad  hunc  usque 

dient  (quod  jure  licet  mirari)  ueglacta,   gravissimi  sane   ad  rem  dirimandam 

nomenti  ratio  ea,  quam  indicant  leges  illae  in  num.  2®).  3®)  et  4^}  y-.  6* 
relatac:  quippe  quibus  iuopinatum  fere  arctissimumque,  quo  iulcr  se  cohae- 
rent  vinculo  aocietalis   ambo  quantitatum  genera   ea,    quae  nos  h6ic  signis 

illU  Xß  (q«da  Immo  Xß-k^'^V-^l )  et  /!2r  «^  Negativa  sit  X  qu&  parte«  realem 
ncc  ne  — >  intelligenda  statuimnS,  est  indicatum.  QuA  dcmum  perspcctA  socie- 
täte  primo  quidem  patet ,  qnemadmodum  in  quantitälibus  si^a  /((^))  com- 
prehcnsis  nuUam  omnino  signo  Ix  notandam  realem  (dum  X  negativa  est 
p«rl«  reali)  deprehtndi  lii^ehit,  nc  quoq«D,  dum  in  eo  rea  agiiar  ut  ex 
agmiue  quantitatum  (Sx))!*  eligatnr  J?/^,  id  sane  levioris  e»s«  momenli  fuod 
forte  inter  ((•:r))/'  illas  quaepiam  exsistat,  cui  pro  ^-valdre  quodam  special! 
foraia  cedat  realis;  tum  vero  deiacepa  hand  praeterit,  ti  ratione  illft  forai- 
tan  praeoptatA  determinaretur  XI*  (pro  X  quA  partem  realem  negativa) ,  pro* 
feeto  fore  ut  iucassum  abiret  qnod  modo  diximus  vinculum  aocielatia  nna 
CBAi  Omnibus,  quae  ex  mirA  hac  conjunctione    pendent,  legibns  Anelysi  vere 

•alistaribtts. 

n 
Praeterea  jure  licet  contendere  )am  signo  ipso  — y  i4  effeduni  esse,  ut  reali 
i\U  Hü  ordiuis  radici  ex  (-*i4)  satis  contigerit  remnnerationis« 


f 
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5.  Idioinata  potentiarum  principali'um  pra^cipoa. 
Ej  ae<](uatione  (I)  theorematis  praecedentis  rectä  coDseqoltar  ittn 
uty  cujusvis  sint  generis  quantitates  x,  Xi,  ür^y.,„Xn,  si  modo 
reales  fuerint  ac  numerice  integrae  aut  0  istae  p,  pii 
p%9—»Pn9  ratae  sint  quae  sequuntur  leges  (quarum  praeterea  aiic- 
toritas ,  dam  *;r ,  jt^ , ,... ocn  Numeros  denotant >  ex  Elementis  jam 
cognita  est): 

a:P.ad»i,xPi..., a:J»i>=arPTpi+Pt+f—+p,i,  nee  non  — -•=a;f»'^, 

sc* 

ideoque  etiam  =(a:Pi)p, 

jrjP      /^i\p 
xP  .XiP'.  ar^P.,.. Xi^={xXiX2'"*Xn)P  atque  —^  ^^1^7' 

Sin  vero  reales  equidem  at  ceteroquin  Indetermi- 
Datae  relictae  supponantur  Exponentes  ft,  fi^  fi>....fi;   non  ni^i 

i       i         n 

certis    subjeetis  copditionibus   leges   valent  eaedem    (qaam?i8  sie 
quoque  in  genere  iis  uti  liceat,    vt  satis  constat,    dum  Nameri 

sunt  X,  J^i »••••  J?n)*  "^ 

1^    Haec  tamen  aequatio 
(19) x/*.x^* .x^.^^x  z=X 


Dumquam  non  valet,  ideoque  non  minus  aequatio 

(20) ^=^' 

atque  in  specie  haecce 

(20') ^=^''. 

Demonstr*    Nam ,  parte reali  ipsius  x haud  negativA« aeqmtio 
(V)  dat 


xt*x'i...x''=Q'^^^'''^i!{CosQi^+....+(i)r+^ 

=0;     >         «. 

Et  quidcm,  negativa  ipsius  4?  parte  reali ,  aequ.  (V)  cum(Vlfl) 
conjuncta  dat 

^_'         "  J.(-i)M(-i)'!....(-i)r. 

+  V^=äSin(f*+fi  + +ft)T 

*  n 
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L  e.  quoniam  ex  (13),  ut  patet,  (-iy(— !)*...(— 1)»=(—1)     *        »  est, 

Q.  E.  D. 

'    2^    Aequatip  lila 

(21) {a^X^xf^ 

valet  (fi  et  ft  quibuscumqM^)  certe  quoties^  parte  reali 
ipsius  .T  haud  negativa,   produetum   illud  fit  limitibus 

dbo  iiAQ^  excedat  (r  denotante,  uti  assolet). 

Demonstr.    Est  enim  in  hoc  casu  (parte  reaii  x  haud  nega- 
tiy&),  secundum  (V), 

arM  ~  ^  (Cos  ftr  4-  V^— 1  Sinfir), 

nec  Don,  quooiam  heic  ^t  limitibus  iliis  ^^hdAxAexceAeteif^kAeok 
cx(V) 

(a:^)^  =  ^"«(CosfittT  +  V^SinfittT)=3JWj. 

,  Q-  E.  D. 

Nee  minus  valet. ista  aequatio,  ouoties,  parte  reali 
ipsius  o:  negativa,    productum  illud  ^{t-y-n)  limitibus 

J:o  haud  excedat  Nam  parte  reaii  x  negativa  ex  aequ.  (V) 
et  (Vm)  habetur 

Ä^=pf*[Cosft(r+fr)  + V— »lSinft(T  +  jr)], 

nee  non»  quoniam  heic  ^(r-f  tt)  limitibus  Ulis  4:  n- haud  excederet, 
eädem  ex  (V) 

(a:/*)M=^[Cos|^ji(r+;r)+V:=äSinfi/j(t+ ;r)], 

quäe  quidem  ip  hoc  casu  (n^gativ^  ipsius  o:  parte  reali)  rßverd  va- 
lorem  conficit  ipsius  x^^,  secundum  (V)  et  (VllI).  —  Q,  E.  D. 

Quibusnam  praeterea  in  casibus  rata  sit  nee  ne  aequatio  ilfa 
(21),   fl  et  fi  reaüibus  indeterminatis  relictis,   icl  opus  non  heic  est 

exponi:  quippe  quod,  ubi  forte  sit  opus,  perfaciü  semp^  ^egotio 
licet  discerni.  De  caetero  in  §  4.  sequenti  (pag.  411.)  universalem 
magis  ac  vere  notandum  casuum,  in  auibus  valeat  ista  aequatio, 
characterem  in  medio  proferendum  curabimus.  Quadrati  hoc  idem 
in  aequationem 

(22)     ....  (a:M)f  =  (a:V» 
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quae  quidem  certe  (ut  ex  modo  allatls  patet)  vim  habet  legitimain 
!<')  quoties,  parte  reaii  x  hau'd  negativa^   illoruin  fiV  et 

ux  neutrum  limitibus  +-^  excedat,  atque  2^)  quoties,  ne- 
gativa ipsius  a^  parte  reaii>  productorum  it{x-{-'Jt)  ei  ^{x^n) 

n  * 

neutrum  limitibus  Jto  excedat. 

3^)    Aequatio  iiia 

(23)    ....     a^Xif*..,.Xi^  =jxxi..,.Xn)^ 

valet   (fi   qu4libet)   eerte   quotie«,    realibuB   ipsarom 
X,  Xi,...*Xn  partibus  haud  pegativis,  summa  illa 

(24) T  +  Ti+....  +  r„ 

limitibus  ±5-  haud  excedat:   —  ubi  videUcet 

R  8  R 

x=ArctgK  Ti=:Arctg-^,....T«=Arctg~; 
atque 

xz=ia^ß  V^,  a?i  =  a,  +i5i  V"^ ,  ..^==  ««+1»»  V^- 

Demonstr.    Quod  enim   partes  reales  omniam  st,  it^^^^Xn 
haud  negativae  sint^  ideoque  {q,  Qi^-^Qn  modales  detiot^tifott) 

a;==^(Cosr4- V — ISinx),  ari:=^(Cosri  +  V — ISinrj)^... 

....a:n=^fi(C0STn-f  V^^ ISlUTn), 

propterea  secundum  (V)  habetur 

Xf^Xif*....Xf/*=(QQl...Qn)fiCod(A(t'^Xj+,..+Xu)  +  V'^SUlf^^^ 

i.  e. 

^=^{XXl,^•^Xn^^^, 

quippe  quoniam  summa  illa  (24)  limitibus  Jzk  haud  excedere  po- 
Sita  erat 

Q.  E.  D. 

Quod  ad  specialem  ilfam 
(230 xf'Xif^  —  ixxi)^ 

attinet^  facile  patet  satisfactum  eä  esse  conditioni  heic  mipfti  et* 
positae^  quoties^  realibus  ipsarum  x  et  Xi  partibus  haud 
negativis,  pars  ipsa  realis  producti  xxi  haud  negativa 
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Sit.  "^  —  Est  alios  in  super  casus  singnlaris^  quo  valet  ista  (23') 
is  inquain  ubi»  parte  reali  o:  po^jsitivA»  Xi  ipsa  =— 1 
fuerit:    etenim  tunc  secuodum  (X)  habetur 


>  t 


Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  nee  ne  aeqnatio  illa  (23), 
fL  indetenninatft  relictd,  id  opus  non  heic  est  exponi :  quippe  quod, 
ubi  forte  sit  opos ,  perfacili  semper  negotii  licet  discemi.  De  cae- 
tero  in  §.  4.  sequenti  (pag,  412.)  universalem  magis  ac  vero  notan- 
dum  casoom,  quibus  valeat  ista  aequatlo,  characterem  in  medio 
proferendum  curabimus. 

4^)    Aequatio  illa 

<-)••■■•  ^=(t)" 

valet  (fi  quälibet),   certe  quoties  haud  negativae  sint 
partes  reales  tum  utriusque  x  et  xi  tum  Quoti  ipsiii« 

^.    Etenim  si  ita  fuerit,  ex  (23')  habetur  ^(^Y  =  ^i'*' 
Exinde  consequitur,  aequationem  illam  ' 

(l\f*      1 
- 1   =^  ideoque  =^ar-f  secundum  (20') 

ralere  (ft  quälibet),  quoties  haud  negativa  sitparsrea- 
iis  ipsius  X.  E  contrario  ista  aequatio,  dum  negativa  est 
pars  realis  ipsius  x,  neutiquam  valet  (nisi  forte  fi  nume- 
ric«  integra  aut  0  fuer*it):   tuoc  enim  habetur 


at  vero 


ar^==(-.ar)-A*(— 1)H^,  secuod.  (X); 


h.  e. 


(-i)'(-.^-. 


quoniam  helc  — x  positiv^  est  parte  reali;    et  quidem  inaequales 
sunt  (—1)"  et  (-1)-",  nisi  forte  Sinft7t=0  fuerit 


*)  Tnac  enim  fieri  nun  polest  ot  summa  'tf-f'^i  Hmitibnn  ilii«  J^  — 
excedat,  qnipp«  qnoniam  extra  hos  Umites  nullus  omniiio  arcus  exsiatit, 
Cid,  siunmae  qnidem  dnarnm  qnaramdam  t  et  Ti  limitibas  J^->  haud  exce- 
denlium,  coainna  cedat  haud  negaliya». 
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§.  3. 
De  signo  ^,  A  numero,  ^^-valorc  qaolibet 

Observ.  Postulaatar  abhinc»  praeter  ea  auae  io  hae  Dfsser- 
tatione  jani  sunt  pertractata,  sequentia  nota :  1^)  Doctrma  logarith- 
monmi  (realiuin)  D^uroerorum  primaque  doctrinae  seriemm  infini- 
tarum  (terminis  realibus)  priocipia  ea,  quae  in  Anal.  AI  gebr. 
Chap.  VI.  exposuit  Cauchy,  —  (itaque,  ut  paueis  complectar, 
summa  operis  illius  Anal.  Alg^br.  Gbap.  I — VI.)  —  adjectifuuc- 


paginae  289  nfominatimque  bis  verbii«,,Cela  pos6  si  Tod  &e.''^^ 
praecedunt 

Quid  in  Analysi  valeat  hoc  Signum 

(1) ^, 

quaeque  sit  a;  qiiadtitas  (realis,  inquam,  aut  imaginarla),  modo  sit 
y  realis^  ex  praec^dentibus  jam  coostat.  Reliquum  est  ut  inve- 
uiatur,  quisnam  buig  signo  in  genere,  i.  e.  talis  qui  Expooentiy 

cuilibet  =  ft  +  v\f — 1  (fi  et  v  realibus)  quadcet^  potlssimom  triboa- 
tur  sensus.  Eandem  heie  persecuturis  viam,  qud  in  partibus  Ana- 
lyseos praecedentibus  perventum  fuit  ad  sensum  aigui  a9  pro  jy 
reaii  determinandum,  nobis  primo  quidem  injunctum   est  negotHnn 

ut  Signum  boc  ar^+^V— i,  dum  o?  Numerus  est  =A,  seu  htm- 
ter  Signum 


*)  Cauchy,  ut  sali»  cuiislat,  hanc  rem  ia  doctrina  dcmom  AammaUoda 
bcriernm  terminis  imaghiariis  instroctaruni  collocavil.  Qu^e  si  nece»$aria 
essel  dilulio,  ex  eft  re  «olA   (ut  facile  patet)   id  nol'U  ip[i]>e<limtiiti  moraeqnd 

foret  oblatum,  ut  ea  quae  jam  reliqua  nujat  si/na  (jüV  i||ud  in  geuer«, 
caeteraque)  definiri  eorumque  idiomata  ezplicari  non  omilino  liccrel,  iiiii 
'viam  pertecutnri,  quam  Cauchy  muniTit,  praemissa  postuluremus  fere  omnia, 
quae    in  Anal.  Alg.    Chap.  IX.  f.  2>   poat  pag.  2BI9.  teqnnntur,    eaxBqiis 

ipsäm  ob  cannaam  $^^"^.  illum  5.  Chap.  VIII.  ihid.  — -  At  vero  quandoqvddem 
fouctionnm  illarum  Sin^T  et  Cos  J?  (j^reali)  secundnm  dignitates  ipsios  X  «z- 
plicandanim  legem  facili  negotio,  yi  quidem  prohJemalis»in  pag.  114.  AnaL 
Alg^br.  propositi,  sanciri  licet  (cni  tarnen \rci  Jioc  loco  tempua  impendere 
satis  foret  ineptum);  nos  quidem,  hac  re  iusi  Chap.  VI.  Anal.  Al§4br. 
vindicalA ,    jam  nunc  morft  disiectA  nil  impedit  quominus  ad  signa ,  de  qulboa 

agitur  [x^,  Log^(x),  SinX  etc]  complete  defiuienda  progrediamnr. 

**)  Nos  tameu  ea,  quae  modo  supra  in  art.  5.  §1  nostri  2di  allata  aonl, 
in  locum  paginarum  243—246;  §i  1«  Cliap.  YIII.  substitucnda  esse  cenaere, 
per  se  pateU 

***)  Qttod  ad  ca  quae  his  "verbis  succedeutia  (um  2am  Chap.  IX.  ccafi* 
ciunt  (snmmalionem,  inquam,  serierum  quarumdam  lerminis  imagiuariis 
inslructarnm),  nee  non  (qui  üs  postulatur  praemiasus)  (am  ips«m  %am 
Chap.  VIII.  attinet,  tanlnm  abest  nt  praemittenda  nece.Nse  sint  haec  onmia  üs, 
quae  ad  signa  de  quibus  heic  agitur  definienda  eorumque  explicanda  idiomata 
pertineanl  (id  quod  jam  modo  supra  monuimus),  nt  potius  in  systeinale  ipso 
Analyseos  postponenda  esse  haec  omnia  iiS}  quae  opueculum  hoc  noAtrnin 
conslitoont,  jure  esse  concedendum  Tideatar. 
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(26) ^+»V^^  s^tt  Ay 

determinemus.  Qua  tarnen  in  re  saue  cogoitä  paucis  tantiunmodo 
beic  opns  est  verbis. 

NoD  solum  jure  licitum  sed  ex  analogiä  etiam  praefinitum  esse 
apparet^  ut  y-valore  quolibet  statuatur  defioitio 

ideoque  in  specie,  e  denot  Basin  systematis  Neperiani, 
(27')    ....     e9=l+f  +  f^  +  j;|^  +  ^c.; 

vi  qnaruniy  y-valore  quolibet,  habetur  relatio 

(28) i4»  =  6»'< 

Porro,  quae  ex  bis  consequitur,   aequatio 

(29) «».6yi  =  e!rf»« 

nee  non  iatior  ista 

(30)  ....    i45.i4»i....^»«  =  ^»+Sfi+— +»« 

Saniam  ratae  sunt  valoribus  ipsarum  y^  yi, yn  quibuseumque 
MtHbus  aeque  ac  imaginariis),  exinde  rectä  fadllimoque  usque 
negotioy  vi  ^uidem  le^is  illius  functionum  Sino;  et  Cosa:  (a:  reali) 
secundom  digoitates  ipsiuso:  explicandarum,  deducitur  notissi^ia 
tUa  formae  finitae  relatio 

* 

(31)  .    .     .    e/*+»'i^^=e^(Cosv  +  V^Sinv) 
nee  non  Iatior  ista 

(32)  ...    Af^^^^=^Af^(Cos[vlA]+V^Siu[vlA}); 

qnft  ex  novissimä  demum  patet  omnino  Numeris  A,  Ai, An 

valere  istaro 

(3^    ....  A9.Aiy....AtJif=^(AAi,...An)yy 
quaequae  sit  y  quantitas  reaiis  aut  imaginaria. 

Nota. 

Ex  eo  ipso  quod  aequatio  (31) ^-^  qu&libet  reali»  suppeditat 

e^V^^  =  Cos  <9  +  V^  Sin  e, 

Id  efScitur,  ut,  loco  aequationuni  Theorematis  illius  in  §.  2.  relativ 
bteviores  eamque  ipsam  ob  caussam  usui  plenunque  commodiores 
substitui  liceat  hasce: 


4m 

(34)  .    .    .     a^  sevL  ige^^r^yp  z=  Qp  gP^lT^ , 

(35)  .  .  .    ((:r))^  gen  ((QeßV=T)y^  ^  ef^iT^  ((l)y^ 

tuniy  prout  positiva  est  aut  negativa  a, 
(340    .  •  •  •    afP^(±ge^<^^)Pt=:(±Q)PeP^V^, 

(35')  .  .  .  ax))f^^((±Qe^V^))M:=^{(±Q)yef^^ir^, 

atque^  pro  a=:0,  superius  autinferius  ex  arbitrio  Signum  (paeto 
iilo  solito);  porro,  prout  a  haud  negativa  ei^t  aut  negativa, 
potentiae  principali 

(36)  .    .    .    a:f*={±Qe^^^^y=i(4:gyef'^^^; 
tandemque 

(37)  ((l))te=c±2*^V^  atque((— !>*=(— l)^((l)>"=e±C^*+i)/*«1^-^, 

(38)    ...    .  (— 1)M  =  e/*^i^^  =  (e'^V^)". 


§.  4. 

6en«u  accqiae 
pertineat)  ifr 
üjunctum  est  nifh 
proxlme  antecedentibus  intimo  conjuncta  sunt  Ml* 
praeclpua 

De  Logarithmis  Quantitatum  Naturalibus 

principia  praemittantur. 

Problemß,     InvenUf   quaatptates   eas  z  universas» 
quibus  cohaitioni  huic 


/ 


(39) e»=a  +  /5V^ 

(e  Basin  denotante  systeroatls  logarithmorumnaturalium,   tf  et  ß 
quantitates  reales)  fiat  satis;   seu,  quod  idem  valet  (q  modalum 


•  

(390    .    •    •    •     c»=;e(Cosö  +  V-lSin^), 

■ 

Taii  (si  exsistat)  quantitati  unicuique  forma  cedat  necenM  '^^ 
baec  tft+t»V^  {u  et  t>  realibus),  ideoque  loco  aequatloms  »«^ 
simae  hanc  licet  substitui: 
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i.  e. 

I*  (Cos  V  +  V7^  sin  tj)  c;:  ^  (Cos  e+V^  Sin  0) 
seu 

(40)  1  ^''=^'  ^-  ^-  *'='^' 

Quanim  ex  priori  (40)  jam  primo  qaidem  patet,    si   quantitas 

illa  proposita  a-j-ßV  — 1  =  0  fuisset^  nullam  omnino  ex- 
sistere  quantitatem  (finitani)  Zr  qua  Hat  satis  proble- 
mati.  At  ceteroquin  semper  —  ut  tacillimum  e^t  expertu  — 
problemati  reveri  fit  satis  unäquäque  quantitatum  lii  formiila 

(41) Z=/^  +  (Öi;2Ä»)V^, 

quemvis  placuerit  ipsi  k  tribuere  numeri  integri  (0  inclu^*)  valorem» 
comprehensarum . 

Quantitatum  y  qulbus  aequationi  (39)  fiat  satis,  unaquaeque  ap- 
pellabitur  „e^logarithnius  quidam  (item  logarithmus  natu- 

rali»)  ipsius  a  +  ß Sf — 1 "  *):  et  qüidem  fonnula  ea  universalis, 

qaae  in^  se  coectos  hos  continet  ipsius  « +  i?  V  — 1  #eu  o?  (hfevi- 
ter)  logarithraoSy  signo  illo  /((o;))  intelligenda  erit.  Unde  aequatio 
Übt 


(42)  ...    .     /((a:))=/^  +  (6db2A7r)V-5, 

fy  denotante  (uti  supra  est  mouitum). 

Ex.  gr.    Qnontam,  dum  x  est  I,  6^cooptari  licet  0,  atqvie,  dum 
X  est  —  !•  6»  cooptari  licet  n\ 
ex  aeqüatiooe  (42)  patet  esse 

(43)     /((!))= ±  2*«  V^, 

imagiDariis  omnibus  unico  =0  excepto, 

/((- 1))=«  ^^1=1 +/((!)) =±  (2A  +  D«  \rzi, 

imaginariis  omnibus. 

liicebit  igitur,  looo  aequatiooLs  (42),  bac  ufi 

(42^)  ....  /((:r))=/^-f /((l))+öV^=/(r^))  +  öV^' 
quae  quidem  iudicata  cunctos  quantitatis  cujusdam  e-ioga- 


*)  Nosinel  hac  definilione  nullo  modo  ea,  qnne  lu  pariilnis  Aoaly^oos 
praecedeotilrai  üe  log«nth.iiil«»  Numerorum  nnftaralibns  «latnla  tupt,  lur* 
dere    plane   «pparet. 

Loco  vocabuli  „^-iogarilhmn»*^  explicaliuB  dicittir  ,, logArilhmas 
ezKyttemalebHseo«f." 


rithmos  eo  modo  comparari  licere,  ut  eofum  doico  — 
ojuera  potissimum  eligi  placuerit  —  addatur  /((!))  i.e. ad- 
aantur  successive  «-logarithini  omnes  uBitatis. 

Nota.    Es  his  patet^  ft  real!  qu&Iibet  (x  haud  z^o),  semper 
obtinere 

(45) e/^((*))  =  ((o:))^,       ' 

Nain 

=  ((^)y>  secundum  (35). 

2.    Dum   er   positiva   est,   «{iioniam  ttincS  cooptari  licet  r 
(§.  1.  art.  2.),  aequationi  (42^  inde  forma  cotitingit  ista 

(46)  ....  /((j;))=/p+/((l))+r\^=l=^/((^))  +  TV^=l; 
dum  a  negativa  est,  quoniam  tunc  6  cooptari  licet  r-f-^t, 

(46')    .    .    .    /((a:))  =/^ +  /((!)) +(T  +  »)V^ 

=  lQ-\'l{(-i))+t\r:=l=l((-Q))+t\r—t; 

atqne,  dum  o=0  est,  una  valet  aeque  ac  altera  aequatio^  eo 
quidem  pacto  iit  iitterä  t  tunc  limes  ipse,  in  quem  Arctg—  valore 
ipsius  a  numerico  indefinite  decrescente  convergit,  intelligatur,  h.  e 
Jta  in  (^)>  at  Tö"  *"  (^')>  prout  positiva  est  aut  negativa  ß. 

y^Principaii  ipsius  l((ai))  valore''  seu  ,ye-logaritlmo 
quantitatis  x  principaii''  eum  ipsum  iotelligi  juvabit,  qni 
secundo  membro  aequationis  (46)  convenientery  dum  er  positiva 
est  aut  zeroy  et  secundo  membro  aequationis  (46')  dum  nega« 
tiva  est  a,  positioni  k=0  in  expressione  (43)  ipsius  /((!))  gene- 
rali debetur.  Principali  huic  logarithmo  signum  iUud  Hx)  seu  is 
erit  reservatum.  *)    Habentur  itaque 

j  /(1)=0, 

atque  in  genere»  dum  ahaud  negativa  est» 
(48)    .....    .    Ix  =  Iq  +  vV^, 


*)  Nosmel  hoc  modo  definilA  significalione  nofnlae  lx(X~rAiore  quo- 
ll bei)  reverÄ  enm,  quem  hnic  signo  pro  ar==Numero  A  in  Eiern  entU  jam 
Tindicarant ,  senaum  in  integro  reliquitse,  id  satis  palet  ex  eo  <|aod  aeqoatia 
(^48),  qoae  signtficalionem  linjus  ix  pro  X  omni  qua  partem  realem 
positiv^  indicat,  in  hoc  casu  singulari  identica  evadit.  Principali* 
igitnr  Numeri  cujasdam  ^-1  ogari  thmus  i«  ipse  est,  cni  in  Elementis 
nomen  cessit    „^-logarithmns    nameri.** 
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sdlicet,  8i  asnO,  littorA  r  inteiligatur  (at  aupra), 
dum  Vera  u  negativa 

(480  ....  £r  =  /p  +  (t  +  «)  V^^= Iq  +  /(- 1)  +  tV^ 

verbo:    semper  obtinet  aequatio 

(49) ia:t=zH±Q)  +  TV'^, 

«ctiicet  —Qf  dom  «rnegatira  est»  alioqain -|- (».    Ideoque,  secundtim 
(46)  et  (460  >  <>n^n>  ^i^  casu  habetur 

m ^(:r))  =  £r +  /((!)), 

id  quod  praeterea  jiain  cognitura  erat  ex  verbis  aeqoationem  (42') 
proxime  iDsequcDtibus. 

Et quidem  ex  (49)  patet  haben y  dum  «  negativa  est,  semper 
(51) ir=/(—ar) +  /(-!), 

nee  tamen  semper  alioqnin. 

Nota  ].  Aequatio  (50)  indicat.positivae  cuique  quanti- 
tati  unicum  esse  e-iogaritbmum,  principalem  iiiquam,  realem; 
megativae  autem  ne  unura  quidem. 

Nota  2.  Ex  aequ.  (49)  patet,  |i  reali  quftlibet  (x  band  z^ro), 
semper  obtioere 

(52) ef^z=zxf*, 

Nam  (49)  dat 

scUicet»  dum  a  baud  negativa  est» 

z^ef*(^^V^)  =  Qßef't^r^  2=  xf^  secund.  (36), 
atque»  dum  negativa  est  a, 

==  eM^H^t^^  =  ^«  6^»+T) V^i  =  xf^  secund.  (36). 

Nota  3.  Jamque  ex  ae^u.  (52),  quippe  quft  indicatur  esse 
tt/or  unus  «-logaritbmorum  ipsniS'^rA'y  consequitur»  vi  legis  lllius 
infra  aequat.  (42')  expositae,    esse 

(53) /((^TA*))  =  ^te  + /((!)). 

Qnae   licet   aequatio   cum    aequatione  (50)  —  juxta   quam  habe- 
tur  /((^))^  =  /(a:^) +  /((!))  —  conjuncta  arguat  semper  esse 

/(;j^) +  /((!))  =f*£r +  /((!)), 
Theil  IX  27 
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ex  hac  tarnen  caTeaduin  e«t ne fatoaea  doeatar  ednchisioy  sicijno- 
que  in  genere  esse 

K^)  pnncipalem  =(ilx. 

Ubi  demum  uLx  principalem  ipsius  a:f^  logarithmum  confidat,  U 
infra  erit  explicatuiu.  Aequatione  iltft  (53)  id  constat  solummodo, 
quantitatura  omnium  ex  parte  altera  suam  cuique  ex  alterd  parte 
aeqiiivalere. 

3.  Idiomata  ß-logarithmorum  principalium  pratci- 
pua.  Quae  logarithmis  (realibus)  Nuiueroram  x,  .Ti,....^«  pro- 
pria  sunt  solitisqae  bis  comprebensa  aequationibus 

l(a:^)=:(ila:,  (/*  reali), 

l(x)  +  /(a?i)  +  ....  +  l(Xn)  =  l(xXi.,.»Xn) , 


?(arO-/(^)  =  /(5); 


idiomata  non  nisi  certis  stibjectis  conditionibus,  cjiinl  ipsis  x,  3tir- 
....OTfi  sensus  quantitatum  quammcunique  subjicitiir,  int^ 
manent. 

1^    De  aeqnatione  illä 

.  .    (85) l(a:f^)  =  fAlx 

ea  ipsa,  quae  in  2^)  pag.  401.  de  aequatione 
(21) (arA*)/f  =  ar/Vf, 

pronuntiari  licebit. 

Demonstr.  Semper  equidem  filx  unum  conficit  ex  e-logariäi- 
niis  ipsius  xr^»  secand.  (52).  Contendimus  autem  boc  loco  c^iAo^ 
eam  ambobus,  de  quibus  agitur^  incasibus  principalem  ipsum  loga- 
rithmum /(j-A*). 

Logarithmus  ipsius  xf*  principalis,  juxta  definitionem,  est 

(56) l(xf^)=il(±R)i-T\r^, 

denotante  R  modulum  ipsius  xf  atque 

T=. Are  (tß  =  ^^^'  ipsius  V  —1  in  xf*. , 

parte  ejusd.  xf^  reali 

et  quidem,  ab  altera  parte, 

(57)     ...    .     fite=ft,[/(±(,)  +  TV:=i]. 
Quod  autem  y  seeundum  (36),  habetur 

xf^  =  (±Q)f'ef^^r^y 

sctiicet  

— ^^rV-i^  a  band  negatirft. 
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et  qaidem 

=Qf^ef^iTi-7i)V^,  o  Degativä; 

propterea  priori  io.  casu  (er  haud  negativa) ,  quoties  fit  limitibiis  illis 
dto  fcaud  excedat,  obtinetista 

l(a:f*)  =  /(^)  -f  ^tV^^=  fax  oisüs  btfpisöe, 

nec  iniim«  p^steitcni  (^  u^gatitA),  qooties  fi(r4-9s)  hisce  dbo^aud 

excedat  (ex  quo  condeqoitur  esse  partem  ipsius  x^  realem  band 

negativam)^  ista 

.,  .     ■       '  . 

/(j:/')=V)  +  ^(t+7r)V":^=:ft[/(-(?)+rV^]=^ 

casAs  bijti0ce. 

Q.  E.  D. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  ista  ae(]|uatio  (55),  id 
(ubi  forte  sit  opus)  perfacili  semper  negotio,  coUati»  quidem  inter 
se  aequatioDibus  (56)  et  (57),  licebit  discemi. 

Nota.  '  Id  certe  tonstaty  quoties 
(56)    ..*•...     l(xf*)  =  iilx 
Sit«  toties  hanc  etiam  obtinere  aeqottioiiQm ' 
(21) (:rM)Af  =  aMM*. 

Harn  semper  babetur 

(xf^)ff  =  ef^'h ,  secmid.  (52), 

ideoqae 

=^ef^9  quoties  rata  eit  (55),  ^ 

quae  autem  ipsa  ef^f^  iramqnam  non  ^sxf^f\  est,  secundum  (52). 

2^)    De  aequatione  illä 

(58)    .    .    .   l(a:)  +  l(Xi)  +  ..,.  +  l(Xn)^l(xXi..,^n) 

0a  ip)»a,  quae  in  3<>>  pag. 402.  de  aequatione 

..t  ' 

(23)     .....   Xf^Xif*,..^t^  =  (xXi....Xnyy 

t 

pronuntiari  licebit. 

D  e  m  o  D  s  t  r.  Semper  equidem  summa  X(;p>  +  l(xi )  +  ...•+  l(xn) 
noura  conficit  ex  e-logarithmis  producti  (xxi.,.,Xn),  quippe  quoniam 
haec  e^(«)+'('iH^*-TWH?  semper  t=zxaii0..ujen  est  scouni.  -(30^»  Coo«- 
tendimus  autem  boc  ioco  summam  istam  casu,  de  quoagitur,  ipsum 
conficere  logaritbmum  priDcipalem  l(^xxi...,Xn)' 

Logarithmus  ipsius  (aur|...ur«)  pnocipaBs,  juxta  dißinitionem,  est 

2T* 
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(59)  .    .    .     /(a?Xi....ar«)  =  /{±i2)+7V^, 
denotante  R  modulom  producti  axi.,..a:n  atque 

T=: Arc(tff=  Co^ff.  ipsiiis  V^ — 1  ibid.. , 

parte  reali  ibid. 

et  quidem,  ab  altera  parte, 

(60)  /(a:)  +  /(:ri)  +  .-.  +  /(:r,)=/(±p)+/(±^)+_fK±W) 

+  (i^ + ^1  +  •••• + ^•)V^. 

Quae  autem  ambae  reverft,   dum  haud  negativae  sunt  partes 
omniam  ^r,  Wi,,*»»Xn  reales  eamque  ob  caussam 

/(a:)  +  /(a:i)+....  +  Kxn)=K{Qqi...Qn)  +  (T+Ti+-..+«iOV^-i 
atque 

^(a:ari....a:«)=/[^^....^.c(^+*^i+—+V^~'], 

aequales  auot,  quoties  summa  illa  t  -f  ^1  + +^  limitibns  ±9 

haud  excesserit. 

Q.  E,  D. 

Quod  ad  specialem  Ulam 

(580 Ka:)^Kx{)^Kwx^) 

attinet»  facile  patet  in  eam  quadrare»  quae  In  pag.  402.  deaeqnat 

(23') xf^x^f^  =  (xxiy 

pronuntiebaotur  edicta:^  ue  hoc  quidem  excepto,    quod   posltiT& 
ipsius  X  parte  reäll  rata  sit  aon  secus  aequatio 

(SS'O     ....      /(a:)  +  /(— l)=/(-.ar)  *) 

ao  ista 

(23'^) xf*{-iy  =  {-xy^. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  aequ.  (58; ,  id  (ubi  forte 
sit  opus)  per&cili  semper  negotio,  collatis  inter  se  aequatloDibus 
(59)  et  (6(1)  >  disceroi  licebit. 

Nota.    Id  certe  constat,  quoties 

(58)    ...  4    /(a:)-f''(^i)+*'«*+^^ii)=^(^^i*'*.^) 
sit»  totles  hanc  etiam  obtinere  aequationem 


*)  Id  qvod  y9M  ipta  indicavit  aequatio  (51). 
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(23)    ....    xf^xxf^....ah/^^{xxi...^ny^: 
Nam  semper  habetur  ^ 

a:^ari/*..«.;r«i"  =  6^^+^'+—+'*i>,  secund.  (52), 
ideoqne 

=  eM**«— '»),  qöoties  rata  sit  (58), 

quae  autem   ipsa  ef^»'i—-*^  numquam  non  =(d?ari ar«)^  est, 

secuod.  (52). 

3<0    De  aequatione  ilU 

(61) ;    /(4)-/(^)  =  /(f) 

ea  ipsa,  quae  in  4^)  pag.  403.  de  aequatione 


proDUDtiari  licebli 

Nam  hoc  ipso  in  casu  (partibus  ipsaram  x,  Xi  et.-^  haud 
negativis),  secundum  (58'),  habetur  /(ar)  +  /(^j  =  /(a?i). 

Ennde  consequitur,  aequationem 

(61') 'Q=-^' 

non  secus  ac  istam 

(2B') (i)''=^' 

valere,  quoties  haud  negativa  sit  pars  reaiis  ipsius  x. 
Nentiquam  vero,  dum  negativa  est  x  quft  partem  realem, 
valere  eandem  patet  ex  eo  quod  tali  in  casu  sit 

at  vero 

/(^)=-^(/(?  +  ir\r=T)  +  7r\r=I. 

Nota.    Id  certe  constat,  quoties  xata  sit  (61),  Ipsam 
quoque  obtinere  aequ.  (25). 

Nam  semper  habetur 

'^=^~^*  secund.  (52), 

seu 

^e^iUt.-'is)  secund.  (30),   ' 
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ideoqae 

=zi^'\ir),  quoties  rata  sit  (61), 

qaae  autem  ipsa  numqnara  non  =(-^1    est»  secundiun  (5^0« 

Coioph.    His  jam  Ae  logarithmts  principalibas  qualitercom- 
q«e  peracns  coimooneK«  demmn  Juvat«  acqaationem  iUam 

(62)    ....    l((x))  +  l((xi))  +  .,..  +  l(ixn))  =  l((a:xi..,utn) 

ideoqae  hanc  quoque  ipsam 

(«3) /((4))-f'((^)>-'((f)) 

nee  non,  in  speciOilftW) 

(63') <6))=-«t(*)) 

legitimas  quibuscumqae  ipsanim  x^x^, a^  Ti^oribns  (cerie,  uti 

adsolety  0  excepto)  permanere»    id  quod  reverä  juxta  legem  (42) 

Quid  in  Analysi  valeat  Signum  jdr 
X  ei  y  quibasi^uj^^ue-*); 

1.    Ex  partibus  Analyseos  praecedentibus  jam  ocA^tttt :  P)  qo»^ 

titate  X  quälibet  =a  +  ^V— 1   (a  et^  reaÜbus),  si  modo  fueritj 
realis,  semper  haberi  (  * 

(64)  ....   (a  +  ^V^/«=^±^)^^^'^^  =  «^^''ti'^^^ 
(iseil.  ^^vdtmi  a'negät'rva  edt^  äKoqain  4'^)> 


■)  '  .  '    .  .       .      »    ■  I 


atqne  2^  x  positivä  =p,  y=j*-fvV--|  (/*  et  v  realibus),  baberl 

(65)    ^i'V"^=eC"+*V^)^=^.e*^-^. 

Quae  quoniam  ambae  aequation^s  in  unai^  .panc  reverft  cotfant 

(od)      •      •      •      •      'k      .      •  •  *JCf  ?Ss  cln^y 


i.  'i  I  -t  (f  i  I  •■     H  /ij' ' 


nee  aliud  quodpiam  io  praecedentibus  Analyseos  partibus  de  0igno 
illo  (1),  seil,  ar»  seu  (a+/5\rZl)A'+i'V^-i,  fuit  statuttim;  jäm' plane 
apparet  non  solum  jure  esse  licitum^    cied  re  ipsa  postulatum»  ur 

*)  Uli   adflolet,    X  hand   z^ro    esse   putatur.      De  signo  o9  viel  notnh« 
sab  pag.  388. 


i 
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<B6) 
he- 


ab  hoG  inde  tempore  («x  aaaiogiA)  habeatur  »eqnatio  illa  { 
rata  et  uniTersalis  definitio  sigui  a:y  io  Analyst  Mat 
matica:    itaque,  ut  explicate  eloqnamar, 

(66')  (a  +  /5\rZi)A*+*i^^  =  e(H-^^)'<«+/»^^). 

Praeterea  (66)  fsta,  ^ositivA  q  qudlibet«  suppeditat 

(67) (±^)»  =  e»^±('), 

nee  Don»  ^  modulura  ipsius  x  deootaote, 

(68) «!r=:(±^)»«f^^, 

prout  pars  realis  ipsius  .r  haud  negativa  est  aut  negativa. 

Eadem  insuper  ex  aequatione  (66),  quippe  qud  indicatur  vLc 
UD118  esse  ex  «-logarithmis  ipsius  anfi,  consequitur,  vi  legis  illius 
infra  aequat.  (42^)  expositae,  aequationem  hanece 

im  '    '  ■  ■■   '    .  AC«»)) :=«»''+ /((!)) 

j;  et  y  quibuscumque  manefe  legitimam.    Generalis  hujusce  speciem 
quamdam  aequatio  illa  (53)  conficit 

2.  lis  convenienter,  quae  jani  antea  diversis  ip^arum  ;r  et  y 
positiotiibus  specialibus  berunt  admissa,  quibuscumque  abhinc  x- 
et  3f-valoribusappellabitur  o^  „principalis  Ipsa  y-poti»iitia  *) 
quantitatis  or'S  ipsi  autem  y  nomen  eedet  ^^Exponentis/^  Et 
q«ed  ad  idiomata  potentiamm  pr incipaliam  natUsImo  hoe  sepsa  ac- 
ceptanun)  eaninique  logarithmorum  uaturalium  praeeipua  attinet, 
sequentes  hoc  loco  exponere  Juvabit  leges  universales,  quarum 
eqiudem  ditioni  (ut  per  se  patet)  subditae  sunt  speciales  eae ,  quae 
jaai  io  vag.  400k^4&,405,410^4Uexpositae  idiomata  potaititrum 
pfinoipatium  Exponentibus  nonabi  realibus  exhibnerunt: 

1^    Aequatio  illa 

numquam  non  valet,  ideoque  non  minus  aequatio 

(70') -z^^"  ^''^ 

atqae  in  specic  haecce 


*)  Nihil  eqnidem  impedil,  qnoininus  Analysi  item  viudicelur  sif^itam 
ipsum  (C^))9)  etiamsi  y  imaginaria  sit  (caeleris,  ut  coiistat,  in  casibus  omni- 
Ims  hoc  tignum  foit  acceptnia  et  «{oidem  eo,  quam  indicant  «eqiu  (Sfr)  el  (Ofi^)* 
•eiiAu),  Nihilominiis  tarnen,  doufc  Analyst  forsitan  usui  cuidam  forc  Ttde- 
bilur,  hoc  li^npi  a|ip«rvactneum  (uü  UACienos/ ntqat)  ceMVJ^i  Uceat» 
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Patet  hoc  quidem  ex  Ipea  deftnitione  (66)  ana  cmii  aeqii.  (33). 
2^)    Quoties  aequatio  illa 

(71) I{ai9)z=zylx 

obtiDeat,  toties  haec  etiam  rata  est  aequatio 

(72) (a»)8ri  =  a:Wi, 

Nam  semper  habetur 

(j:Sf)sfi  =  ^i'(*^,   secund.  definittonem  (66), 
ideoque 

=  ^*s^,  quoties  obtineat  (71), 

quae  quidem  ipsa  e^^v^  numquam  non  =;r2ry>  est,   secund.  deli- 
nitionem  (66). 

Quibusoam  autem  casibus  legitima  sit  (71),   ut  constet  aliqoa- 
tenus,  id  juvat  probari  vaiere  eam,  certe 

a)  quoties,  parte  reali  ipslus  arhaud  negativa,  qnao- 

TT 

titas  illa  |iT-f  r/^  iimitibus  ±0  haud  excedat,  nee 
non 

6)  quoties,   parte  reali  ipsius  x  negativst,    quantitu 
^(T-f-^)-f^2^  limit  J:^  haud  excedat. 

Demonstr.  Semper  equidem  ylx  unum  conficit  ex  |ps9 
H{aiy))y  quippe  qnoniam  as  numquam  non  =e9^  est  ConteDdunB 
autem  hoc  loeo  conficere  eam  ambobus,  de  quibus  agitur,  in  ca«* 
bus  principalem  ipsum  logarithmum /(di|). 

Liogarithmus  ipsius  auf  principalis,  juxta  definitionem,  est 

(73) /(:r9)=/(±Ä)+yV^, 

12  et  7  denotantibus  (sicut  in  aequ.  (56)  immutatä  modo  fi  io  S)t 
et  quidem,  ab  altera  parte, 

(74) yte=y[/(±rt+^^^]. 

Quod  autem,  seeundum  (68),  habetur 

jir=(±^)Sfesr^V^, 
scilicet 

a  haud  negativa,  et  quidem 
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«  oeg^yi;  propterea  priori  in  caaa  obtinet 

I 

Ideoque,  quoties  (it+vlg  iimitibiis  Ulis  db»  h^ud  excedat^   secun- 
dum  (40)  habetur 

l(st9):=(ilQ — VT + (fiT  +  v/^) V  —^1  =  yLt  casüs  hnjusce; 
atqae  in  poBteriorf  obtinet 

Off  =^ef'^-^^'^^) .  afA«(»+'')4^jV^ » 

ideoque»  quoties  ^(ir-|-9c)-f  v/(i  hlsce  ±  n~  band  excedat  (ex  quo  con- 
«equitoresse  partem  ipsius  aciy  realem  haud  negativam)^  habetur 

^air)=:|x/p— «v(ir-f^)-f [j»(T-f ^)-i-v/^]  V*-'l=y£r  casds  hujuace. 

Q*  E.  D. 

QaibuBnani  praeterea  casibos  rata  sit  ista  aequaäo  (71)  —  ideo- 
qae  etiam  (72)  —  id  (ubi  forte  sit  opus)  collatis  inter  se  aequaöo- 
Dibus  (73)  et  (74)  discecoi  il^ebit. 

Nota.   Ex  allatis  höc  loeo  patet>  quoties  obtiüeant  ambae 

toties  haue  quoque  ratam  e^e  aequatioDom 

(75) {afsys^  =  (aSfi)»: 

et  quidem  rem  ita  se  habere,  certe 

a)  quoties»  parte  reali  ipsius  x  haud  negativa,  quan- 
titatum  iilarum  fiT-^-v/^  et  fh^  +  n'p  neutra  limitibus  J:^ 
excedat»  atque 

6)  quoties,  negativa  ipsius  x  parte  reali,  quantita- 
tum  fi(t<f'K)+v/^  et  fA|(ir4-;r)<f  V|/p  neutra  Ipsis  ±^excedat, 

seil.  y  =  ft  +  vV — 1, 

3^    Quoties  aequatio  illa 
(58)    ....    /(a:)  +  /(j:|)+.... +/(^«)=/(^Xi....«») 
obtinet,  toties  haec  etiam  rata  est  aequatio 
(76) x9»x{ii  ••••Xifi  ^sz{iKXl•^•^x%fl• 


41» 

Nam  semper  habetur 

se^d.  defip.  (66)  et  aeqiu  (30)  ^  ideoque     , 

quoties  obthiQ2^  (^),  quae  quideni  ipsa  numquam  non  =(xr|....^)' 
est  9  secund.  defibitibnem  (6(^. 

De  ipsä  autem  legis  (d8)  auctoritate,  quantam  boc  tempore 
satis  esse  videtur,  in  2^)  jara  pag.  411.  est  allatuni. 

Sic  ex.  gr.  valet  aequatie 

(760 ^^i*  =  (^^0^7 

cer^.4]p>|ieay  partibua  reaCbus  hariim  o;  et  ^i  baud oegativi^  par» 
ipsa  realis  proaucti  a^Xi  haud  negativa  sit;   nee  non  aeqnatio 

(7fe^)  .    .     .    .     .     .    a:8f(— l)»=r(— ar)f> 

quoties  positiva  fuerit  or  qua  partem  realem. 

.4Py.  Qüfiie»  aiequatio  Ula 
,(ßi)„     ,    .    .....     /^)-/(jr)=/(5)       . 

obtineat,  toties  haec  etiioii  rata  est.ae^uaftio 

(^  ••••••  ^=(*)'- 

(Id  qnod  eädem  prorsus  rationq  ac  in  2fi)  et  3^)  probatur).  De 
ipsÄ  autem  legis  (61)  auctoritate/  Quantum  hoc  tempore  sa^  ess« 
Yi4^tf^^  \ß  ß>^)  jam  pag.  413.  est  altatum. 

^  ,  Sic  eXi  gr.  valet  aeqnatio 


(^') (5)'=^' 


uuo^ies  haiid  negativa  sit  x  qnk  partem  reajem.  Sin  minus,  beu' 
liquain  irMet»  ntsi  forte  y  realis.  fuerit  ac  numerioe  Integra  aut  0, 
id  quod  reverä  facilUmo  usque  negotio  eidem^  quem  in  pag.  403. 
secuti  fiiimus,  vi4  experiri  licebit  ratione  habitd  relationum,  quas 
secom  fort  (67),  harum: 

(67')  ...  (-  l)»=e^»V^=e-^(Co8ft7r+V"^SinftÄ), 
(— l)-ir=e-'^^=e''^  (Cos(iÄ~V^Sin/iw. 
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CAPUT  n-. 
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t 


Quid  in  Analysi  valeat  Signum 

(1) Log5(ar). 

I 

1.    Omniuin  primo  javubit,  qu^d  proxlme  antecedentibus  intimo 
conjunctum  est  nexu,  hoc  soItI 

Problema.    Inyenire   quaotitates   eas   z   univei^aas, 
quibns  conditioiii  hnic 

(2)    .    •    .    .   6»=a+^V^  Ben  x  (breviter) 

Hat  satls:   6  datam   denojts^nte   quantitatem  (0  atque  I 
exeeptis)  *),  o  et  /?  reales  datas. 

Definitioni  (66)  coifveoienter  conditionem  (2)  sie  licet  des«rribi 

00 e«»  =  or, 

ex  quA  patet  exteroplo;  s}  ftierit  x  z^ro^  nullam  omnino  ex- 
sistere  quantitateia  (fioita^i)  z^  qua  fiat  satis  proble- 

matl,  ^*) ..'-..  -,     ,     ..       ,  \.  , 

Ät  ceteroq^iD  seioper  4eqi}|E^i0  (^')il^^<^Aequivalet>  secund. 
jf.  4  art.  1., 


t      • 


V»*  jgUnT  ^ip»ft  ip>  gewe  $olutqm  flst  p^I^i^fu  . ; , , , 

Quaotitatum,  quibus  aequationi  (2)  fiat  satis,  unaqnaeqae  appel- 
labitur  »»ft-loj^arithmus  qoidam  ipsius  a:''  nee  non  ,yloga- 
rithmuß  ipsids  ^  qiii4^'XQ  ex  vys'i^mMe  basepftft^'  *t^: 


*v, 


•)  .$i  fqxci  *=1;  ex  reUtioae  iU4  A»:=e«»,  i.  c.  hcic  1^=;^^),  |>a(et 
tooc  fore  propositum  ut  iuTejurenttir  qnanUiale«  %  am'«ecsaa  eae,  qoiba«  c4)iit 
diUoal  ficrei  saiif  Uuic 

At  talis  «juaepiain  (nt  plime  apparet)  inyeniri  doik  potMt,   uiti  .forto  x=::=l 

(uMfl:  et  ^idem  «atU  tnnc  fit  copdiiloal  propoutae  S-valore  quolibetciun^«« 

**)  Etenim  quis  est,  qui  non  videat  nuUam  omnino  exsUtere  qaantitatfai 

(finitam)  n-fr'V^IIi  (f|  et  V  raali^uB)^,  qn^  «oniitioni   hnic   ^+»t^^=:0 
fieret  satis. 

***)  Omni  absqne  ueqotio  patet  haue  definitionem  ab  iis,  quae  iu  parti- 
btts  Analyseos  praecedentlbus  de  vocahnlo  ,,Logarithmo**  statuta  sunt, 
ndnime  discrep«r«;    congrait  e  contrario  tisdem  pericete. 


j 
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et  quidem  formula  universalis  ea,  qoae  in  se  canctos  hos  cmifr 
net  ipsius  x  logarithmos«  signo  iilo  Logft((a:)^  nee  non  —  diis 
nullum  adest  erroris  ex  suppressä  baseos  notuU  diserimen  —  lefus 
hoc  Log((a:))  *)  erit  iDtelugenda.  Itaque,  subjectä  quidem  tx^ 
ditione  iit  ne  sit  basis  ß  zero  oec  unitas  (nee  x=0),  habetur 

(3) Log,((a:))  =  ^^ 

ex  qa&  patet,  canctos  quantitatis  cujusdam  6-logarith- 
mos  eo  modo  coraparari  licere«  ut  eorum  nnico  —  qoen 
potissimum  eligi  placuerit  —  addatur 

(4)  .    .    .    .   L«g.((l))=M  =  ±?|^V:=I.         • 

i.  e.  addantur  successive  6-logarithmi  omnes  anitatis^) 
Praeterea,  ut  patet^  aequatio  (3)  suppeditat 

(30     Log^(ar))=(«?)l+«^^  =  Log,((e))  +  |V^. 

6  denotante  (uti  adsolet). 

Nota.    Ex  aequ.  (3)  consequitur,   fi  reali  quiUbet  {xhid 
z^ro)y  semper  obtinere 

(5)  .    .    .    •    •    .y*^^»*^(^»  =  {(:r)y*. 

Nam  prius  hoc  membmm  =  c'*  °^  ^'"^^ '     est,  secund.  (fßj, 

I.  e.  =:e^((«)),  secund.  (3), 
=«^)y*>  secund.  (45). 

2.    Dum  tt  (pars  realts  ipsius  x)  positiva  est,  ff^ 
niam  tunc  6  cooptari  licet  T=:Arc^^,  aequaüo  (3)  suppeditat 


^^(f))  +  ^— l  =  f,ftirx/'rn\^  X  I 


(6)       L6gK(a:);=^^^-^^=i=Log»((^))+^V^; 


♦)  Itiiqne  signnm  hoc  Loge((:r))  illi,  quo  antea  nsi  faimns,  /((^))  •**!"' 
▼alet:    id  quod  praeterea  aequatio  iUa  (3)  prozime  insequen^   commonitrtt* 

**)  Nam  unam  recipe ,  quem  potissimum  valueris ,  ex  ^  -  lo^aritluitis  ip*^ 
Xi  sit  (breviter)  £(JP).  Qui  huio  respondet  «-logariihmus  ipsius  ^  BOtoU 
X{X)  signetur.  (Scilicet  reverA  ^-logarithmis  quantitatis  X  snum  caiqne  f^ 
•pondere  ^-logaritKmum  «jusdem  :r,  id  ex  aequ.  (3)  plane  apparet)*  ^c^ 
couTenienter  iis,  quae  aequatioüem  (42')  proxime  insequnutur,  haec  obtlft^ 
rclatio 

/((«)) =i(*)+/((i)), 

ideoque ,  sccuud.  (3)  , 

Lok  »((*))=^+^=2(«)+I*8»(0))- 
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dum  «  negatira  est,  qnoniam  tone  0  cooptarl  licet  t-|-», 

(6')       LogK(*))=£«Zlf))+lV3=:Log»((^p))+^Vr:i; 

atque,  dum  a=0  est,  una  valet  aeque  ac  altera  aequatio,  quippe 
qaoniam  tuDc  S  cooptiri  (icet  ex  arbitrio  r  aeque  ac  t+»,  salvo 
equidem  pacto  illo  solito. 

,,Principaliips1u8Log»((ar^)yalore''seu,,6-logarithmo 
qnaDtitatis  x  principali'^  ex  iis,  quasinse  continet memhrum 
posterius   aequaüonis  (S),   quantitatibus   eam   ipsam,   cui   Signum 

debetur  j^,  intelligi  juvabit:   seu  (aliter)  unicum  ex  6-logarithinis 

eum,  qui  principali  llU  «^^logarithmo  i(x)  respondet  Hie  ipse 
est  cui  sijgnnm  illud  Logft(j?)  seu  Logo:  ent  reservatum  *).  Unde 
aeqnatio  habetur  ista  * 

(7)  Log.(x)=|=,£(M^EVHT=Log^ip)+IVr7. 

seil.  — Q,  dorn  a  negativa  e«t,  alioquin  -f  ^;   nee  non,  in  apede» 

i 

Praeterea  ex  verbls  aequationem  (3)  proxime  insequebtibus 
patet  baberi  semper 

(9)  .     .     .     Logj((a:))  =  Log»(:r)  +  Log»((l)); 

atque  ex  aequ.  ipsA  (7),  dum  a  negativa  eai,   obtinere  btapi 

(10)     Log&(Är)  =  Logd(— ar)   +  Log&(— 1), 

nee  tarnen  semper  alioquin. 

3.  Quaestioni  illi,  „quibusnam  in  casibus  realis  sit 
datae  cujusdam  quantitatis  logUrithmus  principalis*', 
respoDsum  jam  facUi  negotio  ab  aequatione  (7)  ferrilicebity  quippe 
^am  (7),  denotantibus 

1 

*)  Nosmet  hoc  modo  defiiüU  significaüone  noInUe  Log§(dr)  •—  quilma- 
Gomqoe  ipiins  X  alqae  bueos  ö  (praeter  0  et  1)  Taloribas  -~  revtrA  eum, 
qnem  hnic  dgno  ntrAqne  hamm  X  et  ö  Nmnernm  denotante  in  ElementU 
)am  Tindicaront ,  sausam  in  integro  reliqoisae,  id  satis  patet  ez  co  qnod 
itqoAÜo  (7}  in  lioc  ca»n  aingulari  identica  evadit.  Principalis  igitur 
Numeri  cujusdam  ^-logarithmut,  dum  basis  ipsa  ö  Numerus 
*^*t,  is  ipse  est  cui  in  Elementisnomen  cessit  ,,d-logaritKmns  Numeri.*« 
^t  quidem  ,,^-logaritlimum  princi^altm**  definitionis  jam  nnno 
Bcceptae  eam  ipsam  conficere  quantitatem,  cui  in  Cap.  I.  pratcedente  tribu« 
lom  fuit  Koc  noraen,  id  rettrA  ex  ipsA  patet  definiüone.  Signum  igitnr 
^og  f(;r)  hnic  ix  aequiralet. 


«22 


R  modaliuii  baae^s« 


T  ipsum  Are  (Ig; 


Co€ff.  V^  baseos 


parte  baseos  reaii 


). 


SIC  licet  describi 


(7)     .    .    .      l.Dg,(a:)_^^_^^^^^y^,_j. 
'(dendtnfnatore  sempef  fitiitö  n^c  =  0)  *)• 

1«)  .. 

Parte  reall  ipcius  orhaud  negatiFft: 

Lob  »(ar)  ^  ■: — ^— — ■ — .    n)» 


a)  PaHfi  realf  based« 
haud  negativa 

habetur     ■ 

Log6(a:) 

realis  videlicetiissolisin  casibus« 
quibus  conditioBi 

seu  buic 

(11)  .  .  •   7^  =  ^^ 

fuerit  satisfactum.  Et  quidein  tali 
in  systemate  unoquoquey  cujus 
baseos  R  et  T  conditioniluiia 
satisfaciant>  haec  ipsa 


(12)  .  .  . 


IR.Iq+T.t 
IRJR+T,T 


realem  oonficit  Logd(a;)  princi« 
palem. 


I 


.  6)  Parte  reall  baseös 
negativ! 

habetur 

Logh(x) 

_(lQ+rV^)[lRHT+n)yn\ 

realis  videlicet  iis  solis  in  casik^ 
quibus  cai^dltiooi 

t/ä— (5r+n;)/^=0, 

seu  buic 

fuerit  satisfactum.  Ei  qäidem  tau 
itf  systemate  unoquoijaei  cojos 
bf^seos  12  et  7^  cooditioni  mk 
satisCuciant,  haec  ipsa 

realem  conficit  Logft(jr)  pn»- 
cipalem. 


Ex.  gr.  ünitatt  systema  qnodlibet  realem  »«PP'^' 
tat,  eundemque  =0,  logarithmum  princiüaltjnl  (w  V^ 
jam  supra  aequatio  illa  (8)  indicabat).     Alii  cuique  Numero  a 


**)  Scilicet  Mmper  (uti«upra  estmoniium)  basi«  ipsa  ^  luod  =^1  (n^r/' 
ideoqae  lö  semper  qnanlitas  finira  haud  =0,  esse  patatur. 
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ea  tola  r^tilem  (»riebent  loffarithmuln  ptUeip^lem  sy- 
sfemata,  quil^us  basis  ipsa  riamerus  sit 

Nam  posito  t=0,  cooditio  illa  (11)  in  TIq=0,  i.  e.  ^=0, 
abtt  mofhilo  R  indeterininato  relicto;  at  alterl  (13),  quippe  -  atiae 
(pos.  T=0)  in  (T+7t)lg:^0dJbit,  utülo  modo  satisfieripotesi,  mtxi 
g  haad  =1  est. 

29) 

Parte   reali    ipsitis  x  negativa: 


.  .,t 


";  t    .  ' 


.  1 1 


a)  Parte  rei^lf  baiseos 
h^ttd  negativa 

babeter 

r 

II 


+ 
+ 


fc» 

+ 
1 


i5 
I 


reaiis  vidiblieet  lifl  solis  in  casi- 
bu8«  quibtts  conditiooi 

(T+»)/iB-.y/^=0, 
aeu  buic 
(15) Rf^^nzQ^^ 

satis  fuerit  factum.  Et  quidem 
tali  in  systemate  unoffaoone.  cnjtts 
baaeos  Jß  et  7*  conditioni  buic 
«atisfaciant,  haet  ipsa 


ö)  Parte  reallba^eoW 
negativa 

habetur  ... 

pi  •  ■ .  ■ . 

II 


+ 


('  • 


+ 


I. 


'^ 


f. 


realis  videlicet  iis  aolis  ia  caai- 
bua^  quibiis  conditioni 

(t+ n)lB — (Ä  +  n)lQ =0, 

seu  buic 

Rr+7i  =  ^r+;r,  ...  (17) 

satis  fuerit  factum.  Et  quidem 
tali  inaystemateunoqnoipie«  cujti« 
baaeos  jß  et  7  conditioni  buic 
aatiafaciant»  haec  ipsa 
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^^^^    •     IR.IR  +  T.T 


realem  conficit  Log^o:)  piinci- 
palem. 


lRJR  +  (T+9).(Ti^)^^ 


realem  confidt  Log*(^)  prind* 
palem. 


Ex,  gr.  Quoniam,  positd  o:  =  qaant.  negat  —  ^  (ideoque 
T=0)>  coDditione8  illae  (15)  et  (17)  in 

(16').    ...    7dR=:TlQ  et  nlR=(T+n)l^   .    .    .    .(17') 

abeunt,  facili  exinde  patent  negotio  *)  sequentia: 

Quantität!  negatiyae  — q  (sive  sit  — 1  sive  aliaqaae« 
piam)  realem  nullum  allad  praebet  logarithmam  princi- 
palem  systema  basee^  realis,  quam  cui  basis  negativa 
est  ipsa  illa  quantitas  — q  (realis  iste  log.  priocipalis 
=1  est).  Systematum  vero  basi  imaginariaesüperstrac- 
torum  realem  ipsi  ^q  lagaritbmum  principalem  smppc* 
ditat  id  unumquodqne 

a)  cuibasis,  qu^  partem  realem  haud  negativa,  con- 
ditioni  satisfaciat  hnic 

aö-^  ......  .  Ä*==A 

nee  non 

b)  cui  basis«  qu&  partem  realem  negativa,  condifiaii 
satisfaciat  huic 

(H'') RV^^zff^. 

Quantitati  igitur  — 1  realem  ea  sola,  quibus  modttUs 
baseos  =1  sit,  s^^^^™^^^  praebent  logarithmnm  prii- 
cipalem:    herum  in  unoquoque 

n  n 


Log(— 1)=  y  aut  jT^ 


•)  Seiücet:  l»)  PositA  a?=  — 1,  cimdUiooes  iilae  (16')  et  O^')  «^ 
in  f[läz=0,  i.  e.  Ä  =  I,  abennt;  —  2^)  Sin  vero  X  alia  qaaepiam  futni 
qnantittts  negativa  -*^, 

tuno  Ä)  condirioni  (15 ')  nullA  profecio  basi  reali  satisfieri  potest:  — 
nam,  posilo  7=0,  conditio  haec  (15')  in  /Ä=0  (i?=I)  *^^ 
qnae  qnidem  basin  ipsain  (quippc  cni  in  (15')  hand  negatba 
cedere  pars  realis  putalar)  =  1  postnlat ,  qaod  antem  geooi  bt- 
seos  jam  anlea  stmel  omniuo  fuil  abrogatom;  —  ideoqae  Ibbc 
loco  ipsinj«  (15')  jure  licet  substitul  (15'") ; 

tt  qvid«iii  B)  conditioni  (17')  aatisfieri  aliter  posidona  UlA  /=0  (i.  «•  ^ 
seos  realis}  nequirt,  niai  simul  j?=p  Ti.  e.  basis  ipsa=:— f) 
atsamatur ,  patet  per  sc :  nee  non  licere  loco  ipsini  (17  )  fi^ 
sütni  (IT*'). 
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est,  prout  band  negativa  est  aut  negativa  basis  qnä  par 
tem  realem. 

Nota.  Praeterea  omoino  non  latet  ex  aequationibus  bisce 
(11^,  (13),  (15)  et  (17j  ferri  licere  responsum  quaestioni  alteri  huie, 
cujusnam  sint  generis  quantitates,  quibus  realem  da- 
tom  quoddam  systema  suppeditet  logarithrouro  princi- 
palem.^' 

4.  Quemadmodum  basi  e,  sepund.  (52)  universamque  illam  (66), 
sie  qaoque  secund.  definitionem  (7)  basi  cuilibet  b  habetur  in  genere^) 

(19) 6y^"S*f^>  =  a:^, 

eamqne  ab  caussam  (verbis  convenienter  aequationera  (3)  proxime 
instequeotibus)  quemadmodum  basi  e,  secund.  (53)  universamque  illam 
(69),  sie  quoque  in  genere 

(20)    ...  .    Log&((j5))=ri5fLogj(ar)+Logj((l)). 

Et  quidem  de  caeteris  principalium  ex  systemate  qufolibetcum- 
que  logarithmorum  idiomatibus  ia  rectä  ex  definit.  (7)  consequitur, 
quoties  ratae  sint  aequatioaes     , 

/(:r)+/(ari)+....+/(arn)  =  /(:rar, ,...Xn),  Kx)  +  /(— 1)  =  /(—  x). 


«x,)-/(*)=/(^),  iQ-)=^^i^ 


ioA^^  obtinere,  quae  ex  iis  mutato  /  in  Log6  comparantur,  aequa- 
tiones. 

Denique  ex  ips4  definitione  (2)  patet  tres  ilLas,  quae  in  pag.414. 
coramemorabantur,  aequationes  omni  absque  exceptione  legitimas 
perroanere,  etiamsi  in  novas  has  immutantur: 

Log*((arJ)  +Log&((xi))  + ....  +Log*((jrn))=Log&((xxi....ar«)), 

Log»((^i))-Log6((aT))=Log6((^)), 

Log*((~))=— Log»((ar)). 


=r^  stcnnd.  (66). 


Tbcii  HL  88 


426 


N    O    T    A    E. 


Nota    1. 

(Vid.     pac.     395.) 

Ex  hi«ce  jani  patet  licer«  sigiiuni  iüad  (ßV^)M,  nbi  occomt,  n 
urUitrin  in(orprctari  per  „principalem  separat«»«  il •»«»•  ^'»•JLl^ 
tatis /?t"— 1  potfjotiaw*'  aiU  per  „limUem,  in  quem(«+/^-l)^ 
—  (a  pAsitivd)  —  convergit  decre«c<snte  a  indefinite",  ■«- 

ntnie  vero  (^  qiidlibet)  per  limitem,  in  quem  (a+Z^V"— ly  —  «  »«f*' 
tivA  —  convergit  Urcrencenta  valor^i  if«iua  a  nuaiarw«  indefinile,  eeru 
dum  ß  negatifa  est:  qui  quidem  liniec  novissimn«  (ut  «upra  mtoetttar 
in  „Obacrv."  pag.  393.)  eat 

ia)    .    .    .    .       (V/J«)KCo.?f?+1^=aSin!^), 
at  vero  (fiV^yf^y  dnip  .^  n^^ativa  est^,  brcvitcr  denotai^t 

quarnm   alteram   ab  altera ,    nlü  forte  f$  Integra  namerice  aot  0  brii^ 
diserepare  plane  apparet. 

Propterea,  li  cui  nobtscnm'*)  placuerit  signo  illi  x/*;  etiamiixo^ 
gfittva  fnerit  qu4  partem  t^^lvm  i  ad|i4«M  nolionetti  iu  hoe  can  nU'*' 
cere  i«ta^, 

(_  ^)/A{C0S  fit  +  V*^SIrt  fit)  , 

haiid  kitet  omnini»  »portere  eam  propoiitioni  bitte  „Acqalfo  lila 
(c) V+/firZ:i>utjn.{-p)iu(Oo«/«+V:=lSin/*r) 

numquam  nan  Tatet»  f  u>n  9t  negativa  eaf  nnllam,  nisi  qnaeiii* 
iptis  verbi«  „a  negativ4^*  lUit  ex prewa,  notionem in lelligere  «objecto». 

Sin  vero  de  (a+/?V— 1)M,  a  negativa,  nibil  alind  statni  liceret,  qw" 
quid  in  Ipso  etiam  limite  0  (in  quem  a  illa  negativa,  decretceate  vtlore 
suo  nnmerioo  indefinite,  tendit)  «ibi  con«taret,  vel  potin»  (nt  apertc  leg«- 
mar):  si  Analyst  hoc  nti  «igno  (a+ßV^)/*,  dam  e  negati^ 
<I4<,  hand  alto  liceret  pactn,  nim  qnantitas,  cni  hoc  ^l^y'^ 
caretur  aignum,  decrescente  Talore  ipsiu«  o  nnroerico  inde- 
finite in  enndem  ipsa  convergeret  limitem  ac  ea  demo» 
quantita«,  cnl,  dam  a  poiitiva  est,  addictum  fnerit  noc 
sign  am  a+/?V"— 1;    profecto  inde  Cauchyanum,  neceaie  cat  conaeqae- 

*)  Vid,  pag.  392.  praecedentem. 
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mtmr  oontHkiai  hojoi  •igoi  wf^  fro  a negaftWA  ex  AnalysiiiWe  toUendi *), 
e«tle  «ionet  plucanrit  hoe  ligwi  0^  quftmpiani  denotari  ^«Rlitetaiii  in 
fonnalä 

id)  .    ,    .    .-<(as)yA— (M*(qoiAi6+V^^Siii/«^)((l));« 

> 

comprehensamin ,  qaarain  (nt  patet)  anicaiqae  forma  haecce 

(  ■ 

(O Q^(CoMfA&  +  V^Sin/i^), 

&  deootante  firi:tia||i  qpenid4in  refiUoiQ  eonny ,  qaorom  Sin.  et  Cm.  eon- 
ditioni  illi 

taticlaciant  ♦♦).  -    ! 


»\ 


^)  Cancliy  (Bx«r€i<:««  d«  M^tlit^inm.  T.  I.  pag.  2.)  rem  his  fere 
ferbis  expediendam  coravit:  Admisimns  no»  quidein  hoo  Bignnin  xß,  quo 
breTiler  exprimatnr  quantitatuni  illamm 

((x))M  =  pM(Cö8/ir+  idl  Sin^r)  ((l))A«, 

>     '  \^  {»osikivA'  qua  pari«  realeid^^ 

\^  . 
ea,  qaac  positioui  k=0  in  ((1))A(  debetur,  h.  e. 

XA*=^  rCü8/»r+V  — JL  Sin^r). 

Jam  ^ero  si  cni  iiifii^af  hec  ipso  fi^no  Xf*i  diOfL  X  negativA  gandet  parte 
reali,  licere  uti  viderelur,  cum  qaidem  in  finem  ut  breviter  exprimerttnr 
qnancitatam 

((dr)>*,  i.  e.  (in  hoc  paatt)  ^ [Co* /«(r-H)+;^'^S in ;»(t+^)] ((!))/«, 

ca,  qnae  posirioni  illi  At=0  lu  ((1))^  debeatnr,  h«  4. 

XM = p/* (Cos ^T  +  V— 1  Sin ^r) (Cos ^  +  V  — I Sin ^)  ; 

yrofecto,    „qnoniam  (larnm    ntramqne    aequationum   pro   X   lali, 

cai  pars  cedat  realis  =0   atque   Colffficiens   ipsins  S — 1  nega- 
tiva, sibi  constare   o|or|9r%l"»   «pq^^dendnm  illi    «sset   necesse  deno- 

tare  agnnm  (-  V"^>*  non  solam 

ted  eliam 

(Cos  ^  + 1^— I  Sin  ^)  (Cos  ^JT  +  V^  Sii  ^) , 

qua  tarnen  ex  ambtguitate,    oi   palei ,     Aaalysi  sane  .f»isa^  grave    incoar^»^ 
aienl**  acciderot. 

Dissimolari  non  poteat,  Jloc   „qnoniam  liari|i|i   niramqne 

oporterel**  snfficientem  mioime  conficere  rationem  signi  JTM,  dnm  X  nega- 
tiva  gandet  parte  reali,  ex  Analysi  plane  tollendi. 

**)  Hnjnscemodi  adesse  necessitatem ,  ftiqoidem '^  cooptari  placeat  x  et 
T-t-nT}  proul  positiTa  estraiil  aefaUva  •>  iaHi  svpra  fnit  ^pertnm.     At  alios 

28* 
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Qnasdo^ofdeiii  rero,  ut  teniHira  niMctanl  AnaljMoiser^b,  iteBUui 
omnino   aibit    pericali,    no,    h    quU    tatto    «tatuerii   ^pueiiifwm  üpn 


forsan  «rcns  qaospttim  d^  et  &"  Tel  poHas  (uC   accontte  loqaamnr)  t^(c^jf] 
et  &''(atfi^,  iier  qao^  fiat  sali»  couditioniboii  Ulis 

4 

C      (» [Co»^'(o,/?)  +  i^^ Sin^'(a,/?)]  =  a+/?V^,  dam a  posidvi e*i 
(«)  <  et 

C  /(» [Cos  a^ia,  p)  + 1^^  Sin  ^  (a,  /?)]  =  a  +  /?  V^Il,  dam  «  nf gatha 
deprehendi  liceat  tnles ,   qiiibas  ratae  reddantno  ae^ai^ioneft 


+/?i^IÖ">=pM(C08^''+ V^I^  Sin^") , 


illa,    iuquam,    pro  a  positivA,    haec  antem  pro  a  negatWA ,    atqae  ambse 
insuper  pro  a  =  0,  K.  e. 

(r)  ....  (/Sl^^l>:^(V/?*>-lCos/*^'(0,/?)+i^=ISin^'(0,/?)] 

Qai,   ai    lales   forsitau   exsUtant,    arcna  ^'    et  4^"  ita  demom  coiiip«n& 
•int  neceaae,  secundom  aequationea  (y)^    ut  non  solom 

Co8^'(0,/?)  =  Cüs^"(0,/!?), 

'■■J  ' 

sed  etiam,  fjt  reali  qnAlibet  ac  rationall, 

Co*^'  (0 ,  ^)  =  CÖ8  f$&"  (0 ,  /?), 
Sin/i^' (0 , /?)  =  Sin  ^'' (0 ,  ^) , 

idcoqae  ut  haram  atriqve  differentiarum 

et 

/*[^'(0,/?)-^^(0,/?)] 

alterntra  cedat  formarnm  J^SA^^r  communis  (Ap  num.  integ.  0  inclas.);  qv<^ 
eqiiidem  allter  fieri  non  posse  apparet,  aiai  ita  fuerint  ist!  &'(ayß)  et  ^"(9,^) 
comparali,  ut  pro  a=0  in  pleuam  reducantar  idcntitalem 

(9) »'io,fi)  =  »"(p,ß). 

Constat  aultm  8oloa,  per  quos  salia  demum  fieri  possit  aequationiboa  («)i 
arcns  ^'(a,/9)  et  &'^(»yfi)  comprehensos  esse  in 

r  J[:2A^,  dum  a  positiva  eat  ant  0, 
et 

t'^nj^2k'fr9  dam  a  negativa  est  ant  0, 
(4;  et  Ar'  num.  inU  0  iael. ) 
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(«r-f*^  -^'IV*  —  («  negHtiVA)  —  trfbttendotn  eüie  «ensam/injnnctnni  ilU 
▼idestiir  offidom,   nt  de  continuatione  hujmce  sensiks  in  ipso  etiam 


•eil«  salvo,  qaod  Ib  Tlifloremal^  p«g.  896.  exposaimn»,  rescrrato  de  r,  dorn     / 

a=0  est;         < 

id«oqae    soli,     quibos    finem    propositnm    assequi    demiim    liceftl,     arcns 
^'C^y/0  ^'  ^(^ffi)  ^^  '^^^  contlneantor  /  nccesse  est, 

aat  i=T--(2*'  — l)fr, 

2«)  ^'(«,/?)=t— 2Al*,  ^'^ («,/?)  ant  =r+(2Ar'  +  l)^ 

ant  =T— (2Af'  — 1)ä, 

denotaolihus  jaiii  Ar  et  k'  uumero's  intesros  (Oincl.)  <ios,  quibos  acctptia  coo- 
dilioni  (f)  saliafaeiaat  ^'(Ojß)  et  ^'^(6,/9),  p^aecciientibua  debiU,  isti: 

1»)  *'(0,(J)=±|+2*,r,  ^(0,/?)  .ut  =TJ  +  (2*'  +  1> 

2»)  *'(0,(J)=±|_2*«,  »'(0,ßy  au.  =T|-  +  (2*'  +  I> 

•ut  =T^  — (2*'  — l>r 

(tcji,l.  si^ni«  snperioribns  aut  inferioribns,  pr^ot. /?  positiva 

est  ant  negatWa) : 

fpiod  equidem  reveri  uovissimnm.  de  M  et  A'  reservatum  id  efficil,  ut  hu  mi- 
norem contrahatnr  numerus  arcuum  &'(a,fi)  et  4t''(a,ß')  aptorum  praeceden- 
tiam :     Id  qtiud  jamj  faoiU  ncgol&o .  perspici  licebit, 

d)  Quo  finem  propositum  asseqni  liceat  aoceptis 

et 

id  cerie  reqnlritnr,  Ti  eonditionis  iUins  (J),  nt  accipiatnr  k'=:kt  dum  fl 
positiv«  est,  et  qnidem  =:4r— 1,  dum  ß  negativa;  ^ 

tarn  ö')  quo  finem  propositum  asseqoi  liceat  acceplis 

et 

id  Ctrl«  reqntritur,  nt  aceipialur  k'  =i'^k  (i*  e*  ntraqne  =0),  dum  fl  posi- 
liva   est,  et  quidem  =  — (Ar— l^,  dum  fl  negativa*,    et  sie  porro. 

Qnae  si  jam  colligantnr  eipert«  atqne  deinceps  ez   qnatnor  iilis  combi* 
nationibns 
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ambig^iUB  AnalysU;    e   contrario  eBioInmenta,    ^nae  hoc  «igno  admiuo 
conliogant  Analy«i,    totidem   certe  quot    ezclnio   incommodo    perccmeri 

licebift. 

(Em  9  fHoe  rettaai  *),  alio  quodam  ftmpore  aequeniwr.) 


Nihiomiiios  ea  nobis  permanet  immota  senteutia,  qnae  supra  in  contAxla 

dicebator,    toUendom    plana   ms«    (uli   p4acnil  Canchy)  ex  Analysi  signam 

illitd  Xt*  pro  a  negatWÄ,  slqaidem  Aaalysi  hoc  nti  signo  tiinc  (i.  c.  a  ne- 

gutiva)  alio  non    liceret    pacto,    nisi  quantitas,    cui  hoc  iriiidicaretur  signum, 

decreftcente  valore  ipsius    a  numerico  indefinite   in   eandem    ipsa  convergeret 

limitem  «c  ea  demnm  quantita» ,   cai,    dorn  a  poaitWa  est,    addictum  fuisset 

h«c  figuum  xt^»      Nam  eire  (ß'')  admiaiiam   fueria   si^e  (^'')«.—  sola»,    in» 

qManif  qnibnt  admissis  quem  dixima«  BOY&Mime  fincm  asseqni  demnm  lioeat  — ; 

itt   aiiad   qsoddam  incidie    majoria  saue   impedimenti    incommodnm :    accidit 

i»«mpe  ut,    cui  (dum  o  negativa  est)    addictom   foit    tali   modo  fdgnum  Xf*, 

cinaÄUlas  decrescenle  -valore  ipsiue^  namerioo  indefiuilft   in  di« 

▼craos  ipaa  teudat  duos  limites,  prout  ex  plagA  positivA  ant  uegalivAinO  con» 

t«mdcrit  iiaec  fi:    adeo  ut  (4   Numcrnm   danoianle ) « * ^  forte  (^')  admitti 

placoarit,  concedendum  foret 

( — 4)M  signiEcare  non  «olam 
A/*  (Cos  2kfm  +  V^  Sin  2Ar/*jr)  (Cos  /w  +  V^  Sin/«r) , 

»ed  eil«im 

Afl  (Co»  2kfM9t  +  Y^  Sin  2kfm)  (Cos  /in — V— 1  Sin  f$n} , 

qm^e  qnarnm  altera  limitem  conficit,   iti  quem  tonvefgente  fi  posi  ti^ft  in 

0,  altera  In  quem  couTergentc  ß  nc^ativA  in  0,  tendit  ipsa  C—  Ä -f- ß^  —  1)a* 
ex  iormulA  (ß'^  definita;  et  quidcm  si  potius  placuerit  (ß")  admitti,  ejus- 
dem  plane  generis  incommodum  adforei. 

Qnod    quoulam   incommodum,    ut  plane   apparet,    majoris  admodum  est 
impedimcMli  quam  prius  illud,  ex  acceptA  definitione  istli 

ar/»-=:  (J- ^)A*  (C0S/4T+ V^  Sin /it) 
proat  a   hand   negativa   est   aut  negatira 

oriandam ;  propterea  nos  hanc  auidem  ipsis  (ß'^  et  (ß'^)  praeferondam  puta«" 
vinraa,  opinati  praeterea  nee  iiynnctum  nobis  esse  ofäciuai  nee  veniam  qni- 
dem  datam  ex  Analysi )  ob  indicatum  (si  ita  demnm  irocabitur)  incommodnm, 
signi  Xf^  pro  a  negaÜTa  loUcndi. 

^  Qnae  heio  )am  allata  snni,  ea  confiünnt  omnia»  quae  de  signU  XU 
et  Log^j;)  in  Actis  Acad.  Scienl.  Stockholnv  et  quidem  Disaertatione  titnli 
pra^edcntibna  superscripti  referenda  nos  quidcm  cnravimas.  Quae  in  hao 
Diaaart.  occnrrnnt  caetera  non  nisi  »igna  iiia  SinX  et  CosX,  ArcainJ?  et  Arc- 
cotJ?  apectant* 
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Postscriptam. 


Anno  jam  praccodente  1816  rix  daa«  parte«  prorecto,  nondiim  in  fineo 
peiflurto    negotii»    typU    Soecanis   expriroenitae    (!n    Actis    Acad.   SdenL 
Stockholm.)  Dinsertationti ,  cnjn«  ea,  quae  heic  Latine  reddita  mint,  par- 
tem  explent  majorem  —  (praeterlapso  quidem  post  recitatam  in  Acadenia 
DisHertationem  anni  iiniu«  spatio)  — ,    roirnm  id   mihi  coatig'it  gaiidK  ac 
voluptatis,  nt  popiilaris  qnidara,    Parisiis  cum   Caochy  ipso  collocotns. 
redax  inde  raandatis  convenientcrr ,  quae  sibi  ah  eo  data  f uerant  *) ,  eertto- 
rem  me  fecertt,   qaod  princeps  ille  Geometra  tIx  bene  praeterlapso  tem- 
pore has  ipsas  Analyseos  parte«  retrartandas  adgressus  signoram  inter- 
dictis,  quorurain  praecedentibiis  (png.  383.  et  384.)  facta  erat 
mentio,  haudqoaquam  opus  esse  Analysi,    ipse  qaidem  jan 
fnerat  expertiis^    Mense  deraum  Deccmbris  ^ixdum  elapso  perscripU« 
jam  fere  oronibiis,  qnae  hutc  „postscripto^'  praecedunt,  schedalasar- 
cepi  extreraas  Tomi  Uli  operis   praeelari    ,, Exercices   d'AnaIjse  et 
de  phys.   math^matique^S    qaihns   Caiichy   pcrill.  rem   suo  nio4o 
tractatam  in   medium   proferendam  curavit»      Quibua  ex  scbedulis  9000 
comperi  non  omnibus  omnino  numeris  congruere  definitiones,    novai  Ul» 
quidem,  Canchyanas  cum  meis:    at  plurimum  tamen  referat,   ut  Aoal;- 
seo«  inter  cnitores  de  rebus  hujnspe  natnrae ,  ipsis  inquam  quibos  inaiti- 
tur  aedificinm  Analyseos  fundamentis,    perfcete   conveniat;    non  poinun 
quin  breviter  heic  praecipua,    qnae  discrepantiam  Istam  constitnont,  »^ 
menta  exponam,    sperans  fore  ut  rem  demum  arcurate  explicatani  0001- 
festamque  co  redditam  perfacili   tandem  negotio    dirimi  fn  sempitenaB 
liceat. 

Qua  tamen  in  expositione  (nt  decet)    nonnisi  iis,    qnae  signa  lOiA 
et  Log  6(jr)  spectant.  hoc  loco  propositis  panca,  quae  de  signis  illisAn' 


*)  Quorum  videlicct  inanda(oram  ansam  dcderat  Nota  qnaedam  iafri 
pag.  12.  Commentationi»  nöstrae  cnjusdi^  titnlo  „Doctti'nae  serier^n* 
infliiif.  ExercitaliooeSf  P,  Ima''  snhscripiae ,  CHJu»  paollo  ante  p<r- 
lastrandae  copia  Illuslr.  Cauchj  data  fuerat.  QuA  4|uidein.  in  Nota  no«  ol>'' 
ter  ea .  quae  in  Disseriatione  praesenti  sign»  illä  TU  et  Ijbg  i(X)  spMUntt 
paucis  intUcata  feceramus. 

••)  Hoc  tamen  loco  non  possnm  qnin  obiter  «dmoueam  laborare  bw* 
partem  Commentationis  Caucliyanac  et  quidem  nominatim  pag,  385.  graviori 
quodam  calami  lapso.  Sciücet  qucninm,  dam  trzzO  alqoe  S  numerice  yi 
pouuntnr,  formnla  lila  S  in  ^S^  (nee  semper,  iiti  loco  cit.  conlendit  lUns*'« 
Anctor,  in  8)  abit,  exinde  conseqnitar  loco  formulae  (3T)  sabatitoi  oportere 
memorabilem  iatam 


4U 

Dan   kl   eo>  rw  TertiUir,   «I  ^leiniiaelur, '  cplnnwi  potiMimifm  ex 
/«-polHitili  (/«'  reali)  qaantitatii  illins  ir(=a-f'/9V^— 1)  innameris  hisce    t 

(«)....     ((ar)>  =  e^(Coi/iö+i^=TSiii/iö) 

Sin  ß  =  Ä  /  '  *n*'®^®'™'" 
Dato  relicto]  lingulare  cedat  signnin  x/«  nee  non  —  uti  nobis  quidem  visom 
fuit  —  noroen  ,./s-poten  tia  principalic'* ;  ex  praecedetatibni' 
eqiiidem  Analyneos  partibiti  arbitrio  asque  relicta  est  res  tota,  si  mödö' 
ita  definiatiir  haec  notio 

(6) xt*  =  gf»(Co9u&+^r^S\nfi&) 

1 

(t^  breviter  debitam  ipsuiu  d-valorem  denotante),   nt, 

1)  pro  X  =  Tikamerd  A,   in  Af^  ipsam  Eferoentoruin 
atqae, 

2)  pro    i  ^3 ""     I  ,  in  <— l)i  %»n  V=Il 

re^ocatar  hoc  meikibrnin  iiosterius  (^).  Admonere  heic  jtnrat  ambabtts 
his  rite  satisfieri  condiMonibiis,  sire  Canchyana  (nova  illa  qnidem)  sire 
nostra  cooptetur  determinatio  ipsius  ^:  et  qnidem  multis  praeterea,  qain 
imino  innniueris,  aliis  ipsins  &  determtnandi  modis  ita  fiert  possc. 

Sin  ^ero  ad  easimnl,  qiiae  sequentibus  Analyteos  pärtibas  filtnra 
not  consectaria  ex  bac  definitione,  advertitur  animus;  primam  id  qui- 
dem %e»e  offert  optandiim,    ut  quae  demum  cooptata  fucrit  qoantitas  (fi) 

seil  (a-)^/9^-^l)^  taUn  confectur^  sit  IpsaruBi  a  ei  ß  functiönem,  oai 
nnlla  arcidat,  Tariatis  licet  a  et  ^  qiMAiodoGiuii^ae ,  tolutio  conttnuilatis» 
qnaequae  sit  ft  forte  qoantitas  realis.  Talern  vero  nulluni  oiunino  inve- 
niri  posse  ^-Talorem,  cujus  beneficio  eoAipotea  hujltsce  TOti  fianma,  id 
nt  rationibas  naturae  rei  debitis  untversis  argoi  quidem  liceat,  tarnen  in 
praesenti  sequeotia  soliunmfdo,  eaderoqoe  nt  per  s^  man^festa  ita  ad  fram 
dirimendam  prae  ceteris  idonea,  singulafia  attulisse  argumenta  snfficlet. 

Valoreni  iustas;  &,  n  qnis  ixiiatat,  ci^us  beneficio  codipaletilio« 
fieri  liceat  ^ott  Jan 'ndne  €omraen|oraii,  duplioi  hnio  (nt|  jannioaeftenU 
praetermittamus)  satisfacere  oportebit  conditioni  nt  (i4  ei  B  Numeros 
denoiantibus) 

t<>]  cd*  comrtiunis  »mbabiisKis  (aJ^^V^)/»  futnra  sit 
timos'decrescente  B  in  0  indefinite,  atque 

2*»)  (ßV^)f*  communis  ambabus  bis  (i:i4+/?V^)A» futura 
sit  limes  decrescente  i  in  0  indefinite; 

•  VemmenimYero  in  .,  Nota  1  ^*  'jam  proxim«  praecedente  evidenter  aos 
quidem  probayimas  eo,  quo  solo  finem  illnm  2")  asseqni  iaeeat,  «odo 
ipsius  ^.determinandi  alterum  ill^um  -1®)  -—  certe«  negatifA  , —  ,non  poeae 
attingi.    Id  quod  reverA  sufficit,  ut  plane  apparet 

Quod  si,  uti  jam  nunc  constat  perfecte,  fleri  non  potest  ut  talem  in- 
Teniri  liceat  ^-valorcm,  cujus  beneficio  compotes  quod  supra  diximns 
voti  flanns ;  id  deineeps  s#«e  rpraebct  optandum ,  ut  ^  talis  cooptetur, 
quo  alter utr um  certe  propositorum  illornm  l*'},  ^^  ^^}  attingi  liceat, 
quippc  qnoniam  ne  haec  quidem  ambo  simul  consequi  uUo  modp  pote- 
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rit.  AJbn  ntrumpotltiim«»?  Tali  Ae  re  ne  atlom  qniton  hM  len- 
pore  rdictum  cmo  locaa  dobitandi ,  id  jare  nobia  lieitum  e««e  coatoi- 
dere  videtur.  Eteniin  qais  est,  cui  non  sit  pertaasam  Analyst  longe 
migora  prefectura  etce  emolamenta  ex  tali  instUatione,  qoA  Üceat  rea- 
lem (plerumque)  illam 

oeAieri  limitein  apibarum  (aj^By — V)M  coromaneni,  quam  qnfte  Uli  forta 
oontiiigant  ox  Tenia  imaginariam  (loage  plerumqae) 

censendi  limitem  ambarani  (J:.4-f-/?V— 1)a»?  *) 

Qnid  plnra  ?  In  hoc  tarnen  ipso  monientuni  Terlitar  dlfiTerenÜae  totor 
Canchy  anam  noitramqiie  &  -  Taloris  determinandi  rationem ,  quod  nempe 
noiträ  admissi  definitione  ipsius  Xß  propositnm  illnd  l^) 
attingatnr,  Canch^ani  Tero  non  attingatur:  id  quod,  bele 
maximi  momenti  rem,  jam  paucis  explicare  ronabimtir. 

Ä)  Nobis,  prout  a  poritivli  aut  a«gativa,  erat  (ß  reali  qndltbet) 

c  denot.  Arctg  ^ , 

a 

ex.qpd  patet  extemplo 

«raflcere  limilem,  in  quem  lendit  (a-f/^^-^)^  c«Miiref]g«iite  ^  (potitifi 
an  ntgatiirA ,  nil  refert)  in  O  indefinite. 

B^  CtncIiysnA  es  definitione  Irabetnr 

%•  denotanie  vniciin  ex  Argumentls  %  ipiius  a+^V — 1  id,  qaod 
linitibn«  -f-nr  atque  (exclasire)  -^n  continetnr;    ideoqne 


^)  Sic  Csttcky  ipie  (pag.  3T5.  ^pcris  cit.  „Exarcices  etc<')  ttlem 
ipsios  ^  determinandi  rationem.  rept^avit,  ex  quA  profeclanua  id  etiet 
incommodi  (Terbum  refero  ipsius  Auctoris  Laline  quidem  redditum),  nt 

oM,  dun  «  positiTa  est, 

eommmnis  aoa  e^aderet  ambamm  (a  J[.^V— .ly«  limes.  £o  magis  ntiror,  quid 
sit  quod  Cauchy  hoc  ipso  tdiiporis  momento  talem  hnjua  h  determinandi 
rationem  proposuarit  admittendum,  ex  qnÄ  naoesse  id  oonaequatur  iaodai- 
modi ,   nt 

a/',   dum  a  negafira  est, 

communcm  non  censeri  liceat  ambarnm  (a^^V — l)/u  limitem:  quam  tamtn« 
et  quidem  nostrae  deftnitioais  beneficid,  ambo  siaul  etitari  licet  iocoaunodSr 
id  quod  praeterea  pancis  mox  infra  patebit  Terbis. 
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dun  a  posiftiva  =i4  ett,  lialietur  ^::^J^ctgC  =t,  /^realiqnä- 
libet, 

(i4  +  |?iC:i>u  =  (»iu(Co«/*T+V^Sin^r), 

kle«qa6  i^  ex  hfto  eüam  deflnitione  limes  est  anilNumBi  (i4±Vl^*«^ — l)'* 
cMBomais,  deerMe«feto/faUre  ipsio«  /?  nomerico  iaO  IndeliDite; 

dum  vero  a  negaÜTa  =— i4  est,  habetur 

^  =  Arctg-^-f  9r  =  rH-nr,  dorn  ß  haad  negativa  est, 
ai 

Ä— (if  T-Ar«tg-^)ÄC— »♦  diUB  /?  ne^tiva, 

ottde,  eeeondüin  («f), 

prouC  |9  himd  Degatim  e«t  ant  tfegatWa, 

ideofoe  (— i>«  *)  ex  hae  deflnitione  ipeio«  (a-|-/?V*^>«  limitein   eqni- 

dem  ceneeri  licet  ipeia«  ( — A'\-ßV^^y^  conTergente  ß  posttlrä   in  0, 
■inime  yero  ß  negaÜTä  inO  convergente. 

Obeerv.  fteverd  CaucbT  Koc  mbdo  ipei  XP  eam  iptani,  qnhe  in 
„Not^  I^'  proxiin^  praefcedeote  oearrit,  definiüonem*  (/?') 
pro  ift=0  [seu,  qnae  idem  ralet,  (ß")  pro  A=0],  i.  e, 

«  poflitiTd  (0  indneiTe) 


{a-\^ßY^I^y  =  ^Co^T-|-V^^Sin/ir), 
«  negatiTd  (0  inclas.) 

proat  ß  poeitiTa  eet  aot  negativa , 

admisit,  eo  tarnen  insaper  adjecto  posteriori  haic  aeqaa- 
tioni  reservato  —  qno  scilieet  praetermisio  ancep«  plemm- 
qne  eraderet  dellnitio  ipeiue  cM<  (a  negativd)  at  ne  fegen 
illam 


dam  ß  negat  eit,** 


*)  Obiler  «dmonere  koc  loco  javal,  definitionem  ipsios  ( — Ay*  Canchya- 
nam  hancce 

cum  nottra  omnimodo  convenire.     (QnA  de  re  vid.  qua«  in  nota  iaita  pag*  899 
praeced.  allata  annt.) 


in  ipco  etiuB  limite  /?=0  ratam  ceaaeri  ÜMSt.  Cavcky 
igitur  piMterioris  qafam  dizinia«  seqnadMÜc  loco  rewfH 
hanc  cooptavit: 

(a+/?V^>"  =  ^[Co«/<r±7r>fV=aSiB/<r^)], 
prout  ß  haud  negativa  est  aot  negat« 

Ex  quibof  ^  eoram  ti  ipsoram ,  qaae  in  Notä  UIA  !•  pn^ 
I        '  cedente  allata  sant  —  rectä  et  quidem  omni  ab«qae  czpli- 

catifHie  alteriori  perspicitur  CaacJiy  definitiolie  and  pia- 
pösitam  iUud  „2<>)'',  altero  ,^1^)'^  amiMO,  attiogen. 
Nostra  prorsut  in  contrarium  tufit  ratio  rei  gerendae. 

Qnae  cum  ita  «int,  nobis  cerfe  »-  qnippe  qnibn«  (nti  «nprm  dictam 
est )  nihil  omnino  superesse  rideatur  dobii ,  qairt  q nisqne  re  sads  accnrate 
examinatd  talem,  qud  propositum  illad  «,1")*^  attingator,  institntiraeiii 
longa  sit  praeoptatunu  tali,  qnä  alternm  illud  „2*')'*,  quandoqnidem 
Don  ambo  simul  attingere  ullo  modo  iiceat,  —  nobis  (^inquam)  Caacby 
▼ideatar,  necesae  est,  inenriae  cnjasdam  catpd  nee  rt  satis  bene  ezplo- 
ratd'in  eam,  quam  modo  dizimas,   definiendi  rationem  incidiase. 

Pauca  haec  tandem  addere  juvat  verba.  Si  quis  forte  anicam,  eai- 
demqae  Canchjanae  illi  (d)  analogam,    malnerit  formulam  loco  ambt- 

rum  defipitioflis  nostrae  a^qpat^opmn,,harum. 

•  ■  ' 

(a+/?y:r|)ju  =  tt(»):u(Cos/*r+V*lMSln/»T), 
^   ,  proQ^.a  ba|id  ncg^t.  est   aut  nc^g^tiTa,  • 

•fu,;explijcatius,    ■  r.  .     ,•-     <"     .  .       i 

1  («+/?V^)/*  =  piU(Cosi«T-|- V— iSin/ir),  dum  a  haud  negatiraed, 
atque  ==  Qß  [Oi»8  ^T+»r)4- V^  Sin  KH^)],  dum  a  negalii«, 


sabstituendam ;    nil  sane  imyedi^,  qMQminus  optato  illlus  snbyeniator  nb* 
stitutä  equidem  hac  sola: 

(d')  '  ....     (af/?V^)M:^pM(Cos^-fVtriSin^), 

,    .•..•■. 

&  denotante  unicum  ex  Argumentis  6  ipsins  a-^-ß^^^^l  id,  qao4 
liipitl^f^«  liisce  -       I,.        1    ;        (.       ' 

—  —TT  atque  (exclnsiTe)  s"  +  '^  ') 

continetnr,   quippe  quoaipm  arcus  iUe  %  in  priori  aequat,  ipsis  J:^ 
haud  excedere,  in  posteriori  antcra  intra  hos  limites  Jr^  (quomamioei 


\..  ^ 


a  =  0  band  occurrit)  'inclusiis  censetur. 


*)  Proposaimas  igitur  reverA  nos  qiiidem  arcnm  ip  (vid.  pag.  375«  ope* 
ris  cH.  „Exerti-ces  etc.")  cooptandutn  nee  m  (qaem  Gancby  reptuÜ^J^O 
ueo  0  (qaem  proposnit   iUe   admittendnm) ,    »ed  ipsam    illud   medinsn  Arith- 


ntetlcutti  ~. 
2 
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Tan  qnMl  mä  4ifferenthmi  iater  Caaehysmini  nottraoiqne  definfiionen. 
Ifwint,  qaem  üxiroa«  not  4i«ideiB,  „tf-logsrithmi  principaMs"^ 

attinet,  aaaloga  ea  est  (nee  inopinato  id  quidem)  praecedenti,  qaae  defl- 
DiüoDes  illas  „potentiae  principalia^^ 

•pedabat 

Kostva  q«id«in  definitione  id  contigit  emolamenti ,   at 

/(a),  slve  pp<itiVa  aU  alTe  negat.  a, 

coiiNDfHiiB  eTadat  limes  ambornm  /(a4:^1^— •!)  decrescente  i?  in  0  indefi- 
■it«;    attamen  banc 


liniitem  equidem  «emper  ipsiua  i(A-{-ß\^ — 1),  decrescente  i4  in  0  indefinite, 

nee  tamen  «emper  («eil.  ß  negatlvA  lUHid  Hcet)  ipiius  /( — ^-f/^V— 1)  cen- 
•eri  licebit. 

E  contrario  Cauchyanä  definitione  id  accidit  incoromodi ,  nt 

commaneiii  non  temper  («eil.  a  negativa  =— >!  band  semper  licebit)  cen- 
•eri  liceat  ambornm  /(a+ÄV— O  limitem  decre«cente  ^ in  0  indefinite ;  — 
tftameahic  '^        ,' JZ  ^  ■ 

/(/9V — 1),  sive  positiva  sit  six.e  negfit.  ß^ 

coibmania  evadit  iimef>  amboram  ^•4-44r^  V-^ri)  ^dacreacente  A  in  0  inde- 
finite. .  /   .  ,  .'^  A»  -       .  .  ..^      —  . 

Praeterea  noatrAm  utriqae  rßlak  eit  haecce  relatio 


Deniqne  de.  differentia  inter  Caacbyanam  definitionem  noatramqae  aig- 
Bomm  uniTerialium  horam 

:r*  et  Log»(:r) 
(Xy  y,^  quantiti^tibu»  quiboacamqae,  realiba«  aeque  ac  imagbariik,)   . 

Bollä  täne  pott  baec  opua  est  explicatione  aÜä  qnam  hie  generali,    qaod 
■oatrdm  «tri^e  booptatae  foerint  definitione«  iliae 

ix 

Quo  pcüieet  OY  facto  p#te^  omnino  diff^reatiltfii»    de  qti&  qtetriMur,«  ix 
aolA  (cojaa  appra  mentioa^m  fecimoa)  diffweotiä,  inter  Cancbjaiuuii  defin 


ÜB 

nitioneiB^  nottrnigne  iptonua  l(ßl)  et  KP)^  w  et  ^.iampnatüp  MgttiT»- 
rom  eqnideiD  partiott  realiuin,  pendere«  Quere,  ai  Mmgeein  ee  ptrfie- 
tam  fuerit ,  ut  de  principatu  aiterutrias  modi  horam  Hx)  et  1(0)  deiniea- 
dorum  conveniat,  eodem  dcmam  tenpofU  momento,  oter  potiMimini 
generalibu«  illii  X9  et  Logft(a7)  reserVatus  permaneat  aentue,  inter  Geo- 
metnia  erit  lege  tancUain. 


IllutftriiMinio  Canchy,  ti  ei  placuerit  suam  ipeioe  poet  haee 
tiare  aententiani ,  hiyiu»  ae^i  Geometrae  ae^ue  ae  Tealiiri  plmiiiiaB  le 
debere  certiMimev  confitebuntar.  Qaod  ad  no«  attinet,  tantd  jam  dudom 
imbati  tamu«  a««aetii4ine  expUciltiQiiiB  apnd  Caachj  in  rebus  dobiit 
petendae  accipieodaeqoe ,  ut  persuasum  nobis  hoc  qooque  tempore  habere 
▼ideamory  fore  ut  brevi  ille  ^aidem  Geomptnu  accepta  qiu>d 
beueficio  obligatot  aibi  sit  deTinctams. 


M 


'      t 


Veher  die  Rektifikation  und  dnadra^ 

für  der  ^orolde. 

Von  denn 

Herrn  Poctpr  J.  Diengqr, 

Lehrer  an  der  höheren  Bargerschule  au  Sinsheim  bei  Heidelberf^. 


Die  In  Archiv  TW.  Vfil.  S.  37S.  ff.  betrachtete  Kurve  be«t«W 
wesentlich  aus  zwei  Kurven ,  eine,  welche  ich  die  äussere,  oie 
andere,    die  ich  die  innere  Toroide  nennen  will.     Für  die  erstere 

feiten  in  den  Gleichungen  (JT)  ^^^  erwähntep  Aufsatzes  die  obyi 
leichehy  fiir  die  andere  die  untern.  Ich  betrachte  hier  blos^  die 
ei^^te  cLqh:  zwei  Kurven,  denn  die  andere  hat>  je  n<icb  der  GrSese 
von  k,  ganz  andere  Gestalten,  indem  «^r-  wie  nan  .dkoBeb  ..Ostir- 
suchung  findet  —  sie  Rückkehr-  und  Doppelpunkte  haben  kann, 

der  äussern  aber  gleiul^,  weoni^--,  jedbch- auch  nur  alsdaon. 

In  eine  spezielle  Untersuchung  der  einzelnen  Gestalten  will  i^ 
hier  nicht  eingehen,  da  dieselbe  Im  Ganzen  nicht  #ehwer  Ist,  am 
es  sidb  kier  rerzö^icfa  um  1lektiftkatl6n  und  Qtiadratnl-  haiid#hi^<w. 
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Die  äussere  Toroide  ist  e^oe  volikommen  geschlossene  Figur, 
die  sich  in  die  Tier  Koordinatenwinket  vollfeonimsii  symmetrisch 
Tertheilt,  so  dass^  wenn  man  das  ganze  System  um  die  Axe  der 
ac  dreht,  die  Kurventheile  sich  decken,  und  eben  so,  wenn  man 
es  um  die  Axe  der  y  dreht.  Es  genügt  also  den  Quadranten  im 
Koordinatenwinkel  der  positiven  x  und  y  zu  betrachten.  Dieser 
Quadrant  geht  durch  die  Axe  der  x  im  Punkte  X'=^a\ky  y=^0, 
und  durch  die. Axe  dter,y  im  Punkte  ^^=0»  y^ff-fk,  sonst  trifft 
er  keine  der  Axen  mehr.  ♦  .   .• 

Setzt  mau  in  den  Gleichungen  (17)  $i.  a.  O.  a:i=racos.L 
yi=6sin/9  was  man  darf,  da  alsdann— ^ +^a=l,  so  ist 

wenn  x  und  y  die  l^fendeii  {Koordinaten  i^  Jifvm^  Bini.    , 

Man  zieht  aus  den  Formeln  (1) 

>  \  ^   ,     1 

g^=^gsin<tl  +-V-    ■    V  — ^^|=::£f^],  i 

*'*  V  (a*sin*^+6*cosn)'  I 

Qi  =  0C0S(l  1  -f-  '■r      tniT'r^i   i    f 1. 

3<  ^  ^  V  (a«sin«<  +  6«cos*f)»^ 

Sei  nun,  von  £s=0  an  gerechi^et,   s  dei  f  Agep,   der  zum  Winkel 
t(^a)  gehört,  so  ist 


!.  .1  .■  i; 


=/>V(&y.,<i[f  (•, 


•  I 


:?=  /"(!  +  ,^J ^it ^-^  V  o«sin«*+6«cos««.a^ 

Dieiier  Bogen  ttngt  an  bei  dem  Punkte  a:=3a-h^^^;;=0.>^  .. 
Führt  fu^Q  die  jklultlplikatwi  aus,  so  ergeht  sich :  /\  ' 


1=  /  V a« isin *«+**cos «i . dt + abk  f   ^  .  ^,, 
%/  0  U  oO  sin  i-x 


wo    C*  = s — • 


Was  nun  zuerst  das  erste  dieser  Integrale  anbelangt,    so  hat 

man,  wen«  num  4;^^  — 9)  wt^ti 
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r  V  1— ^cos»<S«=- /Jv  l-e«9mV3v 


71 


;r 


=  /     Vi — e*sin*9)3g> 


*        t/  0  t/  0 

Bezeichnet  man  dureh£(i|;  ^m)  wiegewohnlieli  das  elliptische  Integral 
so  findet  sich: 

Was  das  zweite  Integi^  anbelangt,  so  ist  es: 
5»y  0  1— e«co8«<""2aV  o  I+ßcösi "*" 2aV  o  1— «cos« 

1                     (1  — 62)cos2<— sin«^ 
=  555arc(cos=        i^^eos** ^• 


Also  findet  sich 


,=a[£(f,e)-£(f-e,.)]  ) 


k       ,          (l-e«)co6«<-sin«t 
+  2  ^^<^^= l-6*co8^< ^• 


(3) 


Für  Ä=0  ist  die  Toroide  eine  Ellipse,  deren  Halbtoen  a  and  * 
sind ;   für  a  =  6  ist  sie  ein  Kreis  vom  Halbmesser  a\k. 

Setzt  man  «=?,  so  ftndet  sich  als  Länge  des  Quadranten 

a£Cj,el  +  2^»*  / 

also  ist  die  Länge  der  ganzen  Kurve: 

gleich  der  Länge  der  Ellipse  +  der  des  erzeugenden  Kreisca. 


441 


För  a=6  ist  ^(o  >^)=^(950)=rt>    ölso  die   Länge   der 

ganzen  Toroide:    2(a  +  A);r. 

Wenden  wir  uns  zur  Berecfinung  der  Fläche.  Sm  mdge  wie- 
der anfangen  bei  y=0,  a:=a-|-^'9  und  ein  Stück  davon  endigen 
mit  den  zo  t  gehörigen  Ordinaten;'  ist  dasselbe  v,  so  hat  man: 


y^<  dx 


dt 


J  0  '   ^  ^f{aH\nH'^^^co%H)^  ^       Va^sin^^  +  A^cosV  ^ 


-=br  sin  Hdt  +  ah^k  /*'- 
«t/o  t/o^ 


Sin«e8< 


V(a*sin^+62cos«0» 

■^    t/  0  Va«sin2<+6^cos^ ^""^^Jo  {a:^^\nH  +  6^cos«0*' 
Nun  ist 

/    sin^tö^= — isinfcos^  +  n* 

FerVer  findet ^4nän,Vie  ojien:    V^ 

y^<  SHl*tö< 

0  VTa^shTft+Pcös «Ö^ 

"1/  0  a»V(r=^*fiin«9p    </  o  a» V  (1  - e^ si'nV' 
^F(|,.)-£(f,e)     F(|-^e)-£(|-^e) 


sin  f  cos  ^ 


a^Vi— e^cos^^' 

. —        =,  =  FX'i^f ,  m)    setzt» 
0    V  I — 7/i*sin*if; 
^d  beachtet,  dass 

y^  ^-       cos  ^^        _  Fjif) ,  m)  ^  Eji^  ,Tn)        sintftcosify  _ 
0  V  (1— m2sin«i(;)3 ""»»*"*"  Vl^^^shi^* 

Eben  so  ist  ^  ^'         \ 


\         '■         ' 


y^*^         sin^ea^     ^     _  /*^     cos «y8<p  ;^       /^y     cos^Sy 
0  V"o>sina<+6^^'V  o^ a \^l-^e%in35>    t/o  äV^l-e«sinV 

Theil  IX.  29 


ä^X 
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Endlich  ist 

\ 

o(a«8ln«f+6ac68«/)a^o<*H-a*tg«0*cos«<-7/o  (^+aV)*' 
weon  tg#=ar  gesetzt  wird.    Das  letate  Integral  ist  aber 

—  X  1  ax\ 

Demnach  ist: 
P^  sin«f3< -tR<  .     1  _£♦  ft 

Fasst  Ai&n  die  gewonnenen  Resultate  nsanunen,   so  ergiebt 
sich: 

»:=—  ^8in(cos(+-ö- 

+  ^l<T.O-<?-'')-<^')+^(?-'''> 


+^l^fi.')-«0-'")-?<f-')+?<7-'.') 

-2(6»4-««tg''<)+2'^(*gr  6  *g^-  •    <^' 

Um  den  Quadranten  zu  erhalten,  hat  man  £=^  zu  setzen.  Er  ist: 

mithin  der  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene  Ranm: 


(5; 


Setzt  BMm  1:=0,  so  erhi|lt  man  den  Ranm,  der  von  d#r  El- 
Bpse  umschlossen  ist.  Der  «wischen  der  Ellipse  und  der  iasseia 
Toroide  befindliehe  Ranm  ist: 
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Anf  gleich«  Art  reduzirt  sich  die  Formel  (4),  und  man  findet: 
6«*    8inlco9<  qhk^iet      ,  k*      „        a  ^    A^^'^ 


setzt  man  ferner  ^=0'  und  nimmt  das  Resultat  vierfach,  so  ergiebt 
sick: 

wie  sich  gehört 

Die  Formel  (5)  ist: 

abx-\'iak  ^^ ,  e)  +  A«jr.  (5') 

Somit  wSre  nun  die  vorgelegte  Aufgebe  gelost.  Es  dürfte  ledoch 
nitbt  «mioterressant  sein^  auch  den  Umdrehungskorper  nfiaer  zu 
betraehten,  der  durch  die  Süssere  Torolde  entsteht 

Es  drehe  sich  also  das  ganze  System  um  die  Axe  der  x^  Sei 
p  der  lohalt  der  Oberfläche,  die  von  dem  Bogen  derToroide,  der 
dem  Winkel  t  eotspficht  (von  f:=?0  an  gerechnet)  beschrieben  vird, 
80  ist  bekanntlich: 

also 
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DiejeDigeti  Glieder  dieser  Formel,  die  keio  k  eothalten,  sieben  den 
entsprechenden  Tbeil  der  von  der  Ellipse  beschriebenen  Oberläche* 

Für  die  Hälfte  der  erzeugten  Oberfläche  ist  <=-o»    also    die 
ganze  Oberfläche: 

2«p  +  ^arc(sin=e)+  ^log(j^)+2a^+2*«l. 

Fflr  a  =  6  ist  e=0,  also  die  Oberfläche  der  Kugel: 

2;r[o^+a«+2aJfc  +  2aÄ+2J&«J  =  4;r(a+*)*, 

wie  bekannt« 

Suchen  wii\  nun  auch  den  k&rperlichen  Inhalt  zu  bestimmen. 
Er  sei  g,  so  ist^ 

H 
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Durch  di6  SubstHotioik  cos  taao!  vreriem  diese  Int^^rale 
auf  bekannte  zurOckgefährt  and  man  erhalt  folgende  Formel«  i 


/. 


t 

sin  »/S/ =: — i  sin  «/ COS  ^— 5  COS  / + J. 
o 


/. 


fA^^f      .]        _      * C06/Vl~  l!«C08</ 

0  Va«sin2/+6^cos*/      2S^  2ac» 

+  .-äirj-arc(sin  =  cV  1  — c^cos*/ — j  cosO' 

y^<         8in»/8/  *Li     ^Ltl  }—£S^\a.    ^        S^ 

y^  <  sin  ^/8/ «^  /  a_^         cos  t        \ 

0   V^(o«s:ii2/+  Pcös^Ö*""      a*c«V*      Vi- ««cos««/ 

1                          r                 —       ^6 
+  -y-3arc(«ln=^Vl'— e«cos«/ cos/). 


a'C' 


/. 


' sin  */Sf  1         &«cos/ 

0  (a«siii«/  +  6*co8 «O^"" ""  '^«*«^  ""  2a«6«(l — c«cos «/) 
,  e^f  li     /1+e   l-eco8/\ 
+  4«*63  ^^U-el  +  ecos// 

^  8in»/8/ 

0  \^(o«sin«/+i«cos«0* 
_J^/       a  &«co8/  ^6«  +  !  (2<?g4-l)cos/\ 

""a*V     55?+3aie2V"(l— e«cos«ö"3    Se^V^JP?     3c«V  l-if^sV* 

Substituirt  man^  sb  ergiebt  sich.« 

L6«  .   ,  26«  .  26«  .  it6«     *6cos/V  l-e«coi% 

— -«  sm/cos/-*-^  co«r+-ö-  + 


/ 


ae«  c« 


(2c«- \)kb  _^  ;^  •  _  _^^ -.___     e6 


6» 


a]rö(sin=:£eV  1— c«  cos% cos/) 


6«i^«        /Ifg  l-~gcos/\      A«     Ä;«cos/      kb* 
2a«c»'*'8Vl-cT+"«cos//+c«         e«      ""a^c« 

A6*  oos/  .  A6*        ,  .         ./-= — i y      e6 

—  -ip5-7=====^  +  -5^arc(sm==:eVl—e«cos^ cos/) 

a*e«Vl— «»«cos«/     «^  a        ^ 

6«^«  ft^;^«co8/  (««4-l)ft«A«       /1  +  e   l~cco8/\ 

c«a«"€i*e«(l-e«cos«/)'*"        2a««»      *^^V1-«*  l+«cos/y 
_     A»  b^k^COHt  (2g«+l)A»6 

3a6*  "*"  3??Vl^^oPö^     3a«c«  VT=.^ 

(2g«+l)/f»&cos/  Hj 
3a«««V'l-««co«»/J 


*6  cos/V  l-e»coe«/.  ** ,. aT»      . «7_«1 


=  a«[- 


e 


.«  •   e 


f  +  ^^(sin=eVl-««cos«7-e-co«/) 


kh^  cos/  2iB;3  bH^ao^t 


Sa^u^V^l  -  £2 cos*/ 


] 


Mir 

För  die  HSlfte  setzt  man  f^s-,«ii>d  somit  ist  der  ganze  Kltrper: 
_      1-26«  .  AÄ«  .  A6      _        ^ ,  6«Ä« ,     /l+c\  . ,,  .  2A»-|  ,_, 

Für  a=6  ist  e=l  und  die  Kugel: 
ans  ^^ + £a+ ib> -fifc*-|-A«-f  ^^ = I  (4a>-f-IS<^iH-12aA«f 4ifc*) 

wie  bekannt 

Die  von  k  freien  Glieder  in  (7)  und  (8)  geben  den  körperlichen 
Inhalt  des  analogen ,  durch  die  Ellipse  erzeugten  KOrpers;  wäh- 
rend die  k  enthäutenden  zusammen  den  durch  den  Raum  zwischen 
der  Ellipse  und  der  Toroide  erzeugten  Körper  ausdrücken. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  den  Korper  zu  betrachten,  der  durch 
Umdrehung  um  die  Axe  der  y  entstellt;  wir  übergeben  diese  Be- 
trachtung jedoch. 

In  Bezug  auf  die  analogen  Formeln  fiir  die  innere  Toroide,  die 
ausserhalb  cfes  Kreises  dieser  Betrachtungen  liegt,  bemerken  wir 

nur  noch,  dass,  weni^  k  ^—-,  alle  obigen  Formehi  flir  dieselbe  gel- 
ten» wenn  man  statt  k  setzt  — k.  Daraus  folgt,  dass  unter  dieser 
Voraussetzung  hinsichtlich  k; 

Der  Unterschied  der  LSngen  heider  Torolden: 
die  Flüche  zwischen  beiden  Toroiden: 


SakE 


(f'O' 


der  Unterschied  der  Oberflächen  der  beiden  Umdrehungskörper, 
welche  durch  beide  Kurven  erzeuet  werden,  wenn  das  ganze  System 
sich  um  die  grosse  Axe  der  Ellipse  dreht: 


11.9.0 

uiid  der  körperliche  Raum,  der  durch  das  Flfichenstück  zwischeB 
beiden  Kurven  erzeugt  wird: 

Aait  L—  +  7  arc(8in=e)  +  g^J- 

Anderweitige  Resultate  liessen  sich  noch  leicht  erhalten;  wir 
enthalten  uns  dessen  aber  hier>  um  nicht  dem  Gegenstande  eine 
zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.*) 


■V   .) 

Süne    «reometrische   Anwendmigr  der 
üehre  Tom  Orüssten  un^  Hieinst^i' 

V 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Univercität  zu  Jena. 


Vor  schon  langer  Zeit  stellte  Hr.  Prof.  Steiner  in  Crellc's 
Journal  folgende  interessante  Aufgabe  f 

Wenn  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind»  eioea 
vierten  Punkt  in  der  Ebene  jener  so  zu  bestimmen  >  diss 
die  Summe  der  ftten  Potenzen  der  Entfernungen  des 
gesuchten  Punktes  von  den  gegebenen  ein  Minimum  werde; 

und  theilte  zugleich  zwei  Bedingungen  Tnit,  welche  zur  Bestim- 
mung des  fraglichen  Punktes  hinreichen,   nämlich  die  folgeodeo: 

xt*-"^  sin  (ar ,  2) = y"^*  sin  (y ,  2) , 
^»'♦-'^sln  (a?,y)=5a#*-^sm  (jf ,  2); 

worin  a:,  y,  2  die  Entfernungen  des  gesuchten  Punktes  von  den 
drei  gegebenen  bezeichnen;  den  Beweis  für  diese  Bedingung 
gleichungen  hat  er  aber  nicht  geliefertJ  Es  diirfte  daher  meM 
überflüssig  sein,  eine  Bearbeituns  dieses  Problemes  mitzutheilen, 
wobei  dasselbe  als  eine  sehr  eii^ach^  Spezialisirung  des  folges- 
den  weit  allgemeineren  er8c|ieintx 

*)  Ich  livurdo  den  Herrn, Vf.  dieser  recht  gut©  Beiipiele  für  die  Ao- 
wendiirig  der  elliptischen  Fiyictionen  enthaltenden  Abhandlang  doch  bU' 
ten,  seine  Betrachtungen  gelegentlich  fortzusetzen.  C* 
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Mao  soll  in  der  Eby6iie\des  gegebeDen /Dreiecks  ABC 
(Taf.  X.  Flg.  13.)  di^Q  I^iinkt  O  so  besti^oeD,  dass  ßir 
^0=ar,  BO^^y^  CO=.z  die  Summe 

t  'i 

worin  tp,  ifff  }^  drei  völlig  wuikiihrliche  Ftinktionen  bezeich- 
nen^ ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  zunächst  die  Bemerkung 
▼on  Gewicht,  dass  a:,  y^  z  nicht  drei  von  einander  unabhäng^e 
Variabele  sind ;  denn  wenn^  wir  die  Winkel  des  Dreieckes  ^BC 
der  Reihe  nach  mit  a^  ßf\y,  die  ihnen  gegenüberliegenden  leiten 
mit  a,  b,  c  und  den  Winkel  BAO  mit  t  bezeichnen,  so  finden 
die  Gleichungen  / 

y^.=  c*  +  x^—2xco8t,  (I) 

j«  =  6^  +  a:2-26a:cos(a-0  (2) 

stat^  und  mithin  bildet  die  Summe  9>(^)-h^0y)-|']p(2)  eine  Funktion 
von  nur  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  a:  una  t 

Bezeichnet  nun  f{xM  irgend  eine  Funktion  zweier  unabhän- 
gigen VAriabeien,  so  findet  man  bekanntlich  diejenigen  Werthe 
von  X  und  t,  welche /'(j:,0  zu  einem  Maximum  oder  Miniipi^u 
machen,  dadurch,  dass  man  die  nach  x  und  t  genommenen  par- 
tiellen Differenzialquoüenten  von  f{x ,  t)  entwickelt  und  hierauf  aus 
doi  Cfleichungen  ' 


X  und  t  eliminirt  Um  nachher  zu  entscheiden,  welche  von  den 
gefundenen  Werthen  einem  Maximum  und  welche  einem  Minimum 
von  f{xyt)  entsprechen,  mussman  die  höheren  Differenzialouotien- 
ten  dieser  Funktion  in  Betracht  ziehen;  diese  Diskussion  ist  aber 
in  den  Fällen  überflüssig^  wo  man  aus  der  Natur  von  f(x,t)  un- 
mittelbar ersiebt,  wann  überhaupt  ein  Maximum  oder  Minimum  in 
ihr  vorkommen  kann.  ^ 

In  der  Anwendung  auf  unser  Problem  ist 

A^>0=<p(^)-+^(3r)+zW.  (3) 

folglich 

Andererseits  findet  vH&n  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  leicht 
durch  partielle  Differenziation  nach  .r :     . 
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* 
und  durch  partielle  Differenziation  nach  / 

Durch  Substitution  dieser  Wertbe  geben  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  in  die  folgenden  über: 

und  wenn  jetzt  die  partiellen  Differenzialquotienten  links  gleich 
Mull  gesetzt  werden ,  so  bleiben  zur  ßestinunung  von  x  und  t  die 
beiden  Gleichungen: 

1/  \       ,//  \  ccost-'X  .    ,,  ^  6cos(a  — 0— ^        /äx 
ip'(x)  =  i(f'(y) ^ +  x'Ci) ^^Y"-^ f      (6) 

0=if^(y)  -^ z'(j) ^^ — ^ ,  (7) 

welche  eine  sehr  elegante  Umformung  zulassen,  wenn  man  auf  die 
geometrische  Bedeutung  der  Coeffizienten  von  ^'(y)  und  jf(x)  ein- 
geht. Wird  nämlich  j^O  über  O  hinaus  unbestimmt  verlangt 
^AOL^=py  j^BOL^q  gesetzt,  und  werden  femer  auf  die  ver- 
längerte Gerade  AO  vdn  B  und  C  aus  die  Perpendikel  BP  und 
CQ  herabgelassen ,  so  ist 

ccos<-a:      AP-^AO     PO 
6cos(a-0--^      AQ—AO     QO 

T^  =     Co     =^=«>87» 

csin<      BP       .    ' 

68in(a-f)      CQ 

— i — =cÖ=«'"»5 

und  bierdurth  ^^terwandeln  sieh  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  in  die 
folgenden:  ,      ^  \ 

^(a?) = y  (y)  CÄS/i  +  x'W  cos  g» 

0= V(y)  sinp  -  x'W  »in  y. 

Hieraus  lässt  sich  einmal  x'(z)  und  dann  ift'iy)  eliminiren ;  man 
crhitit  ohne  Schwierigkeit: 


4$1 

9'(ar)sinflr=V(y)rio(p+^), 
g/(a:)sinp:=zjl^(z)  sin  (p  +  q). 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Winkel  BOC,  AOC,  AOB  mit 
u,  V,  Wt  so  ist  sin9=^8inf?»  8inj»  =  8into,  8in(/i-f  9)  =  8inu  und 
hierdurch  gelangen  die  vorigen  Gleichungen  zu  der  sehr  eleganten 
Gestalt: 

9'(a:)siDr  =  ^'(y)sinti.  | 

9'(a;)8inti}=%'(z)sintf;  i 

oder  in  Form  von  Proportionen: 

(p'(:c):x'(2)   =  sin  u:  Sintis.  ) 

Es  Ist  leicht  zu  sehen,  dass  implicite  hierin  die  Auflösung  unse- 
res Problemes  liegt;  rechnen  wir  nämlich  zu  den  zwei  Gleichun- 
gen In  No.  (8)  noch  die  vier  folgenden : 

tf  4- «-f  10=36005 
a*=y*+*^— 2yr  cos  t«, 
Ä«=a:«+2«-arzcosi>,  i   <^®^ 

f»=a:«-f-y«— at?ycosfo; 

80  kaben  wir  im  Ganzen  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmmg  der 
seeks  Unbekannten  x,  y^  z,  u,  v,  w.  Ein  Theil  dieser,  wie  es 
scheint  sehr  weitläufigen  Elimination  lässt  sich  ungemein  leicht 
ausführen»  wenn  man  berCfcksichtigt,  dass  die  Proportionen  in 
No.  (9)  denen  sehr  ähnlich  sehen ,  welche  in  einem  Dreiecke  mit 
tien  Seiten  q>'(x)f  'f\f'{y)t  x'W  und  den  Winkeln  u,  v,  to  statt  fin- 
den würden  \  nur  ist  der  Unterschied,  dass  in  (9)  die  Summe 
at-fvfio  nidit.  180^  beträft,  wie  in  einem  Dreiecke  der  Fall  sein 
wtirde»  sondern  360^.  Dieser  Uebelstand  hebt  sich  aber  sehr 
leidit»  wenn  man  statt  der  Winkel  »,  9>  iü  ihre  Supplemente  ein- 
fährt, also 

•i=180o-ti'.  r=l«)o~t?',  tc=180ö-.«/ 
setzt;    es  wird  dann 

t«'-|-r'  +  to'  =  180ö 
md  Meli  No.  (9) 

9'(a:):V(y)  =  8inti':sint>',  | 

g)' (j?) :  3C'(2)    =8intf':sinto'.  ' 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  wie  folgt: 

|=y(j:).  i,=v'(y),  :=%'(*);  (12) 

so  können  wir  uns  |,  i},  i,  oder  diesen  GtSssen  proportionale  Ge- 
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rade,  als  Seiten  eines  Dreieck»,  u' ,  v' ,  w'  aiss  die  gegenfiber&t^ 
henden  Winkel  denken  und  haben  dann: 

*="*"=" — 2^f — ' 

cosp'  =■ 2|^    — , 

cos«,  = 21^; 

und  fiir  cosu,  cost>>  costo  gelten  die  nämlichen  Werthe,  nur  mit 
entgegengesetztem  Zeichen.  Die  Gleichungen  (10)  gehen  jetzt  m 
die  folgenden  Ober: 


r 


vi' 


6«=a:«+za+±l(|a+{;«_-,ya),  \  (13) 

und  hier  ^iebt  es  blos  noch  drei  Unbekannte,  weil  in  $,  i;»  {[  nr 
Xf  y  und  z  vorkommen.  Weiter  lässt  sich  natürlich  die  Eliminatioa 
nicht  treiben ,  weil  die  ferneren  Schritte  der  Rechnung  durch  d^ 
Naiur  der  Funktionen  §»  17»  {;  erst  bestimmt  werden  m^asen.  Eia 
paar  Beispiele  für  unsere  allgemeinen  Formeln  sind  die  folgenden. 

,1)    Sei  (p{x)=ax,'^{y)z=ßy,  %(z)  +  y2;  so  wird 

und  die  Proportionen  in  (11)  bestimmen  dann  unmittelbar  die  Win* 
kel  u'  y  ff  ^  vcf.  Constmirt  man  nämlich  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
die  Grössen  a,  /?,  y  oder  ihnen  proportionale  sind,  so  ist  der 
Gegenwinkel  zur  Seite  er  gleich  dem  Winkel  u' ,  und  ebenso  sind 
9' 9  uf  die  Gegenwinkel  zu  den  Seiten  /?,  /.  Beschreibt  manjetit 
fiber  den  Seiten  a,  A,  e  des  gegebenen  Dreiecks  als  Sehnen 
Kreisbogen ,  in  welchen  u'  ^  v' ,  vf  die  Peripherienwinkel  bilden, 
so  giebt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreisbogen 
den  gesuchten  Punkt  O.  Für  a=:/J=y=  1  werden  t/,  r',  «'ein- 
ander gleich,  nämlich  =  120^,  und  man  kommt  dann  auf  einen  sehr 
bekannten  Fall  zurück. 

2)    Für  g»(ar)=a:*,  i^(y^=«',   xW=2*  bestimmen  die  obigen 
Formeln  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks ;    denn  es  wird  dann 

S-ip,  17=%,  t=:2x; 
und  aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  durch  Elimination  leicht: 

a:=:jV26a  +  2ca— a«, 
y=lV"2i«+"2c2^^«, 
i  =  iV2a»+iJ6«-.c« 


4S3 

Da  diese  Formeln  mit  denen  zusammenfallen,  wekbe  för  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  gelten,  so  folgt  hieraus  die  Identität 
im^cires  Punktes  mit  jenem. 

3)    Setzt  man  q>(x)^=lx,  t(;(y)  =  /y,  ;((2)=/2;  so  würde 

il.  h;  xyz  zu  einem  Minimum  zu  machen  sein.    Es  wird  hier 

^=x'  "i-y'  ^=r5 
und  die  Cvleichungen  (13)  gehen  üt)er  in: 

I 

Da  hier  nur  die  Quadrate  der  sechs  Grossen  x,  y,  z  vorkommen, 
so  kann  man  vorerst  die  Exponenten  2  sämmtlich  streichen,  wenn 
man  am.  Ende  der  Rechnung  wieder  a*,  6*,  c*,  a^,  y^,  x*  ftlr 
a,  b,  c,  Xy  y,  %  schreibt.  Nach  dieser  Reduktion  bleibt  fiir  x 
Me  cubiscbe  Gleichung,  nach  deren  Auflösung  noch  die  Aus* 
Ziehung  einer  Quadratwurzel  nötbig  wird.  Vielleicht  lässt  sich  das 
Endresultat  auch  durch  Intersektionen  von  Kegelschnitten  geome- 
trisch construiren>  doch  bat  dies  der  Verfasser  aicht  versacht. 


XliTII. 

Uebniissaufiiralieii  für  ScbÜler. 


Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schüler  des    poljtechBitchen  Inttitatet  in   Dresden. 

,.,  (ForUelziug  von  Nr.  XXXIX.) 

Folgendes  bt  zu  beweisen: 

FOr  jedes  positive  >ganze  ti  ist 
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?^J^secascc(tf+nft==8ec«aec(«+jJ)+sec(«+/5)8ec(a+ 

+  8ec  [a  +  («- 1)  ß]  «ec  [a+nft 

2.     \  51i?Scosecacogec(«4-«ft  =  co9ecacosec(a4-/J) 

-l-.cosec  («  +  /5)  cosec  (a + 2p) + — 
+  cosec  [« + (n — 1)/?]  cosec  [a+iift 

(-  ly^isinla+in—hßlBinia+nß)  4-8ln(a^P)sma 

2cos/f 
=810»«— slD  «(«  +  /?)  +  ....(- l)-^»8iii»[a+(n-l)lJJ, 

^'     ]  (— l)«*-J^co8[a4-(n— l)/g]co8(«+nfl4-co8(a— /?)co8a 

2co8^ 
=co8«a— C08  «(«  +  /5)  + ....  (-  l)--icos«[«  +  («-l)fl; 

4.    cotang  er  —  2»  coiang  2"c 
=  taiig«+2  taDg2«  +  4tang4a +  ....+ 2^itaiig  2»-»«; 

^  ^cotang ^  —  cotang« 

=5§-taJig^«  +  4tangj«  +  gtangga  +  ....  +  5itaiig^«; 

6.  cotang^  — cotang a 
= cosec  a + C08CC  s^  + cosec  j«  + +  cosec  gsri«. 


Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Borgertchule  in  Sinsheim  hei  Heidelberg. 


cos  (M)  .  «o«(5+6)i»  .  e0s(ß^)9c  .  ^mt^hj^tj^,      .•  .. 
'    ya      + ;3hFJ + ;SP5 +       ??5»       +•••  ""  ^• 

r*  cos  (o«)  —  cos  (6 — a)« 
^-är*cos{ia)+l  '* 


sinoa  .  sin(a+W«  .  siB(ont-2fe)g  ,  sin(a+3^)g  ,        .   .  r 
-^  +  ■   rH-*      + — rS+5       +       rSpJ       +-•  "**"• 

.       r*8in(<ia) +810  (6  —  a)« 


US 

I 

weon  r>l,  a^O,  &>0»  a  reell. 
Hieraas  folgt: 

costf  ,  cos 2«  ,  cas3«  ,        •    :  r  r*co8tt  — 1 

"^Sr +";5r  +  -75r+    ••  »«  ^°^-  — r««^2r-cos«+l' 

ein«      sin 8a     sinScf  ,     .  -  r^sin« 

ra   +    f^    +  r^    + »n  ™-  —  r*i-.2r«co8a+l' 

anter  denselben  Bedingungen. 


II. 

1      ,  y^eos2y    .  ,r^cos4y  i\*_^      y^cos2ny  , 

1—4      1.2     +'  1.2.3.4  -•  •+(— ^)  ^rn*  l.2.-..2it  t    • 

= -| co8(reos9)).cos2^+ — -5 siB(roO09).mii2^ 

^ h -; 8in(rco89)co89 

H ;: ^®®  Ir  COS9)  sin  9 ; 

^r^sin2y  ,  ,r*sin4y      ,  r^sinCy  ,        ,    .   - 
""*     1.2     +M.2.3.4'"M.i...6+-  "^  '"**• 

= -^ '^töBxrcoBfp)Bin2fp 

e-r»in9_^in9                                 28in29 
■ r~I3E sin  (r  cos  9))  cos  29-1 -j— 

— sin(rcos9) .  8in9+ cos(rcos9) .  cos  q>, 

wenn  t^O  uud  g>  beliebig  ist. 


III. 


1  .  1«.3  .  1«.3».6  .   1».3«.5«.7  .         .  l«.3«J}«...(2i^l)«(2rfl) 
2*  +  ^:^+'A4*.6»+4*.4*.6».6«+  •••+     2*.4«.6«....rar+Ä» 


.(ar+2)« 

l«.3*.5«...Cir+l)»(2r+3) 
-  *  2«.4«.«>..,.(2r+2;«      ■ 


I 
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miscelle 


-  I 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  UnWenitäl  lu  Jena. 

Als  ein  etwas  frappantes  Beispiel  für  die  Lehre  von  den  Giei- 
chuneeD  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  benutzt  man  ge- 
wuhnlich  die  Aufgabe:  zwei  Zahlen  zu  finden,  deren  Summe  Pro- 
dukt und  Quadratdiflferenz  gleich  sind ;  und  dieselbe  Ist  aoch  io 
so  fern  instruktiv,  als  keine  unmittelbar  gegebenen  Zahlen  in  deo 
betreffenden  Gleichungen  vorkommen.  Man  scheint  dagegen  vM 
bemerkt  zu  haben,  oass  die  analoge  Frage  nach  zwei  UnbekaiiiH 
ten,  deren  Differenz,  Quotient' und  Qnadratsumme  gleicli  sein  soll, 
ein  nicht  minder  nettes  Beispiel  fSr  die  Gleichungen  dritten  Co- 
des darbietet 

Aus 

folgt  nämlich  zunächst 

und  fär  y  die  cubische  Gtc^cbimg : 

Durch  die  Substitution  ^,^=:z  —  l  erhält  man  hieraus  die  traiis- 
formirte  Gleichune 

^  23 

auf  welche  sich    die  Cardansformel  anwenden  lässt ;    man  indet 
nämlich 

oder  In  Zahlen : 

2  =  0,898530....^         .         .■ 

und  hieraus : 

^  =  p,565197...., 

,a;  =  0,204094..... 

«  ■ 

Der  gemeinschaftliche  Betrag  von  y — a:,  —  und  ar*+y*  e^' 
lieh  ist  0,36110 — *— " 


ljfterarl§(e]ier  Berlelit» 

(In  Folge  der  schon  bei  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXII.  gemach- 
ten Bemerkung  enthält  die  vorliegende  Nummer  eine  grössere  Anzahl 
blosser  Titel  und  weniger  ansführlichere  Anzeigen.  Die  nächste  Num- 
mer wird  wieder  eine  grösselre  Anzahl  der  letzteren  bringen,  namentlich 
auch  Ton  mehreren  der  Redaction  zugesandten  Werken.) 


Cteschichte  der  lHatliematifc  und 

Physik. 


Kopemik  et  ses  travaux,  par  JeanCzyuski;    de  19  feuilies 
y^9  plus  nn  Portrait.    Paris.  1846.    8. 


Systeme,  Iielir-  und  üT^rterlbficlier. 


System  of  Pratical  Mathematics.  Pt.  I.  containing  Algebra 
and  Geometry:  being  No.  16.  of  a  New  Series  of  Schooi  Books 
by  tbe  Scottisch  School-Book  Association.  12nio.  Edinburgh,  bd.  5s. 


Arithmetik. 


F ritsch 5  Ph. :  die  Deciroal-Rechnung^und  ihre  practische  An- 
dong  bei  M 
1846.    1\  Sgr. 


wendnng  bei  Münz*  Maas-  und  Ge\;^ ichts-Rechnungen.  Heidelberg. 


Hermann^   Fr.  J.:    kurze  Anleitung  zur  Algebra  filr  Gym- 
nasien und  zum  Privatgebrauch.    gr.  8.    Darmstadt  1846.    1  lllifar. 
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Gentil,  M.  E.:  Traite  d'AIg^bre.  Premiere  partie.  Paris.  1846. 

Bryce,  J.  Jun.:  Treatise  od  the  Elements  of  Akebra.  2.  edi- 
tion,  with  varioiis  addltions  and  improvements.    bound  4  s.  6  d. 

Vasaili,  S. :  algebra  ad  uso  delle  sctiole  della  reale  militare 
academia.    Edizione  seconda.     Torino.  1845.    Vol.  I.    8. 

Cournot,  A.  A.:  Elementarlehrbucli  der  Theorie  der  Fuw- 
tionen  oder  der  Infinitesimal- Aiialysis.  Deutsch  bearbeitet  von 
C.  H.  Sehn  US  e.    2.  Lfr.     Dftrmstadt.  184G.    2  Thir. 

Anleitung  zur  Differential-  und  Integral rejcbnaD§, 
Ton  Dr.  Ph.  Jolly,  ausserordentlichem  Professor  der 
angewandten  Mathematik  an  der  Universität  Heidel- 
berg.   Heidelberg.  184Ü.    8.    1  ThIr.  20  Sgr.   ' 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede:  ,, Meine  Absicht  war,  nÜ 
einem  möglichst  elementaren  und  doch  nicht  zu  weitläufigen  We?e 
zur  Kenntniss  der  Differentialrechnung  zu  führeU^  indem  ich  mir 
vorsetzte,  für  Jene  eine  Anleitung  zu  schreiben,  welche  die  Diff^ 
rentialrechnung  ihrer  Anwendung  halber  suchen,  für  die  es  daher 
erlauiit,  ja  sogar  geboten  sein  wird,  weitläufige  Erurtorungeo  w 
vermeiden  uod  der  Einfachheit  der  Herleituns:,  selbst  wenn  dan^ 
dieselbe  von  vornherein  nicht  die  sonst  erreichbare  Allgemeiobeit 
sogleich  erzielt  werden  sollte,  ein  entscheidendem  Monient  eion* 
räumen''  und  hat  dadurch  selbst  der  Kritik  den  an  seine  Schrift 
anzulegenden  Maasstab  an  die  Hand  gegeben.  Wir  glauben  nSn- 
lieh,  dass  gewöhnliche  Praktiker,  die  in  den  Fall  kommen  kunnen, 
von  der  Differential-  und  Integralrechnung  einfache  Anwenduo^ 
zu  machen,  in  dieser  deutlich  verfassten  Schrift  eüne  für  inre 
Zwecke  hinreichende,  ihren  Fähigkeiten  angemessene  ßelebruns 
suchen  und  finden  können,  und  empfehlen  daher  dieselbe  ihnen  zur 
Beachtimg  aus  Ueberzeugung.  Dagegen  dürfen  wir  aber  auch  nicht 
verschweigen,  dass  diese  Schrift  höheren  wissenschaftlichen  An- 
sprüchen auch  nicht  im  Entferntesten  entspricht,  weil  sie  dem  Leser 
nicbt  eine  Ahnung  gtebt  von  der  istrengen,  keinem  ZweHel,  keiner  Oo- 
genaui^keit  Raum  lassenden  und  in  mehr  als  einer  Beziehung  ^^^hr- 
haft  kritischen  Behandlung  der  Differential-  und  Integralreclmong 
und  der  Analysis  überhaupt,  zu  welcher  in  den  zwei  letzten Decen- 
nien  einige  neuere  Analytiker  auf  die  rühmlichste  Weise  die  Bahn 
gebrochen  haben,  die  aber  gewiss  auch  keineswegs  schon  als  ab* 
geschlossen  betrachtet  werden  d.  rf.  Denn  was  auf  8.  113.  über 
diese  neue  Behandlung  unter  dem,  wenn  auch  allerdings  das  Fun* 
damentaltheorem  ursprünglich  von' Ampere  herrühren  dürfte,  doch 
etwas  sonderbar  klingenden  Namen  „Methode  von  Ampere" 
etwa  gesagt  ist,  ist  nicht  geeignet,  von.  dieser  neuen  Behandlaog 
im  Ganzen  und  Grossen  und  von  den  wichtigen ,  zum  Theil  höchst 
allgemeinen  Theoremen ,  zu  denen  dieselbe  bereits  geführt  bat, 
auch  nur  im  Entferntesten  einen  einigermasf^en  hinreichenden  Begriff 
zu  geben.  Wollte  man  also  in  der  vorliegenden  Schrift  ein  BUd  des 
gegenwärtigen  Zustandes  der  höheren  Analysis  zu  finden  hoffen,  bq 
würde  man  sehr  irren.  Vielmehr  finden  sich  dieselben  höchst  missli* 
eben  Anwendungen  der  Methode  der  unbestimmten  CoefficienteA»  ^^^ 
selben  VernachlässiguDgen  der  Reste  der  unendlicben  Reihea»  usd  as- 
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^ere,  den  mit  diesen  neuen  grossen  Fortschritten  der  analytischen  - 
Methode  gehoriff  vertrauten  Analytikern  allgemein  bekannte,  daher 
ehne  unnfitze  \Veitläu(igkeit  hier  nicht  zu  wiederholende,  zu  Feh- 
lem und  Tragscbliissen  leider  nur  zu  hä'utii?  Veranlassung  sehende 
UpgenauT^eiten  in  dieser  Schrift  in  demselben  reichlichen  Maasse, 
wie  sie  sich  z.  B.  io  Lacroix's  bekanntem  kleineren  Werke^  mit 
dem  die  vorliegende  Schrift  überhaupt  ziemlich  auf  gleicher  Stufe 
stehty  fast  auf  jeder  Seite  finden,  wobei  wir  auch  noch  bemerken 
wollen,  dass  —  nach  unserer  üeberzeugung  wenigstens  —  die  auf 
S.  ISO — 104  beigebrachten  Satze  von  der  Convergenz  und  Diver- 
genz der  Reihen  dem  ganzen  Geiste  dieser  Schrift  zu  wenig  ent- 
sprechen und  deshalb  gewiss  überhaupt  besser  weggelassen  worden 
wären,  da  sie  ja  in  der  ihnen  hier  gegebenen  Fassung  überdies  nicht 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  sondern  recht  eigentlich 
der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen  oder  der  algebraischen 
Aoalysis  angehören. 

Einen  Lehrer,  der  durch  die  bloss  praktische  Tendenz  und  geringe 
Fassungskraft  seiner  Schüler  genuthigt  ist,    die   höhere  Analysis 
jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  vorliegenden  Buche  vor» 
zutragen,  beneiden  wir  wahrlich  nicht!    Denn  wir  wenigstens  wür- 
den ^t  in  jeder  Stunde  an  unsere  ßriist  zu  schlagen  und  uns  zu 
firaeen  genothigt  seyu,  in  wie  weit  denn  die   in   scheinbar  allge- 
meiner  Gültigkeit    den    Schülern    vorgelegten  Resultate    wirklich 
richtig  seven,  und  ob  wir  dieselben  nicht  vielleicht   in  einer  ge- 
wissen Weise  am   Gängelbande  der  höchst  unwissenschafUichen 
Uethode    der    unbestimmten   Coefücienten    und   der  sogenannten 
Üntwickelung  der  Functionen  in  Reihen,  wie  sie  im  vorliegenden 
Buche  auf  S.  110.  ganz  nach  Lagrange  in  derselben  unwissen- 
schaftlichen und  gegenwärtig  als  völlig  antiquirt  zu  betrachtenden 
Weise  wiedergegeben  worden  ist,  nnr  an  der  Mase  herumführten; 
denn,  wenn  letzterer  Ausdruck  auch  etwas  trivial  und  et^vas  stark 
ist,    so  ist  er  doch   nach   unserer  vollkommensten  Ueberzeugung 
für  einen  Unterricht  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  und 
der  mathematischen  Analysis  überhaupt  nach  der  älteren  Weise 
der  allein  bezeichnende.    Strenge  Richtigkeit  der  gewonnenen  Re- 
jBoltate  und   Einschränkung  derselben   in   die  gehörigen   Gränzen^ 
über  welche  hinaus   ihre  Anwendung   unsicher  ist  und  zu  Fehl- 
seblüssen  luhrt,  ist  für  uns  erstes  und  wichtigstes  Haupterforder- 
niss  jeder  Darstellung  einer   mathematischen  Wissenscnaft,   und 
gegen  sie  müssen  fürs  Erste  alle  übrigen  Rücksichten  auf  Ele- 
^uz,    sogenannte  heuristische  oder  wohl  gar  philosophische  Ent* 
Wickelung  oder  wie  dergleichen  zu  beueDnen  sonst  noch  zuweilen 
beliebt  zu  werden  pflegt,  in  den  Hintergrund  treten.    Aber  freilich 
müssen  wir  leider  immer  mehr  und  mehr  die   Ueberzeugung  ge- 
YTUitten,  dasB  die  neuere  kritische  Methode  bei  dem  Unterrichte  in 
der  AoAlysis  h'm  jetzt  nur   auf  sehr  wenigen  Lehranstalten,  ja 
selbst  auf  nur  sehr  wenigen  Universitäten ,    sich  Bahn  gebrochen 
bat.     So  betrübend  dies  ist,  so  wahr  ist  es  doch.      Der  Stellung 
jeder  Universität  wäre  es  aber  doch   allein  würdig  und  angeme«^- 
seo,  wenigstens  einen  Lehrer  zu  gewinnen,  welcher  die  Analy- 
sis nach  den  strengeren  neueren  Methoden,    als  Vertreter  dersel- 
ben, zu  lehren  im  Stande  und  beHlhigt  wäre,  eine  Beflihlgung,  die 
freilich  jetzt  noch  nicht  hSufig  angetroffen  wird.     Dass    übrigens 
auch  seihst  bei  dem  Unterrichte  von  Praktikern  sich  mit  gehöriger 
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Auswahl  von  den  neueren  Methoden  ein  verständiger  Gebraach 
machen  lässt :  dafür  liefert  das  in  Nr.  XX.  S.  302.  des  Literanscheo 
Berichts  ans^ezeiete,  für  den  Unterricht  in  der  Analysis  auf  dem 
polytechnischen  Institute  in  Wien  bestimmte  Werk  von  SalomoB 
einen  recht  erfreulichen  Beweis ,  wie  a.  a.  O.  mit  Mehrerem  her- 
vorgehoben worden  ist,  auf  das  wir  daher  namentlich  Praktiker 
hier  gelegentlich  wiederholt  auhnerksam  machen. 

So  lebhaft  sich  auch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  un« 
bei  der  Ansicht  des  vorliegenden  Buchs  wieder  von  Neuem  auf- 
gedrängt haben,  so  wiederholen  wir  doch  unser  im  Eingange  aus- 
gesprochenes Urtheil  hier  recht  gern  noch  einmal,  dass  der  Herr 
Vf.  ein  für  die  gewühnlichen,  keine  höheren  Ansprüche  machen- 
den Praktiker  in  gewisser  Rücksicht  nützliches  Buch  geliefert 
hat ;  und  auf  eine  andere  Anerkennung  macht  ja  derselbe  laut  der 
Vorrede  in  sehr  lobenswerther  Bescheidenheit  selbst  nicht  An- 
spruch, Muge  daher  das  auch  äusserlich  recht  gut  ausgestattete 
Buch  in  seinem  Kreise  den  von  dem  Herrn  Verf.  beabsichtigteo 
Nutzen  im  reichlichsten  Maasse  stiften ,  was  wir  demselben  toa 
Herzen  wünschen.  Denn  es  ist  immer  schon  ein  Verdienst,  wenn 
durch  eine  deutliche  und  einfache  Darstellung  die  höhere  Analysis 
in  weiteren  Kreisen  verbreitet  und  derselben  neue  Jünger  gewon- 
nen werden,  namentlich  aber  auch  Praktiker  zu  deren  mugiicb^ 
häufiger  Anwendung,  deren  dieselbe  ja  so  sehr  föhi^  ist,  om^ 
regt  und  angeleitet  werden,  wozu  dieses  Buch  mitzuwirken  eevv» 
recht  wohl  geeignet  ist.  Unsere  obigen  gelegentlichen  Aus&sfiQi' 
gen  betreffen  nur  die  leider  noch  zu  häuäge  Darstellung  der  Leh- 
ren der  Differentialrechnung  im  Allgemeinen,  die  imraerroehr  b 
den  Hintergrund  zu  drängen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr 
Noth  thut,  wie  namentlich  auch  in  diesem  Archive  von  mehreren 
Seiten  her  schon  oft  und  gewiss  auf  sehr  eindringliche  Weise  her- 
vorgehoben und  deutlich  nachgewiesen  worden  ist.  Denn  da« 
die  neueren  Methoden ,  gegen  welche  die  ältere  Darstellungsweise, 
was  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  nicht  zu  viel  gesagt  ist 
in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  und  Evi- 
denz in  ein  wahres  Nichts  verschwindet ,  sich  immer  mehr  Bahn 
brechen  und  dass  ^venigstens  auf  jeder  Universität  ein  dieselbe  inihren 
unbestreitbaren  Rechte  vertretender  Lehrer  sich  finde,  ist  jeden- 
falls im  höchsten  Grade  zu  wünschen  und  der  hohen  Würde  die- 
ser Lehranstalten  allein  angemessen. 

Cauchy,  A*  L. :  Vorlesungen  über  die  Differential-Rechnung- 
Aus  dem  Franz.  übersetzt  von  Schnuse.  Zusätze.  Braunschweig* 
1846.    8.    y4  Thlr. 

Richter's  Differential-  and  Integral-Caiculns.  By  J.  Anthony 
Spencer,  B.  A.,  Assistant  Matematical  Master  in  University  Col- 
lege School.     12mo.  with  Diagrams. 

Tables  de  logarithmes  par  Jer6me  de  Lalande,^  ctenducs 
k  sept  döcimales  par  F.  C.  M.  Marie^  precödees  d'une  instractioo 
etc.  par  le  baron  Reynaud.  Edition  stör^otypäe.  In  16.  de  7 
feuilles  %.    Paris.  18^. 

Bildt^  G.:  logarithmiska  tabeller  for  numeral  och  trigowMiie' 
triska  functioner.    12.    Stockholm.  1846.    36  sk. 
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Oeometrie. 


Milter,  J.  C:  ADfaogsgrGDde  der  ElemeDtar-Greometrie.  Celle. 

1846.  V,  Thir. 

Baltzer,    C.  H. :    Anfansfsffrüode   der   Geometrie.     Leipzig. 

1847.  8.    «/„  ThIr. 

Bender»  F.:  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  zum  Gebrauch 
ffir  G3rmna8ien.    2.  Heft.    Stereometrie.   Darmstadt  1846.   Vs  Thlr. 

ADfangsgrQode  der  Geometrie  zum  Leitfaden  ffir  Lehrer  der 
Gymnasien y  wie  auch  zum  Selbstunterricht,  verfasst  von  Professor 
S.  F.  Lubbe.    Mit  12  Figurentafeln.    Berlin.  1846.  8.   1%  TUr. 

Gour^y  M.  E. :  öl^mens  de  geomötrie  et  de  trigonom^trie  ä 
rosage  des  caq^itats  aux  ecoles  royales  Polytechnique ,  mUitaire, 
oaTale  et  foresti^re.    In  8.  de  36  feuUles  ^4.    Paris.  1846. 

G^omötrie  descriptive  par  G.  Monge  suivie  d'une  Theorie  des 
ombres  et  de  la  perspective,  extraite  des  papiers  de  Fauteur  par 
".  B rissen.    Septieme  edition.    Paris.  1846.    4. 


W  he  well,  conic  sections:  *their  principal  properties  proved 
geometrically.    Cambridge.  1846.    1  s.  D  d. 

Cauchy:  Vorlesungen  üb.  die  Anwendung  der  Infinitesimal- 
Redinung  auf  die  Geometrie.  Deutsch  bearb.  von  Schnuse.  Zu* 
aüse.    Braunschweig.  1846.    8.    ^/^^  Tbk. 


Praktische  Oeometrie. 


Tonneau,  F.:  Legons  ^l^mentaires  de  g^omätrie  pratique  ap- 
pliij^u^es  au  dessin  linesure.  In  12.  de  4  feuüles,  plus  8  pl.  A 
Paris.  1846.  • 

Hennon,  V.:  Göod^ie  des  for^ts.  Ouvrage  tout  special. 
In  8.  de  11  feuilles,  plus  8  pl.     Mevers.  1846. 

Pease,  W. :  course  of  practical  geometry,  designed  for  the 
hkber  ciass  of  mechanics  ana  for  math.  schools.  8.  Edinburg. 
1846.    1  s. 


IMEecliaiilk. 


Coriolis,  G. :  Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Korper  und  der 
Berechnung  des  Eflfectes  der  Maschinen.  Deutsch  herausgeg.  von 
Schnuse.    gr.  8.    Braunschweig.  1846.    ly^  Thlr. 

An  Elementary  treatise  on  Hydrostatics  and  Hydrod3rnamics. 
By  Andrew  Searle  Hart,  L.  L.  D.,  Fellow  ofTrinity  College. 
Dublin.  1846.    8.    6  s.  6d. 
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By  tbe  same  Author: 
An  Elementary  treatise  on  Mechaoics.    8.    6  s.  6  d. 
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Wiegmann,  R.:  Gnindzüge  der  Lehre  von  der  Perspecfive. 
Mit  19  Steindrucktafeln.    Düsseldorf.  1846.    8.    IV3  Thlr. 


Astronomie. 


Madler,  Dr.  J.  U. :  die  CentraLsonne.  2te  unlgearb.  und  er* 
weit.  Aufl.    gri  8.    Mitau.  1847.     %  Thlr. 

B  ar t h  o  1  o  ni  ä i'  s  astronomische  Geographie  in  Fragen  und  Auf- 
gaben.   Jena.  1846.    8.    V4  Thlr.* 

Frost:  tvi'o  Systems  of  astronomy,  lirst,  the  Newtonian  syst«; 
second,  the  system  in  accordance  wlth  the  holy  scriptures.  i 
1846.    16  8. 

Nordmark,  J. :  GlobMra  och  Tidräkning  somt  Fursta  Gnm* 
dema  i  Atronomien.    Gefle.  1845.    32  sk. 

Argelander,  Fr.  W.  A. :  astronomische  Beobachtunsen  auf 
der  Sternwarte  9a  Bonn.    L    gr.  4.    Bonn.  184&    geh.   5  Thlr. 

The  Nautical  Almanac  and  Astronomical  Ephemeris  for  the 
Year  1850.  Published  hy  Order  of  the  Lords  Commissionerä  of 
the  Admiralty.    Royal  8.    pp.  634.  sewed.    5  s. 

Co  Im  an,  G. :  lunar  and  nautical»  tables.    8.    12  s. 

Examen  critioue  de  Cosmos  de  Humboldt ,  avec  l'expos^  d'on 
nouTeau  Systeme  de  Tunivers  base  sur  une  loi  unique,  et  donnant 
rexplication  physique  et  rationelle  des  principes  newtoniens  pv 
A.  J.  Hey  de  Morande.     Paris.  1846.    8. 
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Hessler,  J.  F.:  Handbuch  der  Physik.  Is  Hft.  Wien.  1816. 
8.    1  Thlr. 

Petit  traite  elementaire  des  sciences  physiques.    Premiere  pa^ 
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Meissas,  Alexandre:    notions  äUmentairefit  de  Phyiäqoe. 
Seme  Edition.    In  18.  de  9  feuilles  Vs.    Paris.  1846. 


491- 
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gr.  8.    Freiberg.  1846.    \%  Ngr. 

Neumann,  F.  E. :  die  mathematischen  Gesetze  der  inducir- 
ten  elektrischeo  Ströme.    Berlin.  1846.    4.     1  Thir. 

Pazienti,  Antonio:  delP  Azione  chimica  della  luce*  del  calo- 
rico,  deir  elettrico  e  del  magnetico  sopra  i  corpi  ioorganici;  dis- 
sertaziooe  per  ottenere  ia  laurea  in  chmiica.    Padova.  1846. 

Ward's  Five  Hundred  lllustrations  to  Chemical,  Philosophi- 
cal  ^  Pneumatic  and  Eiectrical  Apparatits^  with  tbe  Ptices  Affixed. 
On  a  sheet.    2  d. 


Fermisclite  Schriften. 
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C.  G.  J,  Jacob i:    Mathematische  Werke.    Band  I. 

Berlin.  1846.    4.    4  Thlr.  ^ 

Dieser  erste  Band  enthält  die  folgenden ,  säromtlich'  aus  dem 
Crelle* sehen  Journal  abgedruckten  Abhandlungen. 

1.  lieber  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 

[ aa«-- 2öfl  (cos  w  cos  9+ sin  CO  sin  9?  cos  (^ — ^0)  +o'fl']*^*. 

2.  Ueher  die  zur  Berechnung  der  elliptischen  Functionen 
zweckmässigsten  Formeln. 

3.  Sur  Telimination  des  noeuds  dans  ie  probleme  des  trois  corpa 

4.  Theoria  novi  multiplicatoris  systemati  aequationura  diflferen- 
tialium  vnigarium  applicandi. 

5.  Ueber  ein  leichtes  Verfahren  ^  die  in  der  Theorie  der  S$cu*- 
larstörungen  vorkommenden  Gleichungen  numerisch  au£su)üseD. 

6.  Solla  cendtzione  di  uguaglianza  di  due  radici  dell'  equazione 
cubica,  dalla  auale  dipendono  gli  assi  principali  di  una  superficid 
del  second'  orofDe. 

7.  .  Neues  Theorem  der  analytischen  Mechanik. 

8.  Ueber  die  Additionstheoreme  der*  Abel' sehen  Integrale 
zweiter  und  dritter  Gattung. 

9.  Ueber  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebener  Werthe  durch 
eine  gebrochene  rationale  Function. 
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10.  Ueber  die  Kreistheilang  rnid  ihre  Anwendimg  auf  die  Zah- 
lentheorie. 

11.  Note  8ur  lea  fonctions  Ab^liennes,  lae  le  29.  Mai  1843  a 
TAcad.    Imp.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg. 

12.  Ueber  einige  die  elliptischeD  Functionen  betreffendci 
Fonnehi. 

13.  Ueber    den    Werth,    welchen   das    bestimmte    Integral 

1 -z ^  - —  ßr    imaginäre  Werthe  von   A  und  B 

0     1 — -4  cos  9 — jBsing)  ^^ 

annimmt. 

14.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  nicht  fQnfeckige  Zahl  eben 
so  oft  in  eine  gerade  als  ungerade  Anzahl  verschiedener  2^leo 
zerlegt  werden  kann. 

15.  Extrait  d'une  lettre  adressee  a  M.  Hermite. 

16.  Ueber  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
beider  dritten  Gattung  der  Abel' sehen  und  huhem  Transcendeoteii. 

17.  Ueber  einige  der  Binomialreihe  analoge  Reihen. 

18.  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Integration  der  h3rperellip> 
tischen  Differentialgleichungen  und  über  die  rationale  Form  ilmr 
vollständigeji  algebrmschen  Integralgleichung. 

19.  Extraits  de  deux  lettres  de  M.  Charles  Hermile  k  H.  JaeA 

Wir  sehen  dem  sehr  zu  wünschenden  recht  baldigen  Ersd» 
nen  der  Fortsetzung  dieser  Sammlung,  über  deren  grosse  Wich' 
tigkeit  unter  den  Mathematikern  nur  eine  Stinune  sein  kann,  ait 
Verlangen  entgegen. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  JouriaL 
Etited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters  Col- 
lege.   Cambridge.    (S.  Nro.  XXXI.  S.  467.) 

N OS.  V.  et  VI.  On  Principal  Axes  of  a  Body,  tbeir Moments 
of  Inertia,  and  Distribution  in  ISpace.  By  R.  Townsend.  —  BDs- 
cellaneous  Notes  on  Descriptive  Geometry.  No.  I.  By  T.  S.  Da^ 
vies.  —  Analytical  Investi^ations  of  two  of  Dr.  Stewart's  Creneral 
Theorems.  By  T.  S.  Davies.  —  On  Arbogast's  Formnlae  of  Ex- 
pansion. By  A.  De  Morgan.  —  On  Symbolical  Geometry.  Con- 
tinued.  By  Sir  W.  R.  Hamilton.  —  On  the  Rotation  of^  a  Solid 
Body  round  a  Fixed  Point.  Continiied.  By  A.  Cayley.  —  Co  tbe 
Diametral  Planes  of  a  Surface  of  the  Second  Order.  By  A.  Cay; 
ley.  «—  Sur  une  propri^t^  de  la  couche  electrique  en  equilibre  a 
la  surface  d'un  corps  conducteur.  Par  M.  J.  Liouville.  —  Note  on 
the  preceding  Articie.  By  W.  Thomson.  —  On  the  Action  of  a 
Force  whose  Direction  Rotates  in  a  Plane.  By  A.  Bell.  —  Matbe- 
matical  Notes  (Note  IB.  On  the  Equation  of  Payments.).  —  (No.L 
of  Vol.  IL  will  be  published  on  the  Ist  of  January  1847.) 


liiterarteelier   Serie]it# 


üchrlfteii  fiber  Unterrlchts-lllethode« 


In  dem  In  Macer's  Pädagogischer  Revue.  October. 
1846.  8.  185.  ff.  abgedruckten  Aufsätze  des  Herrn  Professors  Dr. 
Mensing  in  Erfurt:  »Die  Gymnasien,  durch  ihre  Grund- 
sätze im  Kampfe  mit  den  Forderungen  der  Gegenwart'' 
finden  sich  auch  mehrere  sehr  ^te  Bemerkungen  über  den  mathe* 
raatischen  und  physikalischen  Unterricht»  weshalb  wir  diesen  in 
mehrfacher  Bezienung  interessanten  Aufsaht  den  Lesern  des 
Archivs  zur  Beachtung  empfehlen.  Besonders  unterschreiben  wir 
auch  völlig  das,  was  auf  S.  194.  und  S.  195.  über  den  geometri- 
schen Elementarunterricht  gesagt  ist;  und  theHeo  ganz  die  An- 
sichten des  Herrn  Vfs,  über  den  physikalischen  Unterricht.  Möge 
die  genannte,  einem  Bedürfnisse  der  Zeit  entgegenkommende 
Zeit^rift  fortfahren,  solche  mit  einer  ansprechenden  Darstellung 
wirkliche  Gediegenheit  verbindende  Aufsätze  über  den  mathema« 
tbchen  und  physikalischen  Unterricht  zu  veröffentlichen;  dann 
wird  sie  ihren  Zweck  in  Bezug  auf  diese  Unterrichtszweige  gewiss 
sicher  erreichen. 


Cteschichte  der  nfathematik  nnd 

Physik. 


in  dem  Journal  des  savants.  Juin.  1846.  finden  sieb 
einige  Auszüge  ans  den  Eloges  von  Fontenelle  auf  verstor- 
bene Akademiker,  denen  wir  die  folgenden  kurzen  Charakterschil- 
derungen einiger  Mathematiker  entlehnen,  die  einen  Jeden,  der 
sie  liest,  mit  Freude  erfüllen  müssen. 

Y6ii  dem  grossen  Astronomen  Cassini  sagt  Fontenelle: 
„Dbntre^rit  etait^gal,  tranquille^  exempt  de  ces  vaines  inqai- 
^tudes  et  Je  ces  agitations  insens^es  qui  sont  les  plus  doulonreu- 
ses  et  l^'flus  incnrabi^  de  toutes  les  maiadiesi.  Uograndfonds 


Band  UL. 
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de  religion,  et»  ce  qui  est  encore  pln^,  la  pratiqne  de  la 
aidaient  b^aueoap  k  ce  calme  peqi^tueL  Les  cieux,  quiracontesi 
la  gloire  da  Cr^ateur^  n'en  araient  Jamals  plus  pariö  h.  persome 
qu'a  iai>  et  B'avaient  Jamals  roieux  persuad«^.*'  . 

Von  La  Hire  sagt  Footenelle:  „Toates  ses  joium^s  tftaient, 
d'un  bout  k  Tautre,  occopees  par  Tetade,  et  ses  miits  tr^-soo- 
vent  iuterrompues  par  les  observatinns  as^onomiques.  Nu!  direr- 
tissement  que  celoi  de  cbanger  te  travatt;  encore  est-ce  an  fait 
qua  je  liasarde  sans  en  etre  bien  assore.  Nnl  antre  exerdce  cm- 
poref  aue  d'aller  ä  TObservatoire,  ^  rAcademie  des  sciencesi  k 
Celle  d  architechire«  au  College  ro^'at  dopt  il  ^tait  aussf  prole^aeor. 
Peu  de  gens  peuvent  comprendre  la  felicite  d'un  8olitaire>  qm 
Test  par  un  choix  tous  les  jours  renouvele.  ** 

Ueber  Varignon  6nden  sich  folgende  BemerkimgeD :  „Son 
caractere  ^tait  aussi  simple  qiie  sa  superiorite  d'esprit  ponvait 
le  dema«d#r»  J*ai  d^ja  doiw^  cette  meme  Ivttang«  k  twX  m  p«- 
sonnes  de  cette  Academle^  qu*on  peut  crolre  que  le  merite  en  a^ 
partient  plutdt  k  nos  sciences  qu  ä  nos  savants  *),  Je  n'ai  jama» 
vu  personne  qui  eut  plus  de  Conscience,  je  tcux  dire  qui  futplns 
appliqu^  k  satisfaire  exactement  au  sentiment  interieur  de  ses  d»* 
vpH's«  et  qui  se  contentät  moins  davoir  satisfi^it  aujt  apparenee«.'* 

..  Von  Reineau:  «^11  ge tenait  ä T^cart  de  toate  aflaire,  eoc«? 
idnif»  de  toute  intrigue,  et  il  comptait  pour  beaucoup  cet  avant^ 
ßx  pea  recherchdy  de  n'^tre  de  rien.  ^' 

Von  Tschirnhausen:  ^>La  vraie  philosopkie  avait  pepelfv 
juäqua  sooA  coeur,  et  y  avalt  ^tabli  cette  delicieuse  tranquiHtUk 
(fnV  e«t  le  plus  grand  et  le  moins  recherche  de  tops  les  hiens«'^ 

Von  Rolle:  »»Vers  1682  un  jeune  g^om^e»  tr^  incoomit 
rdsoot  d'une  mani^re  lietreus0  un  probl^me  qui  venait  d'^tre  pr** 

Ko»6.  Aussitot  M.  Colbert,  qui  avait  des  espions  pour  d^ouTrlr 
»  m^te  cach^  ou  naissant  >  däterra  M.  Rolle  dans  l*extr^e  ob* 
scurit^  o«k  il  vivatt,  et  lui  donna  une  gratification  qui  devint  eDSoile 
One  pensioo  fixe«** 

Der  berühmte  Hydrauiiker  Ritter  Giuseppe  Ventorolilst 
im  October  1846  zu  Bologna  gestorben.  Er  war  der  Verfasser  der 
Ricerche  suUe  resistenze  che  ritardano  le  acaue  cor« 
renti  ed  in  particolare  sulla  resistenzad'attrito.  Modena. 
1807.,  und  der  Ricerche  geK)metriche  ed  idjrometriche.fatte 
nella  scuola  degli  ingegneri  pantificildi  actfue  e  aftade 
l'anno  1821.  Milano.  182:$.^  so  wie  vieler  Abhancllungen  in  den 
Commentarien  der  Akademie  der  Wissenschaften  des  Instituts  so 
Bologna^  deren  Mitglied  er  war. 


Arithmetik. 


Handbuch   der  Oiff^renzial-  und  Integralrechnung 
y«n  Pr.  Oskar  Schlon^i^i^h^  aiusserordentlichem  Profil* 


■»^^F^**"  I  M  H  H  f      > 


*)  Ctowbt  aehv  «icli%)  abe»  aoch  sehf.  erfitetatiob  «nd  t^ebind« 
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•MF  «p  d«r  Univ«r«l.tSI  SU  J#n*.  Erster  Tk«ll.  Diff«- 
-reAziialrechnn'Bff.  Mit  <zni«i  Kn»fetrtafel».  Graifdivald. 
JMJ.    &    2  Tklr.  .       , 

t 

"  Dd^  Handbuch  det  algebraischen  Analysls  desselben  Herrn 
Vfe..  wetcbes  dem  bi8.j^t2t  in  seinem  ersten  Theile  vorliegenden 
Handbnche  der  sogenannten  hohem  Arialysis  gewissermassen  ab 
Vorteufer  gedient  hat,  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXV.  8.  366.  mit 
gebührendem  Lobe  Rn^eze\t^t  «i  ordert.  Nicht  vrenrger  Lob  gebfihrt 
In  alten  Beziehungen  dem  vorliegenden  Handbuche  der  Differen* 
zialrechnung.  Dasselbe  ist  ganz  in  dem  neueren  strengen,  dfe 
l&ltere  Behandlungsweise  ganz  fn  den  Hintergrund  drängenden 
Geiste  bearbeitet,'  und  gewahrt  auf  eine  gefar  erfreuliche  Weise 
die  Uebetzeugung ,  dass  aer  Herr  Vf. ,  was  bef^anntlich  nicht  ganz 
leicht  ist  und  -**-  wie  ninn  sich  leider  ans  manchen  der  neuesten 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatur  immer 
mehr  fiberzeügen  muss  —  noch  nicht  ^ar  zu  häufig  angetroffen 
vrird,  vollständig  in  diesen  neueren  Geist  eingedrungen  ist,  und 
zugleich  die  Fänigkett  besitzt,  diese  in  menrfacher  Beziehung 
scomerigen  Dinge'  auf  eine  ansprechende,  namentlich  auch  An* 
ßlugem  deutliche  und  dieselben  bi  diesen  neueren  Geist  mit  m5g«> 
liebster  Leichtigkeit  einflihrende  Weise  darzustellen.  Ausserdem 
ist  Ae  Vollständigkeit  hervorznhcben ,  welche  dem  Herrn  Vf.  auf 
dem  verhältnissm^sig  nur  kleinen  Räume  von  zwei  und  zwanzig 
Boeen  zu  erreichen  gelungen  ist,  da  man  gewiss  wenig  wlrklicS 
B^eutendes  in  diesem  Werke  vergeblich  suchen  dürfte.  Zugleich 
hat  derselbe  sich  dadurch  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst  er- 
worben, dass  er  die  noch  in  keinem  vorhandenen  deutschen  oder 
fraozrisischen  *)  wenigstens  In  dieser  Vollständigkeit  vorkommen* 
den  neuesten  Untersuchungen  Cauchy's  Ober  die  Ent^vickelune  der 
Functionen  in  Reihen  und  die  Lehre  von  den  sogenannten  Imttel* 
^ranzen  der  Functionen,  welche  wir  unbedenklich  zu  den  wichtig- 
sten und  schönsten  neuem  Eroberungen  auf  dem  Gebiete  der  Ana- 
lysis  rechnen  (m.  vergl.  auch  die  Abhandlung  im  Archiv.  Tbl.  L 
Nr.  XLVin.  S.  364.),  nicht  bloss  in  sein  Werk  vollständig  aufge- 
nommen ,  sondern  auch ,  was  bisher  noch  nicht  geschehen'  ist  und 
was  wir  fiir  ganz  besonders  verdienstlich  halten,  durch  eine  nicht 
geringe  Anzahl  von  ^  scn^ckmäspigen  Beispielen  erläutert,  in  ihr 
gehöriges  Licht  gesetzt,  und  dadurch  namentlich  Anfängern  erst 
recht  zugänglich  gemacht  hat.  Eben  so  muss  auch  die  strenge 
Behandlung  des  Lagrange'scben  Cmkehrungs-  oder  Reverßions* 
Problems  im  neunten  Kapitel,  die  sirh  ebenfalls  in  dieser  neuen 
strengen  Behandlungsweise  wohl  noch  in  keinem,  deutschen  Lehr* 
^uche  findet»  der  Beachtung  der  Leser  eanz  besonders  empfohlen 
und  als  ein  besonderes  Verdienst  des  Herrn  Vf^.  hervorgehoben 
werden.  Die  wichtigsten  Anwendungen  der  Differenzialrecbnung 
am  die  Geometrie  fehlen  in  diesem  Werke  gleichfalls  nicht,  und 
ausserdem  versteht  es  sich  bei  einem  Verfasser,  der  sich  schon 
durch  eine  nicht  geringe  Anzahl  selbstständiger  Arbeiten  auf  die 
vortheiiballeste  Weise  bekannt  gemacht  hat,  wohl  von  selbst,  dass 
eig^nth€m|iche  Darstellungen  nirgends  fehlen ,  In  welcher  Beziehung 
wh  vorzüglich  die  auch  aus   diesem  Archive  schon  grusstentheihi 
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*>  Selbst  aicbt  bei  ^MotgfKu  •' 
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ümTaDg  und  seSn  Preis  g^riBg  sind,  so  verdient  es  eewiss,  voa 
Lehrern  an  hohem  Unterrichtsanstalten  nicht  ganz  unbeachtet  ge* 
lassen  zu  werden. 

Programm,  womit  zu  der  öffentlichen  Prüfung  der 
Schfiler  der  Petrischule,  welche  Mittwoch  den  7.  Octo- 
ber  1846  von  8}  Uhr  Vormittags  und  24  Uhr  Nachmittags 
an  u.  s.  w.  stattfinden  wird,  ehrerbietigst  einladet  Doc- 
tor  F.  Strehlke,  Direktor.  Inhalt:  1.  MatheiAatische  Ab- 
handlung des  Oberlehrers  Trüger.  2.  Schulnachrichten. 
Dan  2  ig.    4. 

Der  Herr  Vf.  der  den  Schulnachrichten  vorausceschickten 
mathematischen   Abhandlung    spricht  fsich   über    dieseloe  auf  fol- 

§ende  Art  ans:  „Die  Lehrbücper  der  Stereometrie  enthalten  fOr 
ie  Berechnung  des  abgekürzten  Kegels  in  der  Regel  nur  die* 
Formeln,  nach  denen  aus  den  Radien  der  beiden  parallelen 
Flächen,  der  Höhe  oder  Seitenlinie  —  der  kubische  Inhalt  und  die, 
Seitenfläche  gefunden  werden.*  Dep  Gegenstand  vollständig  beim' 
Unterricht  ^u  behandeln  und  zu  zeigen,  wie  aus  drei  dieser  Stücke 
die*  übrigen  berechnet  werden :  erlaubt  dem  Lehrer  die  beschränkte 
Stundenzahl  für  einen  Cursus  der  Stereometrie  nicht,  indem  ähn- 
lichen Gegenständen  dieselbe  £r\\  eiterung  zu  Theil  werden  müi^ste. 
Der  genannte  aber  ist  für  Schüler  von  besonderem  Interesse,  weil 
er  die  trigonometrischen  Functionen  in  mannigfache  Anwendung 
bringt,  und  auch  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen  föhrt,  wozu 
die  Geometrie  gewöhnlich  keine  Veranlassung  giebt  Daher  dürfle 
,  diese  Berechnung  sich  wohl  für  ein  Schulprogramm  eignen ,  des- 
sen Zweck  es  hauptsächlich  ist,  die  Schuler  anzuregen ,  einzelne 
Lefargegenstände  weiter  zu  verfolgen,  und  selbstständig  Arbeiten 
SU  unternehmen.'^ 

Indem  wir  hierin  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen,  emnfehlen 
wb  diese  fleissig  gearbeitete  Abhandlung  den  Lehrern  an  tiöherD 
Unterrichtsanstalten  als  eine  Sammlung  stereometrischer  Uebungs- 
anfgaben,  die  zugleich  zweckmässige  UebViogen  in  der  Auflösung 
der  Gleichungen  bis  zum  vierten  und  zu  höheren  Graden  darbie* 
ten,  recht  sehr,  und  bemerken  zugleich,  dass  der  Herr  Vf.  seine 
vollständige  Bekanntschaft  mit  dem  let^.tern  wichtigen  Gegenstande 
dadurch  deutlich  an  den  Tag  gelegt  hat,  dass  er  die  sich  ihm  er- 

Sebenden  Gleichungen  immer  nach  mehreren,  namentlich  in  neoerer 
eitan  verschiedenen  Orten  mitgetheilten  Methoden  behandelt,  und 
dazu  zusleich  zu  der  wünscbenswerthen Belcanntucrdung  dieser  neue- 
ren Metliodenin  einem  grössern  Kreise  beiträgt.  Auch  künftige  Ver«> 
GiSser  von  Sammlungen  mathematischer  Uebunsrsaufgaben  werden 
io  diesem  Schriftchen  manches  ihrem  Zwecke  Förderliche  finden, 
und  sind  daher  ebenfalls  auf  dasselbe  aufmerksam  zu  machen. 

Die  auf  diese  Abhandlung  folgenden  Schulnachrichten  des 
Herrn  Directors  Strehlke  nehmen  das  Interesse  des  Lesers 
mehrfach,  vorzüglich  aber  durch  eine  darin  gemachte  Mittheilung 
In  Anspruch,  die  auch  hier  heriorgehoben  und  in  einem  weiteren 
Kreise  verbreitet  zu  werden  verdient.  Ein  westpreussischer  Edel- 
mann, Herr  Baron  von  Paleske  auf  Spenf^a%vsken  bei  Dan- 
sig,  der  schon  seit  sechs  Jahren  ein  ausgezeichnetes  englisches 
IVlikroskop  \ind  Femrohr  und  mehrere  kräftige  Magnetstäbe  der 
Petrischule  zur  (reieo  Benutzung  überliess,    hat  dem  Director  die- 
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MT  Lehranntall  die  Beträchtliche  Summe  ven  30d  Tlialero  tax 
Verfüiöing  gestellt,  um  dafür  ganz  nach  eigener  Auswahl  nod  eig^ 
nem  Ermessen  physikalische  Instrumente  fiir  die  Petrischule  an- 
zukaufen und  deren  Apparat  dadurch  zu  vervollständigen.  Mehr 
über  eine  solöhe  Handlung  hier  zu  sagen,  l^t  unnütz;  denn  $ie 
spricht  für  öich  selbst!  Zur  weitern  Bekaniltwerdung  defsell>ctt 
betzutragen,  schien  aber  auch  hier  um  so  mehr  Pflicht  zu  snb,  je 
seltener  dergleichen  Fälle  in  unseren  Tagen  vorkommen.  Wer  an 
dem  Gedeihen  des  Schu^Vresens  lebhaftes  Interesse  mmmt,  mva$ 
sich  durch  solche  edle  Handlungen  in  einer  freien  unnbhän^gen 
Stellung  sich  befindender  Männer  desto  mehr  erhoben  und  ange- 
sprochen fühlen^  je  mehr  man  sieht,  wie  stiefmütterlich  zuweilen  die 
Schulen  gerade  von  denen  behandelt  werden,  die  am  meisten  för ihi 
Emporkommen  sorgen  sollten,  wenn  auch  allerdings,  namentlich  in 
neuerer  Zeit,  ein  besserer  Sinn  in  dieser  Beziehung  schon  erwacht  ttt 
und  gewiss  immer  mehr  erwachen  wird;  und  muge  dieser  Sinn 
sich  neben  den  Gymnasien  auch  namentlich  den,  mehr  eine  raa* 
listische  Kichtunir  verfolgenden  Leifranstalten,  die  der  Aufhütfe 
noch  sehr  bedürfen,  zuwenden! 

Vorschule  der  darstellenden  Geometrie.  Von  0r.  A. 
L.  Busch,  ObservatoT  an  der  König!.  Universitäts-Stero' 
warte  und  Lehrer  an  der  KrinigL  Provinzial-Gewerba- 
schule  zu  Königsberg.  Mit  einem  Vorwort  von  C^G. 
J,  Jacobiy  ordentl.  Professor  und  Mitglied  der  BerlV 
ner  Akademie  der  Wissenschaften.  Berlin*  G.  ftei* 
mer.    1846     %  Thir. 

Unter  den  Hindernissen^  welche  sich  einem  erfolgreichen  (Jt* 
terrichte  in  der  Geometrie  entgegenstellen,  tritt  ganz  besonden 
die  häufige  Unfähigkeit  der  Schuler,  den  Zirkel  und  das  Lineal 
zu  brauchen,  hervor«  Wenn  die  Figuren  ganz  ^inf$ch  sind»  so 
zeigt  sich  dieser  Mangel  nicht  auffallend «  allein  bei  einigerm&«90i 
zusammengesetzten  Gebilden  ist  er  oft  die  Ursache  des  Znrfiok- 
bleibens  selbst  fähiger  Köpfe.  Daher  kann  denit  auch  ^chts  Vndh 
tiger  sein,  als  dass  der  ochiiler  schou  frühzeitig  gewilhnt  werdf^ 
mit  Zirkel  und  Lineal  umzugehen.  Im  Danztger  Gymnasium  wl 
seit  zehn  Jahren  diesem  Unterrichte  in  Ober- Tertia  von  den  Tier 
mathematischen  Stunden  eine  gewidmet  worden,  und*  der  Erfb^ 
hat  gezeigt,  dass  diese  Anleitung  zum  Construlree  >Sber  eine 
Menge  von  Schwierigkeiten  beim  wissenschaftlichen  Unterrichte  in 
der  Geometrie  upd  Stereometrie  hinweghiüt.  Den  Anfang  maeU 
die  CoDstruction  einfacher  Aurgab<*n,  deren  Lösung  deU  »Sehfilem 
bereits  durch  frühern  Unterricht  bekannt  ist,  un<f  .die  Zeichnuni^ 
solcher  Figuren,  an  welchen  sie  die  Wahrheit  früher  bewiescoer 
Sätze  durch  Erfahrung  bestätigt  sehen«  So  werden  z.  B.  die  Auf- 
lösungen der  Pothenotschen  Aufgabe  Und  die  merkwürdigen  Punkte 
im  Dreiecke,  nach  der  in  der  Stunde  gegebenen  Anldtumg  Ai 
Hause  gezeichnet^  wie  denn  überhaupt  die  während  der  Stnnde 
gezeichneten  Figuren  stets  zu  Hause  nochmals  sauber  in  grossem 
Maassstabe  ausgeführt  werden.  Dann  folgen  die  Aufgaben  von  den 
Berührungen.  Die  Construction  derselben  wird  für  die  verschie- 
denen Falle  vollständig  ausgeführt,  und  diese  Zeichnungen  nteche« 
dann  später  ein  leichtes  Verständniss  der  Beweise  möglicfa,  wenn 
dieser  Gegenstand  in  der  Geometrie  bebAiadolt  wird    Die  Kegel- 
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solieltfe  "i^ef^eD «lii^ufailg  condtralrt  u.  d.w.  Datm* folgt  das  Z^kli^ 
DUO  d«r  NetM  der  einfaclieto  geometrischen  Ktirpet,  welchü  voh 
dim  SciHilern  cu  Hause  aus  Pappe  modelllrt  werden,  den  Bescblu«« 
Aes  einjährigen  Cnridtis  machen  die  Anfangsgrflnde  der  Projectionä«» 
lehre.  Auf  diese  Weise  wird  der  Unterriebt  in  der  nenern  Geo* 
nietrte  in  den  beiden  obero  Klassen  sehr  erleichtert,  auch  der  in 
der  Stereometrie  verliert  einen  grossen  Theil  seiner  Schwierigkeit, 
indem  die  Schüler  bereits  gewonnt  sind,  sich  unter  einer  Zeich- 
nung ein  körperliches  Gebilde  vorzustellen.  Der  Unteirricht  in  det 
Stereometrie  kann  allerdings  durch  Modelle  erlSutect  Werden,  In- 
dessen scheint  es,  dass  man  damit  nicht  zu  freigebig  sein  dürfe, 
denn  einmal  können  sie  selten  in  wdnschenswerther  Allgemeinheit 
ausgeführt  werden,  dann  aber  verwöhnen  sie  auch  zu  sehr  die 
Phantasie  des  Schülers,  der  sich  später  von  den  verulckelteii 
räumlichen  Gebilden,  für  welche  sich  Modelle  nicht  leicht  ausfüh- 
ren lassen,  keine  Vorstellung  machen  kann.  Die  Stereometrie 
setzt  das  Verständniss  von  Zeichnungen  körperlicher  Gebilde  Vor- 
aus, während  umgekehrt  die  Projectionslehre  sich  wieder  auf  di^ 
Stereometrie  gründet.  Man  befindet  sich  also  hier,  strenge  genom- 
men, in  der  Verlegenheit,  dass  man  von  dem  vorzutragenden  Ge- 
genstande wenigstens  einen  Theil  als  bereits  bekannt  voraussetzen 
muss»  weshalb  ein  approximatives  Verfahren,  wie  das  obeö  angedeu- 
tete, nicht  unpassend  erscheint.  Der  Unterricht  in  der  Geometrie  kann 
bekanntlich  nur  durch  Aufgaben,  welche  dem  eigenen  Nachdenken 
d^  Schülers  dargeboten  werden,  Leben  erhalten.  Die  Erfahrung 
zeigt,  dass  auch  hier  die  Fertigkeit  im  Gebrauche  des  Zirkels  und 
Lineals  seht'  wichtig  ist.  Oft  glaubt  der  Schüler  eine  Auflösung 
gdiioden  zu  haben,  —  wenn  er  sie  nun  gehörig  construirt,  ^o  sieht 
er  bald> .  ob  sie  stimmt  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  wird  ler.  veran* 
lasst,  auf  eine  andere  Auflösubg  zu  sinnen,  im  ersten  die  Rieh* 
tigkeit  tiachzuweisen  ;  in  beiden  Fallen  drängen  sich  ihni  püta- 
liäe  Erfahrungen  auf,  eine  ungenaue  Zeichnung  kann  eine  richtige 
Construction  als  falsch,  der  Zufall  eine  falsche  als  richtig  erschei- 
nen lassen,  —  der  schlummernde  Verstand  wird  geweckt.  Wenn 
hiernach  der  Unterricht  im  Zeichnen  als  nothwendige  Propädeutik 
fflr  den  wissenschaftlichen  Th^il  der  Geometrie  und  Stereometrie 
erscheint,  so  können  wir  doch  nicht  Unterlassen,  auf  die  Uebef- 
stinde  aufmerksam  zu  machen,  welche  auch  diese  nützltehi»' 
Sache  mit  sich  führen  kann.  VTer  den  jugendlichen  (jleist  6^ 
Schtller  eines  Gymnasiums  kennt,  wei^s  auch,  wie  leicht  das  we- 
niger Bedeutende  mit  dem  Wesentlichen,  der  Zweck  mit  dem 
Mittel  verwechselt  wird.  So  kommt  es  denn  wohl  vor.  da»»  gerade 
die  ScfaÄler,  welche  im  Zeichnen  eine  besondere  Handgeschicklich- 
keit besitzen,  sich  bald  auf  diese  so  viel  zu  Gute  thun,  daSS  sie 
die  saubere  Ausführung  für  die  Hauptsache  ansehen,  und  defwls- 
genschaftlichen  Auffassung  des  Gegenstandes  abhold  werden,  so 
dass  sie  Beweise  für  überflüssig  ktmehen,  wenn  sie  mit  Ziritef 
tmd  Lineal  die  Richtigkeit  der  Construction  erkannt  haben.  Das; 
Verderbliche  einer  solchen  Ansicht  liegt  am  Tage  und  der  Lehrei* 
wird  sich  beeilen  müssen,  dieselbe  zu  bekKmpien.  Wenn  femef 
der  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals  nur  auf  eine  der  mittleren 
Klassen  beschränkt  und  in  den  obem  nicht  fortgesetzt  wird,  «o 
ist  er  nur  wenig  nützlidi.  Nur  zu  oft  glauben  die  Schüler  einer 
obem  KItsse,  dass  es  ftlr  sie  ^icht  meht  ehrenvoll  set,  dte  su 
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'tueibeii,  ^a9  In  4f)r  niedern  von  ihnen  geforctert  wurde«  wie  s.  & 
das  praktische  Rechnen  wohl  bisweilen  gänzlich  von  ihnen  vtr 
naefalftssiet  wird,  weil  sie  bereits  in  Quinüi  damit  be6cfaäftifl[t  win- 
den. Solche  verkehrte  Ansichten  haben  ihren  tiefen  Grund,  inl 
müssen  beim  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe  erf<% 
reich  wirken  soll,  mit  der  Wurzel  vertilgt  werden. 

Wir  haben  hier  den  Nutzen  des  Unterrichts  Im  Zeichnen  filr 
Gymnasien  und  ähnliche  Anstalten  anzudeuten  versucht;  dass  er 
fär  technische  Anstalten  von  der  höchsten  Wichtigkeit  ist,  ver- 
steht sich  von  selbst.  Allein  wir  glauben,  dass  auch  hier  era 
systematischer  Unterricht,  der  sich,  von  den  ersten  Anfang»* 
gründen  des  linearischen  Zeichnens  allmählig  fortschreitend  zur 
Projectionslehre  Bahn  bricht,  viel  leichter  zum  Ziele  fuhrt,  als 
ein  solcher,  der  mit  dem  Zeichnen  praktischer  Gegenstände  sogleich 
meinen  Anfang  nimmt.  In  der  Kunigl.  Provinzial-Gewerbeschaie 
zu  Danzig  wird  seit  12  Jahren  der  Unterricht  im  Zeichnen  auf 
jene  systematische  Weise  ertheilt,  und  der  günstigste  Erfolg  hat 
sich  später  jedesmal  gezeigt,  wenn  Architecturgegenstände,  Ma^ihi- 
nen  u.  dgl.  an  die  Reihe  kamen.  Schüler,  welche  diese  Anstalt 
längst  verlassen  und  sich  zu  tüchtigen.  Bauhaodwerkem  oder 
Alaschinen-Baumeistem  auss;ebildet  haben,  erkennen  sehr  häufig 
mit  vielem  Danke  diese  Methode  als  nützlich  an ,  während  ander« 
Praktiker,  welche  einen  entgegengesetzten  Weg  einschlugen,  mf 
halbem  Wege  stehen  blieben,  ohne  das  gewünschte  Ziel  za 
erreichen,  • 

Auch  in  technischen  Anstalten  ist  für  den  mathematiselMii 
Unterrieht  das  linearische  Zeichnen  von  grossem  Nutzen ,  be^ot* 
ders  wird  die  beschreibende  Geometrie  nur  dann  mit  Erfolg  sto- 
dirt  werden  können,  wenn  die  Schüler  alle  Aufgaben  mit  Zirkel 
und  Lineal  nach  der  Anleitung  des  Vortrags,  zum  Theil  schoo 
während  desselben,  in  grossem  Maassstabe  constrairen. 

0er  grosse  Nutzen  des  linearischen  Zeichneos  für  die  Zoglioge 
wissenscnartlicher  und  technischer  Anstalten  kann  nicht  v^erkaont 
werden,  und  so  begrüssen  wir  freudig  das  vorliegende  Werkcheo 
als  ein  solches,  welches  diesem  Unterrichtszweige  frische  J^ahruQg 
darzubieten  geeignet  ist.  So  wie  das  Zeichnen  praktischer  Gegeo> 
stände  ohne  Kenntniss  der  Projectionslehre  unvollkommen  bleibt, 
so  ist  auch  die  darstellende  Geometrie  ohne  einsichtsvolle  Fertig* 
keit  im  planimetri sehen  Zeichnen  nicht  zu  erwerben.  Der  Herr 
Verfasser  benennt  daher  sein  Buch,  in  welchem  er  mit  den  ein- 
fachsten planimetrischen  Aufgaben  den  Anfang  macht,  undallmäh* 
lig  zu  schwierigem  fortschreitet,  mit  Recht  Vorschule  der  dar- 
stellenden Geometrie.  Bei  den  ßerührungs- Aufgaben  bedient  er 
sich  sowohl  einiger  der  neueren  Methoden,  als  er  auch  durch  geo- 
9ietrische  Oerter  die  gesuchten  Punkte  bestimmt,  welches  beson* 
ders  dem  Praktiker  angenehm  sein  muss.  Die  ebenfalls  för  den 
Praktiker  wichtige  näherungsweise  Construction  regelmässiger 
Vielecke  giebt  er  nach  Renaldi ;  bei  einer  neuen  Auflage  würde 
er  die  schöne  Construction  Sr.  Hoheit  des  Herzogs  Carl  Bernhard 
zu  Sachsen  Weimar -Eisenach  gewiss  nicht  unbenutzt  lassen.  Ffir 
die  näherungsweise  Construction  des  Um&ngs  eines  Kreises,  des- 
sen Durchmoiser   bekannt  ist,   giebt  er  drei  Axiflusongen »  von 


Amen  ih  4ritte  fiif  di^^  Praxis  gewiss  aiisr«iebsiid  ist  Ds  iads^ 
ssn  die  Djeuero  Construcüon^  noch  genauer  sind  und  keinen  gr99- 
sern  Apparat  erfordern,  so  wurde  wenigstens  eine  dersellien  hier 
am  Orte  sein.  Sehr  ausfuhrlich  ist  die  Construction  der  Kegel« 
schnitte  hehandelt,  auch  hier  sehen  wir  immer  den  gewandten 
Praktiker.  Den  Beschluss  machen  Spirallinie ,  Cycloide,  Enicy- 
cloide  etc.  Die  äussere  Ausstattung  macht  dem  Herrn  Verleger 
Ehre,  auch  ist  sehr  zu  loben,  dass  die  Fisuren  dem  Texte  unmit- 
telbar beigedruckt  sind.  Wir  wünschen  mesem  Werke  die  mög- 
lichst griisste  Verbreitung,  und  hoffen,  dass  der  Herr  Verfasser 
sich  entschliessen  werde,  auch  für  die  beschreibende  Geometrie 
ein  ähnliches  HClfsbuch  zu  liefern. 

Danzig,  September  18.  1846. 

C.  T.  Anger. 

Nach  der  obiü^en  ausführlichen  Anzeige  durch  einen  TOlKg 
sacbkondieen  Gelehrten  bedarf  zwar  die  Schrift  des  Herrn  Obser- 
yfi^tpr  Dr.  Husqh  einer  Empfehlung  von  n^einer  Seite  nicht  mehr; 
j^och  will  ich  den  Wunscn  anszusprechen  nicht  uuiterlassen,  däss 
diese  ihrem  Zwecke  gewiss  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  ent- 
sprechende Schrift  eine  recht  weite  Vorbereitung  finden  und  zu  der 
sehr  zu  wünschenden  immer  grösseren  Forderung  des  betreffenden 
Volernchts,  Jessen  vielfache  Wichtigkeit  in  der  obigen  Anzöge 
sehr  deutlich  vor  Augen  gelegt  worden  ist,  auf  recht  vielen  Lehr* 
anstalten  benutzt  werden  möge.  G. 

Preisschriften,  gekrönt  und  herausgegeben  von  der 
Fürstlich  Jublonnwski'schen  Gesellschaft  zu  Leipzig. 
L  H.  Grassmann's  Geometrische  Analyse.  Leipzig. 
1847..   20  Sgr. 

Die  von  d^r  Fürstlich  Jablonowski 'sehen  Gesellsohafl  zu  Leip« 
zig  für  das  Jahr  1845  aufgegebene  Preisaufgabe  Ist  im  Literari- 
schen Berichte.  Nr.  XVliI.  S.  288.  mitgetheilt  worden  und  kann 
dort  nachgesehen  werden.  In  dem  vorliegenden  Hefte  ist  die  von 
der  Gesellschaft  mit  dem  Preise  belohnte  Abhandlung  des  Herrn 
H.  Grassmann  in  Stettin  veröffentlicht  worden.  Indem  wir 
diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  zur  besondem  Beach- 
tung empfehlen,  bemerken  wir,  dass  Herr  Grassmann  sich  in 
derselben  mehrfach  an  seine  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  oder  die  Ausdehnungslehre.  Erster  Theil. 
Leipzig.  1844.  (M.  s.  auch  Archiv.  Tbl.  VI.  S.337.)  anschliesst, 
und  dass  die  erstere  Schrift  ohne  die  letztere  nicht  wohl  ganz 
verstanden  werden  kann.  Daher  hat  sich  Herr  Professor  Möbius 
in  Leipzig  um  die  Leser  und  um  die  Sache  gewiss  ein  wesent- 
liches Verdienst  erworben ,  dass  er  in  einem  besondern  der  Grass- 
tnnnn  sehen  Abhandlung  in  dem  obigen  Hefte  angehängten  Auf- 
satze: Die  Grassmaiinscbe  Lehre  von  den  Punktgrossen 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen,  darge- 
stellt von  A.  F.  Möbius,  diese  Lehre,  wie  er  sich  aosdrflckt, 
„  auf  eine  dem  Geiste  der  Geometrie  entsprechendere  und  damit 
leichter  fassÜche  Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen,  wie  jene 
Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdrücke  wirklicher  Grrössen  ange- 
sehen werden  können''  versucht  hat.    Je  mehr  uns  die  Sache  der. 
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stnd,   oder  i^enigsleiui  Ton  eliiein  «ehr  weit  von  dtfm 'Ofoieotke 
entfernten  Punkte   kommen.     Die  Gruddformeln ,    auf  Heldbe  die 
Theorie  ge^tindet  wi|^,    sind    in  diesem  Theile   auf  eine   neue 
Weise  enh^ickelt  worden»  um  denselben»  el>eD  iso.  wie  den  ersten 
Theil»    mridichst  zu  einem  ffir  sich  selbst  bestehenden,    von  den 
im  ersten  Theile  gesehenen  Entwickelun&^en  unabhängigen  Ganzen 
v^  machen.    £s  sind  zweifache  und  dreifache  achromatische  (oder 
Tjclmehr  aplanatisc^e)  Objective  betrachtet  worden.    Alle  Formeln 
haute  ich  mit  gehöriger  ßerucksichtigtmg  der  Dickep  und.  d^r  Ent- 
fernungen der  einzelnen  Bestandlinsen  von  einander  entwickelt,  so 
dass  sich  also  jedes  Objectiv  eben  so  gut  diälytisch  als  unter  d^r 
Voraussetzung  versciiwtridender  Entfernungen  seiner  einzelnen  Be- 
standlinsen von  einander  berechnen  iässt,  wodurch  sich  diese  For^ 
mein  von  den  früher  bekannten  wesentlich onterscheid^n >  daselbst 
noeh  J.  Herschel  bei  seiner. Entwickelung  der  Theorie  zweifacher 
aehromatischer  Objective,    nach  welcher,   wie  Stamnfer  eezeigt 
hirt,  auch  die  Fraunhofer*schen  Objective  gebaut  sina,  die  Dicken 
und  Entfernungen  ganz  unberücksichtigt  gelassen  hat    Ueberhaupt 
skid  alle  Formeln  in  so  einfacher  Gestalt  dargestellt  worden »    aW 
es  die  Natur  des  Gegenstandes  und  ifteine  Kräfte  irgend  bestatte- 
ten;   auch   habe  ich  dieselben  dbesrall  so  weit  entwickelt,    das4 
sich   die    numerischen  l)ata  unmittelbar  in  sie   einführen   lassen^ 
and  nur  noch  die  Schwit^figkeit  der  Auf losung  der  Endgl^ichuneei 
ahti^  bleibt,  w«l<ihe  natOrllch  bei'  diesen  meistens  mehr  als  eine 
Auflösung  smlassenden  Problemen  nieht  zu  umgeben  ist.      Nähe# 
rungsmethoden  sind   überall,    wo    es  niithig  war  oder  vortheilhaft 
lu  eeiu  schien ,  angegeben  worden.  ,   Alle  bekannten  Principe,  auf 
veiche  man  bisher  den  Bau  ac)irönmti8cher  Objective»  zu  gründen 
gesucht  hat,  und  einige  neue  von  mir  gelbst  angegebene,  habe  ich 
ausfuhr,iich  betrachtet  und  analytisch  einwickelte   unter  den   erste- 
ren  besonders    die  Principe  von  Euler,    Klüget  und  Littrow^ 
Barlow,   J.  Herschel   (oder  Fraunhofer)  und  Gauss.  '  t)ie 
beiden  letzten,    namentlich    das  Priocip  von  Gauss,    welchem  in 
theoretischer  Rücksicht   nach   meiner  Ansicht    vor   allen  andere.n 
Princinep  der  Vprzug  gebührt,  und[  nur  zu  bedaue^  ist,  dass»  so 
viei  icb  weiss»   noch   kein  Künstler  ein  Objectiv  nach  demsefbeÄ 
gebaut  hat,  habe  ich  auch  auf  dreifache  Objective  ausgedehnt  und 
auch  in  dieser  Beziehung  vollständig  analytisch   entwickelt,.  wa4 
bis  jetzt  noch  nicht  unternommen  worden  ist,   so  wie  denn  über- 
haupt seit  den,    neuern  Ansprüchen  nicht   im  Entferntesten  meU 
genügenden  Theorien  Euler'S  nnd  Kluge Fs  für  diese  Objectiv^ 

far  nichts  von  einiger  Bedeutung  geliefert  worden  ist,  und.niah 
ie  Theorie  dieser  Objective  seit  jener  Zeit  gewiss  sehr  mit  Un^ 
^echt  ganz  hat  bei  Seite  liegen  fassen,  da  eine  Abhandlung  de^ 
sonst  sehr  verdienten  Oriani  wohl  nicht  besonders  in  Anschlag 
gebracht  werden  kann.  Ueberhaupt  habe  ich  in  dem  vorliegenden 
/weiten  Theile  mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  eine  \ervon- 
kommnung  und  Erweiterung  der  filteren  Theorien  gerichtet,  weil 
ich  glaube,  dass  dadurch  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache  der 
Praxis  vorläufig  am^  meisten  genützt  und  Vorschub  geleistet  wer- 
den kann,  und  behalte  eine  Behandlung  der  optischen  Instnunente 
'  nach  weit  umfassendem  und  allgemeinern  Methoden,  wobei  auch 
noch  verschiedene  andere  Dinge  inuc  Sprache  gebracht  werden  sei- 
en^   d^n   folgenden  T heilen  dieses  Werk«,  de^i  ich,  seiner  mehr- 
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fttfhen  S^^hwieri^^Sten  we^^en,  xmd  weil  es  «renigsten«  für  dei 
zweiten  TheSI  an  genilgenden  und  meinem  Zwecke  einigeima^seo 
entsprechenden  Vorarbeiten  fast;  gänzlich  mangelte^  eine  nachsich- 
tige Aufnahme  und  Beurtheilung  wünsche,   noch  vor. 

G. 

i' 

Repertoire  d*Optique  moderne  ou  Analyse  complAte 
des  travaux  modernes  relatifs  aux  phenom^nes  de  la 
Tu^ni^re;  par  M.  TAbb«^  Moigno.  Premixe  Partie.  Paris 
«t  Leipsig.  1847.    8. 

k         Herr  Abbe  Moigno  hat  sich  bekanntlich  durch  die  Henuu* 
gäbe  seiner  Leyons  de  caicul  diff^rentiel  et  de  calcal  io- 
t^gral,  redigees  d'apres  les  m^thodes  et  les  ouTrages 
punli^s  ou  inedits  de  M.  A.  L.  Cauchy  ein  so  allgemeiD  an- 
erkanntes Verdienst  erworben ,  dass  wir  das  vorliegende  Werk  mit 
nicht  geringer  Erwartung  zur  Hand  nahmen,  und  zwar  um  so  mekr, 
weil  wir  von   der  Nothwendigkeit  und   dem  grossen  Nutzen  eine^ 
solchen  Werks   vollkommen    und  auf  das  Lebhallteste  liberzengt 
sindy  indem  wohl  Jeder,  wer  sich  mit  einigem  Eifer  dem  Studium 
der  neueren,    namentlich  der  physikalischen  Optik  gewidmet  bat, 
die  mannigfachen  Schwierigkeiten  gefühlt  haben  wird,    mit  deoa 
dieses  Studium  verbunden  ist,   wenn  man  sich  nicht  gerade  gai» 
nnd  ausschliesslich  diesem  Gegenstande  hingeben  will  oder  lusa. 
Wu*  müssen  aheir  offen  gestehen,  dass  wir  in  unsem  Erwartuogci 
mehrfach  getäuscht  worden  sind. 

In  der  in  sehr  überschwenglichen  Ausdrücken  geschriebenen 
Vorrede  erklärt  der  Herr  Vf.  auf  pag.  HL,  dass  er  in  diesen 
Werke  durchaus  nur  eine  exposition  physique,  soatenne 
seiffemeut  et  <$lairee  par  des  formules  ^l^mentairej»  et 
fäciles  zu  geben  beabsichtige,  und  auf  alle  Anwendung  de? 
huhern  Caiculs  verzichte.  Eine  elementare  Darstellung,  weDigstem 
in  dem  Sinne,  wie  man  dieselbe  namentlich  in  Deutschhina  woU 
kvi  erwarten  gewohnt  sein  mOchte,  und  wie  in  einigen  phystkiB- 
Sehen  Lehrbüchern,  z.  B.  von  v.  Ettingshausen,  August  U.A. 
iuf  gewiss  sehr  verdienstliche  Weise  zu  geben  versucht  worden 
ist,  liefert  die  Schrift  des  Herrn  Moigno  aber  gar  nicht,  soodero 
dieselbe  ist  im  eigentlichsten  Sinne  durchaus  nichts  weiter  als  das, 
was  die  Franzosen  „une  Analyse"  nennen,  wie  auch  anf ihrem 
Titel  ganz  richtig  angegeben  worden  ist ;  ja  man  kann  selbst  noch 
hinzusetzen:'  sie  ist  wenigstens  in  ihrem  mathematischen  Theile 
vorzugsweise  oder  nur  ,,une  Analyse  des  travaux  de  Mr. 
Cauchy",  welcher  letztere  zugleich  von  Herrn  Moigno  fast  auf 
allen  Seiten  mit  Lobsprüchen  auf  eine  Weise  wahrhaft  überschüttet 
wird,  die  einem  so  hochstehenden  Gelehrten  wie  Herrn  Cauchy 
-r-  dessen  grosse  Verdienste  von  Niemandem  mehr  als  von  um 
anerkannt  werden  können,  wie  wir  auch  wohl  bei  jeder  Gelegen- 
heit bereits  zu  völliger  Genüge  bewiesen  haben  —  wo'il  schwenich 
selbst  angenehm  sein  kann.  Gleich  von  vom  herein  bedient  Herr 
Moigno  den  Leser  mit  einigen  aus  Herrn  Cauchy*s  Schrillen 
entlehnten,  natürlich  aber  gar  nicht  weiter  begründeten  anal3'ti- 
schen  Formeln  und  bringt  auch  nur  sehr  wenige  bei,  was  geeignet 
wäre,  eine  einigennassen  deutliche,  ledoch  nur  ganz  allgemelDe 
Einsteht  In  das  Wesen  derselben ,  in  die  Art  und  Weise,  wie  Herr 
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Cauchv  2a  denselben  ^^fu^ti^t^  in  tHe  denselben  {gegebene  eigen- 
tbiinilicne  Form,  Ober  die  Grönde  der  Einführung  des  Imaginären 
Id  dieselben  und  was  dergleichen  mehr  ist  nnd  hier  nur  andeutungs- 
weise und  ganz  im  Allgemeinen  hervorgehoben  werden  kann ,  zu 
Termittetn.  Dadurch  wird  aber  weder  dem  Physiker,  noch  dem 
,A.natyt9cer  wahrhaft  gehiit/.t,  indem  ersterer  eine  mugnchat  ele- 
dkentare  und,  so  weit  es  die  Natur  des  Gegenstandes  irgend  ge- 
stattet, strenge  Darstelluncr,  letzterer  dagegen  eine  recht  klare  und 
tiberslehHiche,  die  eii^entlichen  Hanptmomente  recht  scharf bervor- 
heberid«  Darlegung  ues  Weges,  welchen  die  Analyse  gefiommen 
bat,  wünschen  wird.  Nach  uusek'er  Ansicht  wird  daher ^auch  niacb 
dem  Erschehien  dieses  Werkes  den  Herrn  Moigno  für  jeden,  wer 
die  neuere  miathematiscbe  Optik  kennen  lernen  will,  wie  bisher 
nichts  weiter  übrigbleiben,  als  zu  den  Schriften  des  Herrn  Cauehy 
selbst  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  und  Herr  Moigno  hat  nach  um 
j?erer  Ansicht  durch  das  vorliegende  optische  Werk  jedenfalls  den 
Zweck,  welchen  er  durch  seine  oben  angeführten  Le^ons  de 
caicui  differenticl  et  de  caicul  integral  in  mehrfacher  Be- 
ziehung auf  ausgezeichnete  WVise  erreicht  hat:  nämlich  die  Ar- 
beiten seines  fi^ossep  Lehrers  einem  grossem  Kreise  von  Lesern 
zugänjB;Iich  zu  mädticn  m\d  den^^elben  iMlgemeiner n>  tlingang  zu  ver* 
schaffen,  nicht  erreicht.  —  Die  Section  deuxieme :  Expli- 
cation  raisonnäe  et  comparee  des  phenom^nes  de  I  op- 
tsq.ue  dans  les  deuz  syiKt^mes  de  r.emissioQ  et  desoiidu- 
Iftions»  ist  zwar  ganz  deutlich  verf^sst,  indem  sie  überbajupt 
mehr  historisch  als  scientiiisch  verfahrt,  mochte  aber  im  (lanzeil 
woU  nicht  viel  mehr  liefern  als  in  den  vollständigem  physikalischen 
Band'  und  Lehrbüchern  enthalten  i^t,  wobei  auch  immer  dib  Ar« 
beiten  der  Franzosen  vorzugsweise  hervorgehobeir  Und  über  di^ 
Leistungen  anderer  gestellt  werden.  Recht  gute  Zusardm^nstellnn-* 
ten  liefern  die  dritte  und  vierte  Section,  —  die  beiden  letzten  iti 
dHn  ersten  Theile,  —  von  denen  die  erste  ein  R^suni<$  d*Öp-' 
fiqne  met^orologique,  die  zweite  ein  R^sumd  d'Optlqu^ 
minöraioglque  enthält. 

Der  zweite  Thcil  soll  enthalten:  1.  la  iitterature  eom-t 
letc  de  Foptique  *);  2.  le  catologue  raisonn^  et  fignrä 
es  propositions  ä  demoqtr^r»  des  experieaces  qul 
constituent  la  dömonstration  et  des  apparell/ä  k  Faide 
desquels  se  fönt  les  exp^riences.  Nun,  daraus  wird  gewiss 
sehr  viel  zu  lernen  sein  I  und  der  Herr  Verfasser  wird  doch  wohl 
am  Ende  unser  oben  ausgesprochenes,  vielleicht  etwas  vorschnell 
les  Urtheil  über  den  ersten  Theil  zn  iSchanden  machen ,  und  RecM 
behatten»  wenn  er  die  Vorrede  zum  ersten  Tbeile  mit  den  Wertet 
schliesst:  „Nota  aurions  aimi  combU  wi  graud^vide^  et  saUs^ 
fnit  ä  un  immense  besoin."  —  Vorläuflg  bitten  wir  aber  n^  einen 
Jeden,  bis  zum  Erscheinen  des  zweiten  Theils  zu  warten,  bevpr 
er  sich  das  Werk  anschafft,  da  beide  Theile  Fünf  Thaler  netto 
kosten. 


s 


*)  Welche  man  bi*  zu  einem  getriMen  Zeitpankle  tchon  in  grosser 
VollstÄndigIceift  in  dem  Doire*«cheii  liepertoriom  findet 

Anmerkung  des  Selzerc 
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Phy  8  IK. 


Geschichte  des  Leidenfrosfschen  PhäDomens,  erste 
Abtheiluog,  vom  Oberlehrer  Dr.  Emsmann,  (Programa 
der  Friedrich-Wilhelnis-Schule  zu  Steltin,  mit  Schul- 
nachrichtenl  vom  Director  Scheibert.)    Stettin.  4. 

Solche  Monofrraphieo  wie  die  vorliegende  scheinen  iins  fRr  die 
Schnlprogrc^mine  sehr  geeignet  zu  sein;  sie  nützen  den  Scfafflera 
und  sind  auch  an  sich  interessant  und  nicht  ohne  wissenscbalUiciM 
Bedeutung.      Der  Herr  Vf.   hat  die  Geschichte  und  Literatur  des 

Senannten  bekannten  Phänomens  sehr  ausführlich  mi^etheilt,  und 
ie  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  seinen  eigenen  Anstell- 
ten Über  dasselbe  deutlich  und  vollständig  dargelegt,  so  dass  wb 
wünschen^  er  möge  bald  die  ziveite  Abtheihmg  nachfolgen  lassen. 


'I  • 


Fermlschte  Scbriflteii. 


■ 

The  Cambridge  aud  Dublin  mathematicat  Jovrml. 
Etited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters  Col- 
lege, Cambridge.    (Vergl.  LIt.  Ber.  Nr.  XXXIII.  S.  492.) 

'  No.  VIL  Oo  the  Attraction  of  a  Sofid  of  Revolutioo  on  an 
E:(ternal  Point.  By  George  Boole.  —  On  a  certaim  S)-mbolica| 
Equation. ,  Bv  George  Boole.  —  Investigation  of  certaio  Propere 
ties  of  the  Elüpsoid.  By  Thomas  Weddle.  —  On  Principal  Ax» 
6f  a  Body,  their  Moments  of  Inertia,  and  Distribution  in  Spacat 
ß^  Rf  Townsend.  —  On  the  Integration  of  certain  Equatioos  io 
Finite  Differences.  By  Rev.  Brice  Bronnin,  —  On  ^ynibollcal 
Geometry.  Continued.  By  Sir  W.  R.  Hamilton.  —  On  the  Theory 
of  Inrolutibn  in  Geometry.  By  A.  Cayley.  —  On  a  Meehanical 
Representation  of  Electric,  Magnetic  and  Galvanic  Forces.  By 
William  Thomson.  -  (No.  \m.  will  be  publUhed  on  the  Ist  ot 
Match  1847.) 

In  den  Bulletins  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences, 
des  lettre«  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XIU. 
Ire  Partie.  1846.  Bruxelles.  1846.  8.  Hnden  sich  die  folgen« 
den  ausführlichem  Abhandlungen,  welehe  der  Beachtung  der  Leser 
des  Archivs  empfohlen  an  Werden  verdienen. 

'  Note  sur  la  convergence  de  la  serie  de  MaclauHn^  par  JM.  TijQ'^ 
misrma'nns.    p;  53. 

Note  sur  la  convergence  des  s^ries,  par  M.  Timmermanss^ 
membre  de  TAcadömie.    p.  140. 

Nouvelle  demonstration  d*un  lemme  et  d'un  th^or^me  de  M.  Ja- 
oobi',  par  A.  Pioch,  professeur  d'analyse  k  Täcole  tnilitaire  de 
Belgique.    p.  151* 


4 

(DiMer  AofMits  bezieht  «ich  auf  010«  ao»  ^m  tt^^pwcheD 
Qket«etztci  AbhandlnDg  in  Liouville'a  Journal.  .Septeiufi^ret 
1846.,  welche  den  Titel  ßibrt:  Sut  le  principe,  du  devnief 
mitltinlicateur  et  sur  son  usage  comme  no^^veau  prin- 
eipe  «e  m^^aotque;   par  M«  Jacohi*) 

Du  facteur  d*integtation  d^s  äqdations  ,  homogenes,  paf 
M.  'terriiii-CQls,  agrög^  pr^s  de  runiversitiJ  de  Gand,    p;  159. 

Note  8ur  ie«  expres«ions  de«»  racine^  d'un  nonjire  eo  pfodi|it;i9 
Uitliii^^  fFar;  M.  Seh  aar,  docteur  eo  scienceas,    p.  22Su   , 

S^r  1^  parantfiogramme  des  forces  de. Simon  JSteviii,  par  A.  Tim* 
nterm'ar^DS,  merohre  de  l*AcaAemie  et  professeiir  ä  rtJnlvefwt<* 
de  Gant!,    p.  313.  w 

Siir  le^  vibratieps  qu'un  courant  electrique  discöntlnu  faitWUril 
danaje^er  dou3^;  et  sur  la  qon - exi^tence  dun  qpurant  electriuue 
daas  Ie3  Derfk  de«  aiumanx  vivants.  (Extrait  d*une  lettre  de  ^^ 
E.  Wartmann.  uf<»(es$eur  a  rAcademie  d«  LaufiupQfi.  ä&{«Qii,e: 
teiet)    pt  m.  ,  ,    ,: 

Sur  im  th^or^me  de  Cauchy  rclatif  au  d((v«hMk|M«ne«it  deb 
fonctions  en  s^riea,  piar  M.  Lamarle,  professeur'i  r-IJnt%6riM 
d0  Gandf.    p.  52».  ' 

(Setrilt  Canchy's  neueste  beriAmte  Arbeiteh  öbef  die  En^ 
wkkelung  der  Fimctionen  in  Reiben,  s.  Archiv.  TfaL  I.  S.  364i)t  . 

.Recherchen  sur  le»  d^terrainaots,  par  M.  Catalan,  rep^titeijr 
ir£cole  polytcchnique,  ^ecr^taire  de  la  Sociöte  philomatiqu^  m 
Pam.    p.  534. 

(Ein  interesjstaiiter  Aufsat?»  den  wir  den  Lesern  de»  A,«H:hjyW 
bald  in  einer  deutschen  Bearbeitung  niitzutheilen  hoffelii)         •   "«. 

Magndtisme  terrestre  (Extrait  dMne  Ibttre  de  M.  Lamont, 
Apeeteiirife  rObservateire  Royal  de  Monioh,  a  IVL  Qttetelet)i 

p*  556.  .1 

.  ■      (• 

.  Notes  ^ur  quelaues  questlons  examindes  par  M.  Ard^nt, 
dans  un  m^ipotre  ii^ItuLe:  Etiidcfs  th.eorique&  et  expdrimenr 
t^^les  sMr  rc^tablissement  des  char.pentes  a  gr^ndeport^e^' 
p;ar  M.  I)9nia0>et^  n^ajor  du  g^oie.    p.  564. 

Rapport  de:;M.  Crabay,  sm  un  appareil  propre  k  mesurer 
4e  tz^-petiteä    dlfff^renoes  de   presaion  maiiiom^iques,   proposil 

par*]ll«  GostaVe  Duinont    p.  687. 

•,.»•■ 

'     Rljgle  pour  la  division  des  nombres  approxiraatifs,  par  Mi  Ter*; 
halst,  membre  de  rAcademie.    p.  696. 

^Auch  diesen  nur  kurzen  Aursatz  hoffen  wir  den  Lesern  des 
Archivs  bald  in  einer  deutschen  Bearbeitung  roittheilen  zu  kOnoen.) 

Note  sur  Temploi  des  d^iv^es  en  Aigöbre,  parM.  Lamarle, 
professeur  ä  TUniver^it^  de  Gand.    p:  69S. 

T^t^'sur  la  eonvergence  de  la  öMe  de  Taylor,  par  M.  ^Lii^ 
marle  etc.    p.  724. 


Sbr «rScHjjise  de  sdeil  du  OOetobre  1847,    par  M.  MaÜty, 
ide  k  rObservatoure  Royal  de  Bruxelles.    p.  728. 


Snr  \ts  anrores  bor^ales ,  la  laniiere  z«diaeale  et  les  ^oii« 
filapt^s.  (Extrait  d'ntie  lettre  adress«^  k  M.  Qaetelet,  parE 
Ed.  fierrick,  de  New-Haveo,  Etats  Unis.)  p.  744. 
'  Sur  la  declinatson  magn^tiqae  et  ses  Tariatlons  k  CracoVie. 
(Extrait  d*une  lettre  de  M.  Weisse,  directenr  de  rObserratoire* 
kU.  QueteJet)    p.  751. 

Wie  können  der  Beschränktheit  des  Raumes  weti^en  nur  diese 
grosseren  Aufsätze  hier  namhaft  machen;  ausser  ((enselben  ent- 
hält aber  dieser  812  Seiten  starke  Band  noch  eine  Menge  vorz6(^ 
lieh  von  Herrn,  Quetel et  herrührender  sehr  interressanter  kfine- 
rer  Aufisätze  und  Mittheihiogen »  hauptsächlich  über  die  Ph^no- 
mÄaes  periodiques,  die  auch  in  naturhistorischer  Rud»icfat 
von  grossem  Interesse  sind,  und  das  Blühen  u.  s«  w.  der  len- 
zen, den  Zug  der  Vogel  und  ähnliche  Erscheinungen  in  der  Natur 
betreffen.  Auch  der  Aufsatz:  Sur  les  Indiens  0-Jib-ße- 
Wa's.et  les  proportions  de  leur  corps,  par  M.  A.  Qnetc* 
let  bietet  vielfaches  Interesse  dar,  da  Herr  Qu  et  el  et  die  An- 
wesenheit von  zwHlf  Indianern  vom  Stamme  der  O- Jib-Be  -Was  be- 
nutzte, uro  an  denselben  Messungen  anzustellen,  und  dieselben 
dann  mit  andern  an  Belgiern  von  vorzüglicher  Grosse  und  ScboD- 
heit  des  KOrpers  angestellten  Messungen  zu  vergleichen. 

Herr  Quetelet  sagt  am  Sehluss  seines  Aufsatzes:  „Cesnp* 
prochements  sont  hien  propres  ä  dötruire  les  prejug^s  qui  ewf^t 
au  sujet.  des  Indiens.  On.  volt  que  leur  conformation  estifn 
pr^s  exactement  la  ndtre,  et  que  si  eUe  lui  est  superieure  >»« 
plusieurs  rapports,  cet  avantage  provient  de  la  facilit^  ao'ont  b 
differentes  parties  du  corps  ä  se  aevelopper  avec  plus  ae  llbert^ 
et  par  des  exercices  plus  avantageux. ''  —  Messungen  der  ^aib 
mit  dem  Dynamometer  von  Regnier  fielen  aber  doch  zum  Vor- 
theil  der  Ihdier  aus. 

Man  erkennt  aus  dem  Obigen  did  Reichhaltij^keit  dieser  Bul- 
letins, und  vpir  werden  von  jetzt  an  deren  Inhalt  m  uiisern  Litera- 
rischen Berichten  um  so  mehr  fortwährend  vollständig  angeben» 
weil  mit  dem  vorher  angezeigten  Bande  eine  neue  Aera  der  Brüs- 
seler Akademie  beginnt,  indem  dieselbe  seit  dem  A^fan;;e  des 
Jahres  1846  durch  die  Munificenz  des  Königs  Leopold  mit  einer 
dritten  Klasse  (Classe  des  beaux-arts)  vermehrt  und  überhaupt  in 
mehreren  Beziehungen  vervollständigt  und  erweitert  worden  ist, 
weshalb  die  Akademie  seit  dem  Jahre  1646  auch  „Acadj^mie 
Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts''  heisst  Einige 
der  obigen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Aufsätze  solleD, 
wie,  vorh^  schon  bemerkt  worden  ist,  im  Archive  in  deutschen 
Bearbeitungen  mitgetheilt  werden. 


Druck  fehle  r.  !  .=, 

Theil  yil.  S.  3S7.  Z.  2.  v.u..  W  S.  388.  Z.  4  s.  m.  (»-I)"iir  Qm!. 
Theil  IX.  Heft  I.  S.  48.  Z.  8.  b.  m.  X  (St  x.  ■' 

Thell.lX.  Qea  I.  S.  |6a  Z,  24.  s.  m,  KCrper  i^tait  ^.^rp^tr. 
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Jjlterarlselier   Serlelit« 


Oeschiclite  der  Rlathematik  und 

Physik. 


Memoire  sur  la  vie  et  les  trava^x  de  Simon  Stevin. 

P&r  8teichen^    docteur  en  sciences  math^matiques  et 

physiques,    et  professeur  de  m^canique  rationDelle  et 

de  »ecanique  appliqu^e.  ä  l'äcole  militaire.     ßruxelles. 

18«.    8. 

Die  kleine  Schrift  von  Herrn  Quetelet  über  Simon  Stevin 
ist  im  Literarischen  Berichte  Nr.  XXVII.  S.  393.  angezeigt  wor- 
den. In  dem  vorliegenden  grösseren  Werke  giebt  Herr  Professor 
Steichen  vorzugsweise  eine  sehr  dankenswerthe  Analyse  aller 
von  Stevin  herausgegebenen  Werke,  und  wir  halten  diese  Schrift 
daher  för  einen  nicht  unwichtii];en  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Mathematik.  Nach  der  S.  6.  und  S.  7.  von  dem  Herrn'  Vf.  J?ege- 
benen  Au&ählung  sind  die  von  Stevin  herausgegebenen  Werke 
folgende : 

Un  Trait^  d'arithm^tique  et  d'alg^bre  (publik  en  1585). 

Une  Table  d  interet  et  de  Fargent  (1583). 

La  Statique  comprenant  l'Hydrostatique  (1586). 

L'lnvention  de  la  dime,   faisant  suite  ä  rArithm^tiqnue  (1585). 

Un  Trait^  de  fortifioation>  en  1594.    (Biblioth^que  de  Le^de.) 

La  Cosmogra|>hie,  qu il  composa  dans  lintervalle  de  I6ü0  k 
I6O89  et  qui  est  iniprim^e  parmi  scs  oeuvres  flamandes,  en  denx 
tomes,  dont  le  premier  parut  en  1505  et  le  second  15(K^.  (Edition 
qui  se  trouve  ä  notre  bibliotheque  royale  et  qui  est  loin  d'^tre 
coinpUte^ 

Xa  Castramentation ,  publik  en  1617. 

La  Fortification  par  ^cluses  (1618). 

La  Dialectique^  que  l'auteur  fit  aussi  publier  en  1585,  unpeu 
avant  TAritbrnetique. 

Sa  Vita  politica,  qui  date  de  1590. 

Dans  8on  Arithmätique  et  Alg^bre  se  trouveut: 

Band  II.  85 
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La  Tradaction  des  ouatre  premiers  livres  de  Diophanto; 

Un  Tratte  des  graiiaeurs  incommensurables ; 

L'Explicatioii  laconique  du  10^  livre  d'Euclide ; 

Une  G^omätrie  pratique; 

Ud  Traitö  de  la  tenue  des  livres,  publie  en  1606. 

Die  Analyse  der  militairischen  Werke  rührt  von  dem  Hcttb 
Alexis  Brialniont,  ancien  ^l^ve  de  l'ecole  militaire, 
sous-lieutenant  da  genie,  her. 

Die  zweite  Abtheifung  des  Werks  liefert  auf  pag.  171.  hh 
pag.  242.  sehr  dankenswertne  Notes  et  eclaircissements. 

Ueber  Stevin's  äusseres  Leben  war  im  Ganzen  wenie  %u 
sagen,  jedoch  hat  der  Herr  Verfasser  auch  in  dieser  Bezienuog 
alle  ihm  zugänglichen  Quellen  treulich  benutzt,  wenn  auch  imaier 
die  Analyse  der  Werke  Steviu's,  namentlich  ftir  den  Mathema- 
tiker, die  Hauptsache  bleibt. 

Nun,  wir  empfehlen  diese  Schrift  nochmals  den  Liebhabern 
der  Geschichte  der  Mathematik  zur  Beachtung. 


Aritiimetik. 


Lehrb^ich    der  Arithmetik   für  höhere  Bildangstn- 
statten.    Aus  historischen  und  psychologischen  Grntti- 
lagen  ffir   die   Zwecke  des   Unterrichts    neu    entwickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittstein.      Die  Operationen   an   ii* 
sammengesetzten  Zahlen.    Hannover  1846.    8.     y^  Rihlr. 

Der  erste  Theil  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuchs  ist  im 
Llterar.  Ber.  Nr.  XXVHI.  S.  413.  angezeigt  worden ,  und  das  dort 
ausgesprochene  Urtheil  gilt  ganz  auch  von  dem  vorliegenden  zwei- 
ten Theile,  weshalb  wir  uns  hier  mit  der  Angabe  des  Inhalts  be- 
gnügen können.  Erster  Abschnitt  Rechnung  mit  zusam- 
mengesetzten Zahlen  im  Allgemeinen.  Rechnung  nit 
Summen  und  Producten.  Rechnung  mit  Potenzen.  Rechnnne  mit 
Logarithmen.  Zweiter  Abschnitt  Theorie  der  Gleich nn* 
gen.  Rechnung  mit  Gleichungen.  Auflösung  der  Gleichungen. 
Dritter  Abschnitt  Theorie  der  Zahlensysteme.  Addi- 
tion und  Subtraction.  Multiplication  und  Division.  Potenzirung  und 
Wurzelausziehung.  Vierter  Abschnitt  Theilbarkeit  deka- 
discher Zahlen.  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  ganzer  Zahlen. 
Entstehung  geschlossener  und  periodischer  Decimalbruche.  Fünf- 
ter Abschnitt  Theorie  dei*  logi^rithmischen  Systeme. 
Berechnung  der  Logarithmen.  Construction  und  Gebrauch  der  le- 
garithmischen  Tafeln. 

Man  sieht  hieraus,  dass  das  Buch  auf  sehr  geringem  Ramne 
(nur  137  Seiten)  Vieles  in  sehr  einfacher  Darstellung  und  Ent- 
Wickelung  giebt.  Auch  aus  der  Theorie  der  Zahlen»  z.  B.  der 
Fermat  sehe  Satz,  kommt  Einiges  vor,  und  das  Boch  ver- 
dient jedenfalls  zu  ailgemeiaerer  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 

Die  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Gl«i- 
chungen.  Mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben.  Vob 
F.  Rummer»   Lehrer   der  Mathematik  an  der  bOhereo 
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Bfirgerscliule    und   Hauptlehrer   der    Gewerbschale    xu 
Heidelberg.    Heidelberg.  1847.    8.    1  Rtblr. 

Ein  zwar  ganz  elementares,  aber,  wie  es  scheint,  recht  prak- 
tisches und  seiqem  Zwecke  gut  enteprechendes  Buch,  welches 
zugleich  eine  sehr  reichhaltige  Sammlung  von  Uebungsaufgaben 
darbietet,  und  in  der  That  die  Stelle  eines  kurzen  Lehrbuchs  und 
einer  Aufgabensammlung  für  erste  Anfänger  in  der  Buchstaben- 
rechnung und  Algebra  zugleich  vertreten  kann.  *  Dasselbe  enthalt 
die  gewöhnliche  Buchstabenrechnung  mit  Einschluss  der  Lehre 
von  den  Logarithmen,  die  niedern  Reihen,  die  Gleichungen  des 
ersten  und  des  zweiten  Grades,  die  Anfangsgründe  der  unbe- 
sümmten  Analytik,  die  Zins-  und  Rentenrechnung.  Wir  glauben, 
das»  das  Buch  seiner  vorherrschenden  praktischen  Tendenz  wegen 
namentlich  den  Lehrern  an  mehr  einer  praktischen  Richtung  Toi- 
gendcB  Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Algebraische  Aufgaben  des  ersten  und  zweiten  Gra- 
des, von  Miles  Bland.  Nach  der  8ten  Ausgabe  des 
englischen  Originals  für  deutsche  Schulzwecke  bear- 
beitet von  D.r.  Christ.  Heinr.  Nagel,  Rector  der  Real- 
anstalt in  Ulm.    Stuttgart  1847.    1  Rthlr.  6  Sgr. 

Miles  Bland  ist  der  englische  Meier  H i r s ch  und  der  Herr 

Uebersetzer  hat  gewiss  auf  den  Dank  aller  Schulmänner  für  seine 

Atbeit  zu  rechnen,    schon  der  nicht  uninteressanten  Vergleichung 

wegen.     Aber  auch  die  Sammlung  an  sich  ist  sehr  reichhaltig  und 

Qlitetacheidet  sich  namentlich  'dadurch  von  den  ähnlichen  Büchern 

10  fkntscbland,    dass  den  Aufgaben  theils  die  vollständigen  Auf- 

IteiBgen,  theils  nur  die  Resultate  derselben  beigefügt  sind,    was 

gewiss  Manches  tür  sich  hat.    Der  Umfang,  den  diese  Sammlung 

ia  der  Uebersetzung  —  da  der  Herr  Uebersetzer  Einiges  aus  dem 

Originale    wegzulassen    für  zweckmässig  befunden  hat  —  in  wis- 

sesscbafllicher  Rücksicht  einnimmt,    ist  zwar  durch  den  Titel  hin- 

retehend  bezeichnet;   indess   wollen  wir  den  Inhalt  im  Folgenden 

noch  etwas  bestimmter  angeben. 

/.  HaupttheiL  Aloebraische  Gleichungenvom  ersten 
und  zweiten  Grade,  I.  Abtbeilung.  Gleichungen  vom  ersten 
Grade  mit  Einer  unbekannten  Grosse.    II.  Abtheilung.  Gleichun- 

fen  vom  ersten  Grade  mit  mehreren  unbekannten  Grossen.   UI.  Ab- 
heilung.    Reine  quadratische  Gleichungen,    nebst  Gleichungen 
nm  höheren  Graden,  welche  ohne  Ergänzung  des  Quadrats  gelbst 
werden  können.    IV.  Abtheiinng.     Unreine    quadratische    Glei- 
chmigen  mit  Einer   unbekannten   Grösse.    V.  Abtheilung.    Un- 
reine quadratische  Gleichungen  mit  zwei  unbekapnten  Grossen.  — 
//.  Bauptiheil.    Aufnabeni  welche  auf  algebraische  Glei» 
chnngen    führen,     1.    Abtheilung.      Aufgaben,    welche  auf 
Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  Einer  unbekannten  Grosse  f)lh- 
ren.     II.  Abtbeilung.     Aufgaben,    welche  auT  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  mit  zwei  unbekannten  Grossen  führen.    III.  Abthei- 
InDg.    Aufgaben,  welche  auf  reine  quadratische  Gleichungen  oder 
aaf  Gleichungen  von  höheren  Graden  flihren,  die  ohne  Ergänzung 
des  Quadrats  gelOst  werden  kOnnen.    IV.  Abtheilung.    Aufgaben, 
welche  auf  nnreine  quadratische  Gleichungen  ffihren.    V.  Abthei- 
lito  g;  Anfgabea  über  arithmetische  und  geometriscke  Progresskmen. 

35* 
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Jede  Abtheiliin^  enthiilt  Aufgab«i  mit  uad  ohne  AuflS^iaiffa: 
(&t  die  letzteren  sind  die  Resultate  der  AuflUsuDgeu  am  Ende  n- 
samtnengeBtellt. 

De  spectatissimis  quil>ua  aeqiiationes  altioris  gri- 
du8  numericae  solvuntur  methodis  diissertati onem  ni- 
thematicam  scripsit  Dr.  C.  Weiseenborn.  Berolini.  1847.8 
VI  Sgr. 

Diese  Dissertatinn  r 

diglieit    Anspruc'li    raac  t, 

ziemlich  deiitliclie  Dar^  • 

ren  Methoden  zur  Aufl  t 

aber  rficksichtlich  der  ^  t 

Beziehiins,  Vieles  zu  i  > 

wichtige  Lelire  vom  Ei  ■ 

sehen  Functionen  und  •  _  • 

zahl  der  zv\ischcn  gegebenen  Gränzen  liet;enden  reelIen~'WuridD, 
sowie  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  ZH-ischa 
gegebenen  Grunzen  liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  geeebF- 
nen  Gleichung  (m.  s.  Archiv  derlVIatheni,  un.I  Ptivs.ThM. 
S.  19.)  ganz  fehlt,  i»t  doch  kaum  zu  billigen.  Auch'hHtte  Ohet 
Cauchy  s  schiine  Methoden  zur  Auflösung  der  iiumcrUcheD  fifei- 
chungen  (m.  s.  Suniilemcnte  zu'  dem  tnathem  attsthea 
Wr.rterbuche.  Thl.  II.  Art.  Gleichung)  nohl  Einiges  «esaj« 
werden  sollen.  Ueberhaupt  liefert  also  diese  Schrift  —  ohne  iüs 
wir  uns  hier  auf  weitere  Eir  '  "  ' 
nen  —  Icein  deutliches    und 

dem    gegen  IT  artigen    Zustani  i 

Gleichungen,  und  enthält  g 
Dinge.  Daher  hätte  der  He 
sollen,  bevor  er  mit  dieser 
thüniliche  Untersuchungen,  f 
sertation  wenigstens  in  dem 
an  solche  von  Anfangern  zu 
berechtigt  halten  darf,  zu  fini 
jrffentlicji  hervortrat.  Enthalte 
tbümliclien  Untersuchungen, 
Stellung  de»  Bekannten  mit 
ständiglceit  verbinden.  Wer  ) 
der  numerischen  Gleichungen 
lernen  will,  und  selbtit  erst 
immerhin  für's  Erste  zu  der 

Der  Geist  der  mati 
VerhSitiiiss  zur  Schule  ' 
Zweite  Abhandlung;.  Ai 
ED  seinen  verschiedenen 
ren-Tafel.  Auch  unter  i 
rential-  und  Integral-F 
Theo 
>m.     Kr 

„In  dem  1S42  erschienen 
lysis"  —  sagt  der  Herr  Vf. 
sucht,   den  innero'  wissenscl 
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der  Elementar-* Analysiä  kurz  hehrorznheben.  Denselben  Zweck 
hat  die  get^emvärtige  ,,  Abhandlung''  in  Bezug  auf  die  Differential  • 
und  Integral'Rechnung,  welcbe  daher  in  Bezug  auf  jene  die  „zweite" 
genannt  werden  kann.  Im  Verlaufe  dieser  gegenwärtigen  ist  daher 
liene  allemal  als  „Erste  Abhandlung'*  citirt.  Da  der  v f.  auch  für 
"Leser  schreibt,  die  sich  nicht  gerade  ausschliesslich  mit  Mathe- 
matik beschäftigen,  die  aber  mit  der  Wissenschaft  Schritt  zu  hal- 
ten wünschen ,  so  ist  hie  und  da  Sorgfalt  angewandt  worden,  durch 
nähere  Erörterungen,  durch  kurze  Ausfüllung  von  Lücken  ein  leich- 
teres Verständniss  zu  vermitteln,  was  andere  Leser  für  überflüs- 
sig halten  müssen.  Ein  Schriftsteller  muss  suchen,  in  dieser  Hin- 
»iclit  die  rechte  Mitte  zu  treffen." 

Der  Inhalt  ist  folgender.  Auf  eine  42  Seiten  lange  Einleitung 
folgt  der  Geist  der  Differential-  und  Integral- Rech- 
nung, welcher  aus  fünf  Kapiteln  besteht.  Erstes  Kapitel. 
Die  gesammte  Ableitungs-Recnnung.  Zweites  Kapitel.  Inte^ 
grale  entwickelt  gegebener  Functionen.  Drittes  Kapitel.  Ueber- 
^ng  der  Form-Gleichungen  in  Zahlen-Gleichungen.  Ueber  den 
Gang  der  reellen  Werthe  einer  Function.  Der  Lagrange-Taylor'sche 
und  der  Lagrange -Maclaurin'sche  Lehrsatz.  Die  Leibnitzische  ' 
Differential-Rechnung.  —  Viertes  Kapitel.  Von  den  numerisch- 
bestimmten Integralen.  Fünftes  Kapitel.  Von  den  numerischen 
imendlichen  Reihen  und  von  den  numerisch  -  bestimmten  Integralen 
But  unendlich -grossen  Grenzen. 

Wir  können  über  diese  Schrift  nur  so  viel  sagen,    dass  die- 
■elbcfganz  in  dem  bekannten  Geiste  des  Herrn  Vfs. ,  welcher  nach 
unserer  Ueberzeugung  nicht  der  eigentliche  und  wahre  Geist  der 
strengeren  neueren  Änalysis  ist,  verfasst  Ist,    wobei  wir  übrigens 
dem  bekannten  Streben  des  Herrn  Vfs.  nach  Systematik  und  All- 
ffemeinheit  gern  alle  Gerechtigkeit  widerfahren  lassen.      Auf  Neu- 
heit Anspruch  aüachende  Resultate,  die  aber  in  dieser  Schrift,  da 
der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  sagt,  dass  er  auch  für  solche  Leser 
schreibe,    die  sich  nicht  ausschiiesslich  mit  Mathematik  beschäfti- 
gen, wohl  auch  nicht  zu  geben  bezweckt  worden  sind,   haben  wir 
in  dieser  Schrift  am  allenvenigsten  gefunden. 

Auf  eine  ausführlichere  Kritik  uns  einzulassen,  gestattet  der 
Zweck  des  Literarischen  Berichts  im  vorliegenden  Falle  nicht,  und 
wir  verzichten  auch  um  so  lieber  auf  eine  solche  von  unserm 
Standpunkte  aus,  weil  wir  uns  dann  wahrscheinlich  auf  eine  ahn- 
lidie  lange  Diatribe,  wie  sie  dem  Herrn  Professor  Kummer  in 
Breslau  in  der  Vorrede  zu  der  vorliegenden  Schrift  zu  Theil  ge* 
worden  ist,  gefasst  machen  müssten,  die  wir  aber  dem  Herrn  Vf., 
um  seine  gewiss  höchst  kostbare  Zeit  zu  schonen,  gern  ersparen 
mochten ,  und  zwar  um  so  mehr ,  weil  dieselbe  Rlr  uns  selbst  doch 
ganz  ohne  Nutzen  sein  würde. 

Raabe,  J.  L. ,  Die  Differenzial-  und  Integralrechnung  von 
Gleichun^ren  zweier  und  mehrerer  Variablen.  Der  Differenziä- und 
Inte^airechnung  zweiten  Theils  zweite  und  letzte  Abtheil.  gr.  6. 
Zürich.  1847.    SVa  Rthlr. 

Doctrinae  serierum  infinitarum  exercitationes.  Auc- 
t(i#e    Mag.   Em.    Gabr.   Bj5Tling,'ad  Reg.  Acad.   Upsal. 
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Math.  Doc,  ad  Reg.  Gyinn.  Aros.  Math.  lect.  desi^n.»  Ref. 
societ.  scieiit.  Upsal.  membro.  Pars  Ilda.  (£x  Actii 
Reg.  Societ  Scient.  Upsal.)    Upsaliae.  MDCCCXLVL  4. 

Die  erste  Abtheilung  dieser  Abhandlung  ist  im  Literar.  Ber. 
Mr.  XXXI.  S.  458.  angezeigt  worden;  wir  können  also  den  dort 
angegebenen  Hauptzweck,  welchen  der  Herr  Vf.  bei  der  "Abfes- 
sung  derselben  hatte ,  als  bekannt  voraussetzen.  In  der  vorliegen- 
den zweiten  Ahtheilung  unterwirft  er  das  Binomialthcorem,  dessen 
Ausdehnung  auf  imaginäre  Exponenten  er  bekanntlich  baaptsidi- 
lich  beabsichtigt,  indem  dieses  wichtige  Theorem  bis  jetzt  immer 
nur  auf  reelle  Exponenten  eingeschränkt  worden  ist»  eigentlich 
einer  neuen  Behandlung,  und  bringt  dasselbe  aueh  auf  pag.  SO. 
auf  einen  allgemeinen  und  bestimmten  Ausdruck.  Leider  ist  es 
uns  an  diesem  Orte  nicht  gestattet,  auf  viele  Einzelnheiteu  eioiU' 
gehen.  Und  wenn  wir  uns  daher  auch  begnügen  müssen ,  die  Ab- 
oandlung  als  eine  für  die  Theorie  der  Reihen  überhaupt,  nameot- 
lieh  mit  Rücksicht  auf  deren  Convergeuz  und  Divergenz,  in  meh- 
reren Beziehungen  nach  unserer  Ueberzeugung  wichtige  zu  bezeichneo, 
welche  den  Liebhabern  der  neueren  Analysis  sehr  zur  Beachtmig 
empfohlen  zu  werden  verdient;  so  können  wir  uns  doch  der  Wieb- 
tigkeit  des  Gegenstandes  wegen  nicht  versagen,  den  Aosdrvct 
auf  welchen  der  Herr  Vf.  das  allgemeine  Binomialtheorem  getnwbt 
hat,  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mitzutheilen : 

^  Theor.  IV.  Binomiahe. 

Aequatio 

(l  +  .r)»=:l+yia:+3^a^  +  y3j:3+ 

Vera  est  non  modo  realibus  x  (numerice  <1)  et  y»  sed  :e  tiy 
quibuscumque  formae 

a:=tt(Cosf£?+  Y  —  ISintr), 

y  =  a(Cos6  +  V^^ Sin6)r^f4  + V  V^=T[ : 

l:o)  quoties  Mod.  a;<l  sit; 
quin  inuno 

2:o)  quotie;s  Mod.  x  haud  >  1  sit, 

a)  dum  (i  positiva  est  quantitas, 

immo  etiam 

6)  fi  reali  qualibet  supra  — 1,  certe  dum  x  finita  quasti- 
täte  ab  — 1  discrepat. 

Ipua  autem  series  membri  posterioris  divergens  est 

l:o)  dum  Mod.  x=:l  est, 

a)  quoties  n  negativa  numerice  ^I'fuerit, 
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6)  dum  jcsz^l,  etiamsi  ^=sO  (i^  postthra  aut  neg.) 
aut  negativa  numerice  <1  (v  positiva^  Degatira  aut  0) 
fuerit ;    , 

2:o)  quoties  Mod.  a;>]  sit  (iiisi  forte  fuerit  Exponeng  ^  nume- 
rus integer  aut  0). 

Dum  y  num.  est  integer  ideoque  series  finita;  vera  est  aequatio, 
etiamsi  tunc  Mod.  ar>l  fuerit. 

^Vir  wünschen  sehr,  dass  diese  Abhandlung  in  ihren  heiden 
Abtheiltingen  die  Beachtung  finden  müge,  welche  sie  gewiss  in 
mehr  ak  einer  Beziehung  verdient!  und  weisen  die  Liebhaber  der 
neueren  Analysis  nochmals  besonders  auf  dieselbe  hin. 


Oeometrie. 


Die  Bildlehre.  Vom  Professor  Dr.  M.  G.  von  Pau- 
cker.  Mit  100  Seiten  Fügungen  (Figurentafeln).  Mitau. 
1846.    8.    IV2  Rthlr. 

In  der  Vorrede  spricht  sich  der  Herr  Vf.  über  dieses  Buch 
im  Allgemeinen  auf  folgende  Art  aus. 

„Der  Zweck  dieses  Buches  ist  eine  gSnzliche  Umgestaltung 
der  niedem  Bild  lehre,  sowohl  in  ihrer  Begründjung  als  in  ihrer 
Anschauungsweise.  ** 

„Von  Euklid  bis  auf  unsere  Zeit  wurden  die  Beweise  der 
bildmässigen  Wahrheiten  durch  Maassgleichungen  geführt.  Hierzu 
rechne  ich  sowohl  den  pythagorischen  Lehrsatz  und  seine  Folge- 
rungen ,  als  auch  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  und  den  Verhält« 
nisseji.  Die  Maassgleichungen  beruhen  auf  dem  3egriff  der  Zahl. 
Ihre  Einführung  in  die  BiTdlehre  giebt  dieser  eine  fremdartige 
Kennzeichnung  und  thut  ihrer  selbsstSndigen  Auffassung  Eintrag.'* 

„Unter  den  neuern  Raumforschern  hatte  Steiner  zuerst  das 
grosse  Verdienst,  die  Abhängigkeit  der  Fügungen  durch  die  Bild» 
gl eichung' aufzudecken  (Entwickelung  der  Abhängigkeit  ffeome- 
tilscher  Gestalten.  1832.).  Er.begrünuete  diesen  Satz  durch  Bin- 
dung von  Verhältnissen." 

„In  der  Bildlehre  ist  aber  die  zahlhafte  Behandlung  nach  dem 
Ausdrucke  meines  verewigten  Lehrers  J.  W.  Pf  äff  nur  „eine 
Krücke 'S  welche  nach  gemachtem  Gebrauche  weggeworfen  wird." 

„Ich  habe  daher  versucht,  die  niedere  Bildlehre  von  allem, 
was  an  Maassgleichungen  und  Verhältnisse  erinnert,  zu  befreien.'' 

Hieraus  sehen  wir,  dass  der  Herr  Vf.,  um  seinen  Zweck,  wie 
es  an  diesem  Orte  erforderlich  ist,  nur  ganz  in  der  Kürze  aod 
nnz  im  Allgemeinen  zu  bezeichnen,  bei  der  Abfassung  dieses 
Werks  die  Absicht  hatte,  die  sogenannte  neuere  Geometrie  in 
ihren  wichtigsten  und  schönsten  Resultaten  ganz  von  der  Verhält- 
üHMlebro  zu  enticleiden,    und  Alles  bloss  zuletzt  auf  die  Betrach- 
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tung  glaicher  Drei^eke  za  fanden»  In  der  That  enthSlt  also  dietei 
durch  die  im  Literar.  Qer.  Nr.  XXX.  S.  45L  angezeigten  »«Fflsf 
berühmten  Fragen  aus  der  Bildlehre.  Mitau.  1845.'' 
desselben  Herrn  Vis.  vorläufig  angekündigte  und  eingeleitete  Werk 
eiue  ganz  neue  Darstellung  und  Begründung  der  so^enanoteo  nell^ 
ren  Geometrie  in  ihrrn  Hauptresultaten,  und  verdient  nach  unse- 
rer vollkommensten  üeberzeugung  gar  sehr,  den  Liebhabern  der 
Geometrie  zur  Beachtung  angelegentlichst  empfohlen  zu  werden. 
Diese  Empfehlung  .dürfte  aber  an  diesem  Orte  um  so  nothweodi- 
ger  sein,  weil  Mancher  durch  eine  besondere  Cigenthümlichkeit 
dieses  \Verks  leicht,  abgehalten  werden  könnte,  sich  mit  seinem 
Inhalte  genauer  bekannt  zu  machen.  Der  Herr  Vf.  hat  es  sieb 
nnmiich  zugleich  zum  Gesetz  gemacht,  die  ganze  Geometrie  von 
allen  fremden  Ausdrücken  zu  entkleiden,  und  alle  derselben  eigen- 
thümlichen  Bes^riffe  mit  echt  deutschen  Worten  zu  bezeichnen. 
Allerdings  erschwert  dies  das  Studium  des  Werks  einigermassen. 
Indess  können  wir  versichern,  dass  Jeder,  wer  nur  der  deutschen 
Sprache  gehörig  machtig  ist,  den  Herrn  Vf.  leicht  verstehen  wird. 
Auch  empfehlen  wir,  die  oben  erwähnten  „Fünf  berühniteo 
Fragen  aus  der  Bildlehre"  bei  dem  Studium  des  vorliepn- 
den  Werks  zugleich  mit  zur  Hand  zu  nehmen,  weil  sich  der  Herr 
Vf.  in  dieser  kleinen  Schrift,  —  was  in  dem  vorliegenden  Buche 
nun  nicht  mehr  geseheben  ist  — ,  über  die  von  ihm  gewählten 
deutschen  Ausdrücke  etwas  näher  erklart  hat,  wie  auch  aus  unserer 
vorher  angeführten  Anzeige  diM-selben,  auf  die  wir  daher  aucbhi« 
in  der  in  Rede  stehenden  Beziehung  des  Folgenden  wegen  verwri- 
sen,  ersichtlich  sein  wird. 

Das  ganze  Werk  zerfällt  in  drei  Hauptabschnitte,  welche  die 
folgenden  Ueberschriften  führen?  Erster  Abschnitt  Stab  und 
Ecke.  Zweiter  Abschnitt.  Doppelbildung.  Dritter  Ab- 
schnitt Kreis  und  Abkreis.  Ueber  den  besondern  Inbalt 
dieser  Abschnitte,  über  ihren  und  der  in  ihnen  enthaltenen  Sätxe 
Innern  Zusammenhang  unter  einander,  über  die  besondere  Art  und 
Weise  der  Begründung  der  einzelnen  Sätze,  über  Alles,  was  dem 
Herrn  Vf.  vorzugsweise  eigenthümlich  ist,  hat  sich  derselbe  aber 
in  der  Vorrede  so  ausführlich  und  mit  so  vieler  Deutlichkeit  ans- 

fesprochen,  dass  wir  die  Leser  des  Archivs,  weil  der  Zweck  und 
ie  Einrichtung  unserer  Literarischen  Berichte  ein  weiteres  Einge- 
hen auf  Einzelnbeiten  nicht  gestatten,  lediglich  auf  diese  Vorrede 
verweisen  können,  wenn  sie  sich  vor  dem  eigentlichen  sorgfaltigen 
Studium  des  Werks  näher  mit  seiner  ganzen  Tendenz  nekannt 
machen  wollen. 

Ausser  den  genannten  drei  Abschnitten  enthält  das  Werk 
noch  einen  Anhang,  in  welchem  der  Herr  Vf.  für  diejenigen, 
welche  gewohnt  sind,  das  Bildmässige  nur  in  den  Maassgleichon- 
gen  anzuschauen,  die  wichtigsten  Maassgleichungen ,  welche  sich 
aus  den  Bildgleichun<;en  ergeben,  angeführt  hat.  Am  Scblu5«e 
nimmt  er  die  Kreisberubrung  noch  einmal  vor  und  theilt  ans  der 
bekannten  Auflösung  Gergonne's,  durch  einige  eigenthflmliche  b«- 
merkenswerthe  Sätze,  verschiedene  ebenmässige  Ausdrucke  mit» 
welche  zu  einer  sehr  geschmeidigen  Berechnung  aller  Bestunmungs* 
stucke  fiihren.  , 

Wir  stimmen  dem  Herrn  Vf.  vollkommen  bei,  wenn  er  in  der 
Vorrede  sagt,    „dass  er  glaube,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  ohw 
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iroend  ^e  zaMliafte  Betraehtong  oder  Maaasgieidiiiiig  dk  ganze 
Bildlehre  als  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  darzustellen" 
und  halten  dieses  Werk,  dem  wir  eine  allgemeinere  Beachtung 
sehr  wünschen,  jedenfalls  für  eine  Bereicherung  unserer  geo- 
metrischen Literatur.  Wollten  viir.  nach  einem  gewöhnlichen 
Ausdrucke  sagen,  dass  dasselbe  manches  oder  nicht  weniges  Ei- 
genthümliche  enthalte,  so  würden  wir  dem  Herrn  Vf.  s^r  Unrecht 
thun,  denn  Alles  in  demselben  bis  auf  die  Kunstsprache  ist  wirk- 
liches Eigenthum  desselben  Wir  haben  dieses  Werk  hier  um  so 
wärmer  empfohlen,  weil  wir  die  Bemerkung  gemacht  zu  haben 
glauben,  dass  gerade  solche  nothwendig  ein  genaueres  und  sorg- 
laltigeres-Studium  erfordernde  mathematische  Werke  in  den  gewöhn- 
lichen kritischen  Zeitschriften  nicht  auf  verdiente  und  eine  der  auf 
ihre  Abfassung  sichtlich  verwandten  Mühe  und  Kraft  entsprechende 
Weise  Anerkennung  finden. 

Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung  vorzuglich  und 
namentlich  ist  auch  auf  die  ungefähr  200  Figuren  enthaltenden, 
nicht  leicht  zu  entwerfenden  Figurentafeln  besonderer  Fleiss  und 
grosse  Sorgfalt  verwandt  worden ,  was  jedenfalls  auch  ein  nicht  zu 
übersehender  Vorzug  eines  solchen  Werks  ist 

Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometria,  di  Fortunato  Pa- 
data.    Neapoli.  1845. 

In  Nr.  589,  der  As troinomischen  Nachrichten.  S.  209. 
findet  sich  ein  kleiner  Aufsatz  des  verehrten  Herausgebers  dersel- 
ben, Herrn  Conferenzrath  Schumacher,  welcher  die  Ueberschrift 
fiihrt:  Ueber  die  Zahl  n,  die  das  Verhältniss  des  Durch- 
messers zum  Umfange  des  Kreises  ausdrückt.  Herr 
Conferenzrath  Schumacher  theilt  in  diesem  Aufsätze  einen  von 
dem  bekannten  Rechner  Herrn  Dase  bis  auf  200  Deci malstellen 
berechneten  Wertb  von  tt  mit,  und  zeigt,  dass  derselbe  mit  dem 
Ton  Herrn  Doctor  Clausen  in  Dorpat  bis  auf  250  Decimalstel- 
len  berechneten  Werthe  in  den  ersten  200  Decimalstellen  genau 
übereinstimmt,  von  einem  andern  von  Herrn  Rutherford  in  den 
Philos.  Transactions.  1841.  Part  H:  pag.  283.  bis  auf  208 
Decimalen  berechneten  Werthe  aber  von  der  153sten  Decimalstelle 
an  stark  abweicht,  wodurch  also  die  Falschheit  des  von  Herrn 
Rutherford  a.  a.  O.  angegebenen' Werths  deutlich  dargethan  ist. 

In  derselben  Nummer  der  Astronomischen  Nachrichten 
theilt  Herr  Doctor  Clausen  \n  Dorpat  ein  Paar  sehr  elegante 
Theoreme  über  die  kürzesten  Linien  auf  Flächen  des  zweiten 
Grades  mit,  von  denen  das  erste  als  eine  Verallgemeinerung  des 
bekannten  Jacobi'schen  Theorems  zu  betrachten  ist,  weshalb  wir 
nicht  umhin  künnen,  Liebhaber  der  höhern  Geometrie  und  Geodä- 
sie, ZQ  welcher  letztern  diese  Theoreme  natürlich  in  naher  Beziehung 
stehen,  auf  diesen  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Clausen  hier  be- 
sonders aufmerksam  zu  machen,  weil  er  vielleicht  leicht  ihrer 
Beachtung,  die  er  gar  sehr  verdient,  entgehen  konnte. 

Grundlehren  der  ebenen  Trigonometrie,  analyti- 
schen Geometrie  und  Infinitesimal-Rechnung.  Von  J. 
B.  Belanger.    Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Bernhard 
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Gugler,  Professor  an  der  K«  polytedioieehen  Schal«  s« 
Stuttgart.    Stuttgart  1847.    8.    22  Sgr. 

Ein  nach  unserer  Meinung  recht  gutes  BfichfeiD,  irelches 
wegen  seiner  einfachen^  anschaulichen  und  auf  das  Praktische  ge- 
richteten Darstellung,  in  welcher  letzteren  Beziehung  es  eben  auch 
nur  vorzugsweise  das  liefert,  was  (lir  die  Praxis  am  ^vichtir^en 
ist,  ohne  dabei  doch  in  Ungründlichkeit  und  Seichti.i^keit  zu  rer- 
fallen,  sich  zur  Grundlage  mr  den  Unterricht  auf  mehr  eine  prak- 
tische  oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  sich 
recht  gut  eignen  mag.  Es  auf  deutschem  Boden  zu  verpflanzen  %var 
daher  ein  guter  Gedanke.  Gegen  die  Uebersetzung  ist  nichts  zu 
erinnern,  die  äussere  Ausstattung  ist  ausgezeichnet  und  der  Preis 
im  Verhältniss   zu  derselben  sehr  niedrig. 


Praktfsclie  Oeometrie. 


Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Mathe- 
matik an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darrostadt 
Zweiter  Abschnitt.  Enthaltend:  Die  Beobachtuns^atr* 
beiten  und  Instrumente.  Mit  vier  Figurentafeln.  Darm- 
stadt. 1846.  8.  1  Rthlr.  5  Sgr.  ~  Dritter  Abschnitt  Ent- 
haltend: Die  Berechnungen.  Mit  einer  Figurentafel. 
Darmstadt  1816.    8.    1  Rthlr.  10  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  Im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXVIII.  8.  418.  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  der  zw«tai 
und  dritten  Abtheilung  ist  aus  dem  Titel  selbst  ersichtlich.  Wir 
müssen  dem  Herrn  \f,  das  Zeugniss  geben,  dass  er -in  diesen 
beiden  Abtheilungen  allerdings  etwas  selbstständiger  als  in  |der 
ersten ,  die  Metliode  der  kleinsten  Quadrate  enthaltenden  Ahtitei* 
lung  gearbeitet  hat,  wenn  auch  freilich  diese  beiden  letzteren  Ab- 
theilungen doch  nur  grosstentheils  in  Auszügen  aus  andern  Wer* 
ken  bestehen,  und  vorzugsweise,  ja  fast  einzig  und  allein,  Bes- 
sel*s  Arbeiten  über  höhere  Geodäsie  von  dem  Herrn  Vf.  benutzt 
worden  sind,  die  er  jedoch  möglichst  zu  einem  systematiscbeo 
Ganzen  zu  verbinden  gesucht  hat.  Für  Leser  also,  die  nicht  auf 
die  eigentlichen  Quellen  zurückgehen  wollen  oder  kOnnen,  wird 
dieses  Werk  immer  seinen  Nutzen  haben,  und  wir  empfehlen  da- 
her diese  beiden  letzteren  Abtheilungen  als  ein  ganz  gutes  Reper- 
torium,  hauptsächlich  jedoch  nur  rücksichtlich  der  erwähnten  Bes- 
selschen  Arbeiten.  Dass  aber  in  demselben  noch  Vieles  fehlt,  was 
ein  auf  gehörige  Vollständigkeit  Anspruch  machendes  Werk  Üb«* 
höhere  Geodäsie  nothwenoig  ent  'alten  müsste,  lässt  sich  leidit 
nachweisen.  8o  fehlt  z.  B.  eine  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fraction  gänzlich ,  was  gewiss  kaum  zu  entschutdigen  Ist.  Bekannt- 
lieh  ist  diese  Theorie  aus  zwei  Gesichtspunkten  dargestellt  wor- 
den, von  denen  man  den  einen  den  geometrischen ,  den  ändernden 
physikalischen  nennen  könnte.  Als  der  wichtigste  Vertreter  der 
ersteren  Richtung  ist  Lambert  anzusehen,  welcher  in^  der  ele- 
ganten Schrift:   Les  proprietös  remarquables  de  la  roote 
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<le  la  lomUre  par  \es  airi  et  #n  general  par  plosieors 
nilieux  refriDgeDS  ftpheriqaes  et  concentriques  etc; 
Par  J.  H.  Lambert  A.  la  Haye.  1758.  (Deutsch  unter  dem 
Titel:  Eigenschaften  der  Bahn  des  Lichts  von  J.  H.  Lam- 
bert. Berlin.  1772.)  eine  sehr  schöne  geometrische  Theorie 
der  terrestrischen  und  astronomischen  Reiraction  —  hauptsächlich 
aber  der  ersteren  —  geliefert  hat»  die  nach  unserer  Meinung  auch 
jetzt  imm^r.noch  mehr  Ben'icksichtigung  verdient »  als  ihr  gewöhn- 
lich geschenkt  wird .  Die  physikalische  Theorie  der  astronomi- 
schen und  terrestrischen  liefraction  —  hauptsächlich  aber  der 
ersteren  — ^  ist  bekanntlich  von  Laplace  im  lOten  Buche  der 
Mecauiaue  Celeste  (T.  IV.  pag.  231.)  auf  eine  höchst  scfaarf- 
sioDtge  Weise  entwickelt  worden,  und  verdankt  diesem  grossen 
Geometer  ganz  ihre  gegenwärtige  Gestalt.  Beide  Theorien  fähren 
übrigens  riicksichtlicb  der  terrestrischen  Refraetion  ganz  zu  dem- 
selben Resultat 9  dass  numlieh  dieselbe  der  horizontalen  Entfernung 
des  Beobachtunfft^orts  von  dem  beobachteten  Objecte  oder  dem 
entsprechenden  Winkel  am  Mittelpunkte  der  Erde  proportional, 
also  von  der  Zenitbdistanz  unabhängig  sei  (Lambert  a.  a.  O.  pag.  75. 
Theoreme  XXYIII.  —  Laplace  a.  a.  O.  pag.  278.).  Was  Herr 
Dr.  Fischer  über  die  terrestrische  Refraction  beibringt,  betrifft 
eigentlich  bloss  die  sogenannten  gegenseitigen  Zenitbdistanzen  — 
also  bloss  die  Beobachtungen,  gar  nicht  die  Theorie  — ,  schliesst 
sich  ganz  an  6  es  sei  und  Bayer  (Nivellement  zwischen  Ber- 
lin und  Swinemünde,  vergleiche  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik.  Theil  I.  S.  75.)  an,  und  findet  sich  im  Wesentlichen 
eben  so  in  den  meisten  Werken  über  Geodäsie.  —  Nothwendig 
hätte  nach  unserer  Meinung  auch  eine  systematische  Darstellung 
der  sphäroidischen  Trigonometrie,  oder  wenigstens  der  iur  die  Geo- 
däsie wichtigsten  Aufgaben  derselben  in  dieses  VVerk  gehört,  wie 
dieselbe  z«  B.  auch  Puissant  ganz  nach  Legeodre  m  den  zwei- 
ten Theil  seines  bekannten  grossen  geod«atischeo  W^erks  aufge- 
nommen hat.  Merkwürdig  ist  es  aber  auch  in  der  That,  dass  die 
herrlichen  Arbeiten  von  Gauss  über  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen,  welche  mit  der  Geodäsie  in  der  engsten  Ver- 
bindung stehen  und  den  praktischen  geodätischen  Arbeiten  dieses 
grossen  Mathematikers  ihre  Entstehung  verdanken,  in  diesem 
Werke  so  gut  i^ie  gar  keine  Berücksichtigung  gefunden  haben; 
denn  die  gelegentliche  Erwähnung  der  ältesten  hierher  gehörenden 
Abhandlung  von  Gauss  (Disquisitiones  senerales  circa 
superficies  curvas  eto.)  wird  uns  der  Herr  Vf.  doch  wohl  nicht 
entgegenstellen  wollen?  und  die  neueren,  diesen  Gegenstand  be- 
trenenden  Arbeiten  des  grossen  deutschen  Geometers  scheint  der- 
selbe gar  nicht  zu  kennen.  —  Da  jedes  trigonometrische  Netz 
gehörig  astronomisch  orientirt  werden  muss,  so  hätte  in  einem 
vollständigen  Werke  über  höhere  Geodäsie  doch  auch  darüber  die 
Döthige  Belehrung  gegeben  werden  sollen,  wie  sie  sich  wieder 
bei  Puissant,  selbst  in  dem  Lehrbuche  der  höheren  Geo- 
däsie, von  August  Decker.  Mannheim.  1836.  findet;  ja 
selbst  der  alte  Tobias  Mayer  Ifisst  sich  darauf  einigermassen 
ein.  Aber  darüber,  also  über  Längen-  und  Breitenbestimmungen, 
die  damit  unmittelbar  zusammenhängenden  Zeitbestimmungen,  Be- 
stiBimungen  der  Azirouthe  n.  dgh  sagt  uns  unser  Herr  Vf.  so  gut 
wie  gar  nichts,   und  sein  Werk  ist  in  dieser  Beziehung  ganz  un- 
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roltstHndig  und  kann  also  auch  nicht  i'ie  vollständige  AusbHdnng 
eines  Geodäten,   der  in  Wahrheit   aur  diesen  Namen   Ansprach 
machen  darf,  bezwecken.     Auch  hSngt  ea  mit  diesem  Mangel  de« 
Werks  wahrscheinlich  zusammen,  da«8  in  der  zweiten,  die  Inslrn- 
raente  betreffenden   Abtheituns;  gar    nichts   fiber    Refleiionsinstni- 
meute  imd  deren  Theorie  vorkommt,  was  wir  gleichfalls  iiiclit  bil- 
ligen  können;    denri  so   wenig  wir   die   Thcurlc   des   Sextanten, 
Sptegelkreises,  der  Prismen  kreise  u.  a.  w.   in  eir 
niedere  Geodäsie  an  ihrer  Stelle  hallen  können, 
doch  atff  der  andern  Seite  überzeugt,    dass  die  £ 
Theorie  dieüer  Instrumente  in  einem  Werke   über 
sie ,  schon  ihres  wichtigen  astronomist'hen  Gebraii 
fehlen  darf.     Auch  über  Karten projeclion en  enthnl 
ein  Wort,  wo  ^«ieder  die  treffliche  Abhandlung  von  Gauss:    All- 
gemeine Auflösung  der  Aufgabe:    die  Theile  einer  ge- 
gebenen Fläche  anfeiner  andern  gegebenen  FlSche  so 
abzubilden,    dass  die  Abbildun  '  '       •■•<■■- 

den  kleinsten  Theileri  ähnlich 
Astronomischen  Abhandiungei 
1S25.  4,  S.  I.  reiches  Material  hätte 
glauben  schon  durcb  diese  weiiij^cn  U 
gesprochenes  Urtheil  hii)reichend  besi 
dem  Erscheinen  dieses  Werks  werde 
sant's  liekannte  Werke  (Tratte  d. 
Traite  de  Topographie)  mit  den 
matiscbe  und  eine  gewisse  Vollstiindi 
Anspruch  machen  dürfen  und  Vorzug 
empfohlen  n  erden  müssen ,  worauf  ni. 
betreffenden  einzelnen  Abbandlungen, 
scher  Mathematiker,  übergeben  kam 
noch  un gedruckten  Arbeiten  des  vv 
in  dem  vorliegenden  Werke  muss  scIi 
kenswerth  bezeichnet  werden,  ein  Da 
Angabe  des  Herrn  Vfa.  vorzüglich  d 
Hessischen  Kataeter-Dirigenteu,  Hern 
gebührt,  worin  wir  also  dem  Herrn  \ 


Optik. 


L'Ottica  esnoBtH  in  terza  rima  dal  padre  rettoTe  Giuseppe 
Giavoletti.    Roma  1846. 


Astronomie. 
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Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  prima.  1792— 1802.  Torao^ecoudo.  1796. 
Vienna.  184Ö.  4.  —  Tomo  terzo.  1797—1798.  Vienna.  1846. 
4.  Auch  unter  dem  Titel:  Ad  aalen  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf 
Öffentliche  Kosten  herausgegeben  von  C.  L.  von  Lit- 
trow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  5.  Professor  der 
Astronomie  an  der  k.  k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.,  und 
F.  Schaub,  Ad  junct  der  Sternwarte.  25sterTheil.  Neuer 
Folge  5r  Band.  Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in 
dem  Jahre  1796.  Wien.  1846.  4.  —  26ster  Theil.  Neuer 
Folge  6r  Band^  Enthaltend  Piazzi*s  Beobachtungen  in 
den  Jahren  1797  und  1798.    Wien.  1846.    4. 

Der  erste  Theil  dieses  Werks,  für  dessen  Herausgabe  die 
Astronomen  Herrn  Director  von  Littrow  und  Herrn  Adjuncten 
Schaub  sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  (lihlen  nids- 
son,  ist  im  Literarischen  Berichte  Nr.  XXaI.  S.  464.  seinem 
Zwecke  und  seiner  Tendenz  nach  ausliihrlich  angezeigt  und  seine 
grosse  Wichtigkeit  gebührend  hervorgehoben  worden.  Indem  wir 
uns  also  hier  auf  jene  Anzeige,  der  wir  nichts  Wesentliches  hin- 
zuzusetzen wussten,  beziehen,  können  wir. aber  nicht  umhin,  un* 
sere  Freude  über  das  Erscheinen  der  beiden  neuen  vorliegenden 
Bände  und  unsere  Bewunderung  des  Fleisses  und  der  Beharrlich- 
keit der  Herren  Herausgeber  ausdrucken,  mit  welcher  dieselben 
den  schleunigen  Fortgang  des  Werks,  dessen  Bearbeitung  noth- 
wendig  mit  nicht  geringen  Schw'ierigkeiten  verknüpft  sein  muss 
und  grosse  Sorgfalt  und  Genauigkeit  in  Anspruch  nimmt,  zu  fcir- 
dem  verstehen.  Möge  es  denselben  gelingen,  recht  bald  den  gros- 
sen Schatz  der  Piazzi'schen  Beobachtungen  in  ihrer  ursprünglichen 
Reinheit  den  Astronomen  vollständig  in  die  Hände  zu  liefern,  wo- 
für ihnen  der  Dank  der  Mit-  und  mchwelt  nicht  entgehen  kann! 
dass  aber  auch  der  hohen  Österreichischen  Regierung,  durch  ueren 
Freigebigkeit  allein  die  noth wendig  mit  sehr  beträchtlichen  Kosten 
verbundene  Herausgabe  dieses  wichtigen  Werks  möglich  gemacht 
wird,  nicht  minder  der  Dank  jedes  Freundes  der  Astronomie  und 
mathematischen  Wissenschaften  überhaupt  gebührt,  versteht  sich 
von  selbst,  verdient  aber  hier  wiederholt  hervorgehoben  und  zu 
allgemeinerer  Kenntniss. gebracht  zu  werden,  weil  solche  Beispiele 
der  Munißcenz  hoher  uni  höchster  Landesbebcirden  jeden  wanren 
Freund  der  Wissenschaften  mit  yvahrer  Freude  erfüllen  und  den 
Wunsch  lebhaft  anregen  müssen,  öfter  auf  dergleichen  Beispiele 
hinweisen  zu  können.  Je  seltener  dieselben  Im  Allgemeinen  noch 
sind ,  desto  mehr  verdienen  sie  hervorgehoben  zu  werden ! 

Kleines  astronomisches  Jahrbuch  für  1847.  Mit  Be- 
nutzung der  Berliner  Ephemeriden  herausgegeben  von 
Fr.  Eichstrom,  Oberlieutenant  der  K.  Würtemher  gl  sehen 
Artillerie.    Stuttgart.  1846.    8.    22Va  Sgr. 

Der  Inhalt  dieses  kleinen  astronomischen  Jahrbuchs  ist  folgen- 
der. Zeit-  und  Festrechnuni;.  Zeichen-Erklärung.  Sonnen-  und 
Mond -Ephemeride.  Planeten  -  Ephemeride«  Saturns-Ring.  Jupi- 
lerstrabanten.  Stern- Oerter.  Erscheinungen  und  Beobachtungen 
(Sonnen-  und  Mond-Finsternisse.    Planeten-Constellationen.    Stern- 
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bedeckuneenV    Hilfstafelii  (Geograpfaiscfae  Lage  der  Haupt -Stern 
warten.    Ketractions- Tafel.    Zur  Verwandlung  der  mittlem  Zeit  In 
Stemzeit.    Zar  Verwandlung  der  Stemzeit  in  mittlere  Zeit).   Ueber 
die  Einrichtung  des  Jahrbuchs  und  dessen  Gehrauch. 

Diese  kleinen  Ephemeriden  scheinen  uns  Liebhabern  der  Astro- 
nomie recht  sehr  empfohlen  zu  werden  zu  verdienen,  und  in  ein^ 
zweckmässigen  Auswahl  alles  dasjenige  zu  enthalten,  was  ein  sol- 
cher wünschen  kann.     Die  Angaben  in  Zeit  und  Winkeln  sind  bis 
auf  Secunden,    theilweise  selbst   bis  auf  Zehntheile  der  Secirade 
genau ^  was  wir  völlig  billigen  müssen,    da  das  Büchlein  nun  auch 
selbst   für  genauere  Beobachtungen    brauchbar  wird,    und  blosse 
Dilettanten  leicht  das  weglassen  können ,  was  sie  für  ihre  Zwecke 
als  überflussig  zu  betrachten  geneigt  sein  dürften.      Eben  so  sehr 
müssen   wir   es  billigen,    dass   der  Herr  Vf.  überall  Berliner  Zeit 
zum  Grunde  gelegt  nat,    was   gewiss  seiner  Arbeit  zu  grösserer 
und  allgemeinerer  Verbreitung,    die   sie   uns,    wie  schon  erinnert, 
recht  sehr  zu  verdienen  scheint,    behülflich  sein  wird.     Die  Son- 
nenparallelaxe  ist  in  Minuten  und  Secunden  angegeben,    was  wir 
für  den  blossen  Liebhaber  der  Astronomie  und  überhaupt  für  die 
gewöhnlichen  Zwecke  bequemer  halten,  als  wenn  wie  in  den  gros- 
sem Ephemeriden  der  Logarithmus  der  Entfernung  der  Sonne  %oa 
der  Erde  angegeben  wird,    wenn  auch   freilich  für  streng  wissen- 
schaftliche Zwecke  der  letztem  Methode  jedenfalls  der  Vorzng  ge- 
bührt.   Druck  und  Papier,  überhaupt  die  äussere  Aasstattang  dc$ 
Werkchens,  sind  sehr  schön  und  werden  gewiss  auch  dazu  beitra- 
gen, dasselbe  in  einem  weitern  Kreise  zu  verbreiten,  wie  dasselbe 
nach  unserer  Meinung  verdient.     Schliesslich  wünschen  wir,  dass 
der  Herr  Vf.  die  künftigen  Jahrgänge  möglichst  zeitig,  herausgeben 
möge,  dass  dieselben  immer  wenigstens  jedenfalls  vor  Anfang  des 
Jahrs,    dessen  Zahl   der  Jahrgang  auf  seinem  Titel  trSgt,    m  die 
Hände  der  Himmelsbeobachter  kommen.    Mögen  der  Herr  Heraus- 
geber und  die  Verlagshandlung  alle  Aufmunterung  zur  Fortsetzuns 
mres  Unternehmens  finden!    Einen  solchen  Auszug  aus  den  treff* 
liehen  Berliner  Ephemeriden   haben    wir   längst  gewünscht,    und 
sind  überzeugt,  dass  derselbe  recht  vielen  Nutzen  stiften  wird. 

Gruithuisen,  Fr.  v.  P.,  naturwissenschaftlich-astronomisches 
Jahrbuch  ftir  1848.    München.  1847.    2%  Rthlr. 

Fünfzehnjährige  Hygrometer -Beobachtungen  (1829 
bis  1333,  1836  bis  1845)  in  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien, 
reducirt  von  Dr.  C.  Jelinek.    4. 

Ob  diese  lithographirten  Hygrometer -Beobachtungen  auf  dem 
Wege  des  Buchhandels  zu  erhalten  sind,  wissen  wir  nicht;  jedenfalls 
sind  aber  die  Meteorologen  wegen  der  ziemlich  grossen  Beihe  Von 
Jahren»  welche  dieselben  umfassen,  auf  sie  aufmerksam  zu  machen, 
und  Herr  Dr.  Jelinek  verdient  gewiss  Dank  für  seine  auf  die 
Reduction  verwandte  nicht  geringe  Muhe,  wie  Jeder  weiss,  wer 
sich  mit  dergleichen  Reductionen  besebSftigt  hat. 
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Physik. 

Leitfaden  für  die  physikalischen  Vorträge,  zu- 
nächst in  den  oberen  Klassen  des  Königl.  Preussischen 
Cadetten-Corps.  Von  Dr.  W.  Beetz.  Berlin.  1846.  8.  %RthL 

Ein  ganz  kurzer  Leitfaden  über  die  Hauptlehren  der  Physik, 
der  auch  auf  möglichst  einfache  und  leichte  mathematische  Begrün- 
dung, oder  wenigstens  Darstellung  der  Gesetze  in  mathematischer 
Form,  wo  dies  nothwendig  und  tnunlich  ist,  die  nothige  Rücksicht 
Diinmt.  Wir  glauben,  dass  das  Büchlein  in  der  Hand  eines  ge- 
schickten Lehrers,  dessen  Erläuteruog  es  natürlich  sehr  bedarf, 
bei  dem  physikalischen  Unterrichte  zweckmässig  als  Leitfaden  ge- 
braucht werden  kann. 

Muncke,  G.  W. ,  populäre  Wärmelehre  oder  Darstellung  des 
Wesens  und  Verhaltens  der  Wärme,  gr.  8.  Leipzig.  1847.  IVöRthlr. 

Wo  ekel,  L.,  die  Lehre  von  der  Wärme,  gr.  8.  Nürnberg. 
1847.    %  Rthlr. 


Vermischte  Schriften. 


Annuaire  de  TObservatoire  Royal  de  Bruxelles,  par 
A.  Quetelet,  Directeur  de  cet  Etablissement.  1847.  14a 
ann^e.    Bruxelles.  1846.    12.    20  8gr. 

Der  reiche  Inhalt  dieses  Annuaire  ist  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXIX.  S.  443.  bei  Gelegenheit  eines  frühern  Jahrgangs,  mit 
welchem  der  vorliegende  im  Wesentlichen  gleiche  Einrichtung  hat, 
angegeben  worden,  worauf  daher  hier,  mit  einer  wiederholten  Em- 
pfehlung  des  gewiss  sehr  empfehlenswerthen  Buchs,  zu  verweisen 
genügend  sein  wird. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peter's  Col- 
lege, Cambridge.    (Vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  XXXIV.  S.  506.) 

Nos.  VIII.  &  IX.  On  the  Degree  of  a  Surface  Reciprocal  to 
a  ffiven  one.  By  Rev.  George  Salmon.  —  Note  on  tne  Para- 
bolic  Points  of  aurfaces.  By  Rev.  George  Salmon.  —  Evalua- 
tion of  a  DeGntte  Integral.  By  Francis  W.  Newman.  -^  On 
Logarithroie  Integrals  of  the  Second  Order.  Part.  I.  By  Francis 
W«  Newman.  —  On  the  Laws  of  Equilibrium  and  Motion  of 
Solid  and  Fluid  Bodies.  By  Samuel  Hang h ton.  —  On  certain 
Definite  Integrals  suggestea  by  Problems  in  the  Theory  of  Elec- 
tricity.  By  William  Thomson.  —  On  certain  Formulae  for 
Differentiation,  with  Applications  to  he  Evaluation  of  Definite  Inte- 
grals. By  A.  Cayley.  —  On  the  Caustic  by  Reflection  at  a 
Circle.  By  A.  Cayley.  —  On  Symbolical  Geometry.  Continued. 
By  Sir  W.  R.  Hamilton.   On  certain  Symbolical  Representations 
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of  Functions.  By  the  Rev«  Brice  Bronwin.  —  Od  Principal 
Axes  of  a  Body  their  Moments  of  Inertia»  and  Distribution  in 
Space.  Continued.  By  R.  Townsend.  —  (No.  X.  will  bc  pob- 
iished  on  the  15th  of  May.  1847.) 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  Koniglicfa 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leip- 
zig.   Nr.  111. 

Diese  Nummer  enthält  die  beiden  folgenden  lesenswertben 
mathematischen  Aufsätze:  Ueber  die  phoronomische  Deu- 
tung des  Taylorschen  Theorems  von  Herrn  Mubius  ond 
Ueber  die  Begründung  eines  Gesetzes  zur  Bestimmong 
des  scheinbaren  Alters  des  Menschen  aus  äussern 
Merkmalen  und  den  gesetzlichen  Zusammenhang  des 
scheinbaren  Alters  mit  dem  wirklichen  von  Herrn  Dro- 
bisch.  —  Die  übrigen  Aufsätze  sind  chemischen  und  physiologi- 
schen Inhalts. 


Preise  der  Petzval'fiiehen  Belenchtnng«- 
Apparate  bei  Franz  ll^aibl,  Optiicer  uod 
Meclianilier  in  lullen»  Marialiilf  Hanptetratfe 
nrr«  40.9  zur  g^oldenen  H^elntranbe. 

(Vergl.  Literar.  Ber.  Xr.  XWIII.  S.  420.) 

Einfacher  Apparat  mittlerer  Gattung  140  Fr.  CM. 

„  „        kleinerer       „  90 

Doppeiter        „       mittlerer        „        700 

„  „        kleinerer       „        500 

1  Preuss.  Reichsthlr.  =  1.43  Fr.  CM. 

(Von  Herru  Direclor   vou  Liltrow  zu  Wien  gefälligst  mitgetheill.) 


» 
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» 
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» 

Berichtigungen. 

In  den  Nouveiles  Annales  de  Math^matiques.  D^* 
cembre.  1846.  (T.  V.)  p.  687.  hat  Herr  Lebesgue,  pröfesseurä 
la  facult^  de  Bordeaux ,  angezeigt,  dass  in  den  auch  ini  Archive. 
ThI.  VI.  S.  54.  mitgetheilten  numerischen  Ausdrucken  des  Herrn 
Amiot,  professeur  au  College  Saint-Louis,  für  das  remiläre  Sieb- 
zehneck statt  68+ 14 Vi 7  gesetzt  werden  müsse:  6ö  +  liVl7, 
was  ich  hier  zur  Kenntniss  der  Leser  des  Archivs  bringe,  um 
auch  im  Archive  die  angezeigte  Berichtigung  vornehmen  zukuonen. 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXIII.  S.  492.  Z.  26:  nod 
Nr.  XXXIV,  S.506.  Z.  IG.  ist  „Edited-*  statt  „Etited"  zu  setzen. 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXIV.  S.  501.  Z.  30. 
(ThI.  IX.  Heft  2.)  setze  man  „Verbreitung"  statt  „Vorbe- 
reitung." G. 


lilterarlselier   Berielil;« 


CfreMshlchte  der  üfatheinatik  und 

Pbysik. 


Den  astronouiuichen  Nachrichten  mt  ab  Beilage  beigegebeQ: 
A  briefNotice  of  theLife,  Kesearches  and  Discoveries 
oC  Friedrich  Wilhelm  Besieh  By  Sir  J.  F.  W.  HerscheL 
(Extracted  from  the  Annual  Report  of  the  Koyal 
Astronomicai  Society.)    London. -1847»    8. 


Arithmetik. 


Die  qninäre  und  vigesimale  Zählmethode^bei  Völ- 
kern aller  Welttheile.  Nebst  a  ue  führ  lieh  er  n  Bemer- 
kungen über  die  Zahlwörter  Indogermanischen  Stam- 
mes und  einem  Anhange  über  Fingernaroen.  Von  Dr. 
August  Friedrich  Pott,  Professor  zu  Halle.  Halle.  1847. 
&    1  Rtlr.  1Ä4  Sgr. 

Für  Mathematiker  wird  es  genügen,  von  der  Existenz  dieses 
Buehs  in  Kenntniss  gesetzt  zu  werden. 

Niedere  GrOsseorechnung.  Vom  Professor  Doctor 
Bf.  G.  Paucker.  In  acht  Abtheilungen.  Mitau.  1846.  8% 
Preis  75  Kop.  S. 

Erste  Abtheilung.  Die  H5he.  Zweite  Abtheitung. 
Die  niedere  Gleichung.  Dritte  Abtheilung.  Die  Reihe. 
Vierte  Abtheilung.  Die  Messglelchung.  Fünfte  Ah» 
theilung.  Anwendung  der  Hdhenname'n  auf  Handels* 
rechnnngen.  Sechste  Abtheilmng.  Die  mehrstellige 
KinstafuBg.  Siebente  Abtheilung.  Die  Stvfutige». 
Achte  Abtheilung.    Berechnung  der  Hohennamen. 

Band  HL.  36 
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Diese  Schrift  eatbält  eine  oiolit  fferlfige  Anzahl  eigentbS» 
licher  Darstellungen  und  Methoden ,  Hauptsächlich  in  der  Leb 
Ton  den  Gleichungen ,  besonders  ?on  den  Gleichungen  des  dritten 
und  vierten  Grades,  und  von  der  Auflösung  der  höheren  nomeri 
sehen  Gleichungen ,  in  welcher  letzteren  Beziehung  der  Herr  Vf. 
auch  in  einem  Anhange  zur  siebenten  Abtheilung  das,  -was  in  die 
ser  wichtigen  Lehre  von  älteren  und  neueren  Mathematikern  ge- 
leistet worden  ist  (Harriot.  Descartes.  1637.  —  Oiivier.  1826.  - 
Newton.  —  Lagrange.  1767.  —  Waring.  1762.  Lagrange.  1767.- 
Taylor.  1715.  —  Newton.  J676.  -  Fouriar.  1789^1831.  -  Fourier 
—  Fourier,  —  Sturm.  W29.  — ^Hudde.  -tt-  Rolle.),  zwar  nur  kua 
aber  doch  in  ziemlicher  Vollständigkeit,  zusammenstellt. 

Aber  nicht  bloss  aus  diesen  Grilnden,  sondern  auch  noilikilRr 
anderen  Rücksicht  müssen  wir  die  vorliegende  Schrift  den  Lesen 
des  Archivs  zu  ganz  besonderer  Berücksichtigung  empfehlen.  Die- 
selbe enthält  nämlich  einen  so  reichen  Schabs  von  Beispielen,  be- 
sonders für  die  |;esammte  Lehre  von  den  Gleichungen ,  namendidi 
auch  Air  die, Lehre  voti   der  AnflinAmg   da*  blframi  mmakdien 
Gleichnii<ren,  wie  wir  in  einer  Schrift  von  ähnlichem  Umfange  m» 
nicht  gefunden  zu  haben  eirinnern,  und  der  Herr  Vf.  ran«  grojee 
Zeit  und  Mühe   auf  deren  Bearbeitung  verwandt  haben,  bitw^ 
aber  dadurch  auch  jedenfalls  um  den  Unterricht  in  diesem  inckf- 
gen  Theile  der  Mathematik  ein  sehr  wesentliches  Verdiei^  e^ 
worben,    da   dergleichen  Beispiele  durchaus  nicht  im  Uebeita 
schon  vorhanden  sind,    und  wir,    wie  gesagt,    nicht  BÜs^teo,  i^ 
anderwärts  so  vieles  Zweckmässige  und  mit  grosser  Sorgfalt  w 
Umsicht  Durchgeführte  auf  so  kleinem  Räume  sich  vereinigt  iMe. 
Wir  empfehlen  daher  wiederholt  auch  diese  Seite  der  vorfi<«w- 
den  Schrift,   namentlich  Lehrern  der  Mathematik  an  liüliere«  (Jo* 
terrichtsanstalten,  angelegentlichst. 

Rücksichtlich  der  von  dem  Herrn  V^erfitöser  gebrauchten  nenen 

Kunstausdrücke  ist  im  Wesentlichen  dasselbe  zu  sagen ,  ^'^  ^ 

bei  seiner  Bild  lehre  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXV.   S.  515.  uns 

zu  bemerken  erlaubt  haben. 

*  # 

Clemens   d'Alg^bre    par    J.    Pelletier.      Lons-Ie-Sarfnier. 

1«I7.    8.  , 

Probl^mes  d*Algebre  et  exercices  de  calcul  alg^brique  tm 
les  Solutions;    par  M.  Ritt.    Trois.  ^d.    Paris.  1847.    8.    5-41. 

Ueber  die  Verwandluns  der  Wurzeln  quadratisck«' 
Gleichungen  in  Ketten  bräche,  eine  zu  dem  Pr^gramB 
des  Kurfürstlichen  Gymnasiums  zu  Cassel  von  1817 g^' 
hörige  Abhandlung  von  Dr.  E.  W.  Grebe,  Gymnasial- 
lehrer in  Cassel.    Cassel.  1847.    4. 

Dieses  sehr  beacbtenswerthe  Progranmi  enthält  die  folj^Dden 
Abthefhingen.  L  Allgemeine  theoretiMche  Betram^^' 
ffen,  bei  denen  der  Herr  Vf.  nach  seiner  eignen  Angabe  mLf^ 
Zweck  hat,  die  Lebren,  welche  sich  au^f  das  Verwandeln  denVor- 
sein  eeadratischer  Gleichungen  in  gemeine  Kettenbrüche  besitsb^* 
dem  Anttnger  zugänglicher  zu  machen,  weshalb  er  bei  denfelbeo 
auf  sehr  sweckmäMige  Weise  aus  d^  Lehre  von  den  Kettenbnlclieo 
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nichts  als  den  BegrHFder  letsteren  voraussetzt  H.  P^aktUches. 
1.  Verwandlung  der  Wurzeln  einzelner  quadratischer 
Gleichungen  in  Kettenbrfiche.  2.  Aufsuchung  einer 
geordneten  Zusammenstellung  von  quadratischen  Glei- 
chungen mit  den  dieselben  auflösenden  periodischen 
Kettenbrüchen.  In  diesem  letztem  Theile,  den  wir  für  beson- 
ders verdienstlich  halten  und  wegen  dessen  wir  die  Schrift  vor- 
sflglich  zu  allgemeinerer  Beachtung  sehr  empfehlen  >  sucht  der 
Herr  Vf.  zuerst  das  einer  solchen  Zusammenstellung  am  Besten^ 
cum  Grunde  zu  legende  Princip  auf.  woröber  die  Leser  des 
Archivs  die  Schrift  selbst  nachzusehen  haben,  und  theilt  dann 
auf  S.  16.  bis  S.  32.  eine  sehr  fleissig  und  umsichtig  berechnete 
Tafel  Quadratischer  Gleichungen,  wie  sie  zu  denjperio- 
dischen  Kettenbrücben  gehören,  nach  den  betreffenden 
Irrationalzahlen  geordnet  mit,  welche  natürlich  zugleich  ein 
reiches  Material  von  Beispielen  für  die  betreffende  wichtige 
Lehre  der  allgemeinen  Arithmetik  liefert,  und  nach  der  von  dem 
Herrn  Vf.  gewählten  Anordnung  alle  Irratioqalzahlen  von  V  2,  V3, 
y6,  V6,  V7,  u.  s.  w.  an  bis  V117,  VHS,  y  119,  \  120  durch- 
länlt.  Die  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung  der  schon  be- 
rechneten weiteren  Fortsetzung  dieser  Tafel  halten  wir  (lir  sehr 
wflnecbenswerth,  und  würden  selbst  der  ganzen  Tafel,  wenn  der 
Herr  Vf.  dieselbe  nur  mit  einer  nu^higen  kurzen  Einleitung  über 
dM  ihr  zum  Grunde  liegende  Princip,  ihre  daraus  sich  von  selbst 
er^^diende  Einrichtung  und  ihren  etwa  auch  durch  ein  Paar  Bei* 
sjNeie  zu  erläuternden  Gebrauch  versehen  wollte,  sehr  ^ern  einen 
Ratz  im  Archiv  einräumen,  wenn  der  Herr  Vf.  uns  dieselbe  für 
diese  Zeitschrift  mittheilen  wollte,  was  wir  der  zu  wünschenden 
mtelichst  weiten  Verbreitung  dieser  verdienstlichen  Arbeit  für  för- 
derlich zu  halten  berechtigt  zu  sein  glauben.  Diese  allen  Lesern 
des  Archivs  gewiss  sehr  erwünschte  Mittheilung  in  demselben  zi| 
machen,  erlauben  wir  uns  daher  den  Herrn  Vf.  hierdurch  aufzu- 
fordern. Für  nicht  minder  verdienstlich  halten  wir  endlich  die  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalls  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung 
seiner  Untersuchungen  Über  die  AuflCsmig  höherer  Gleichungen, 
namentlich  der  des  dritten  Grades,  durch  Kettenbrüche,  und  for- 
dern ihn  auf,   nicht  zu  lange  auf  dieselbe  warten  zu  lassen. 

Mathematische  Exkursionen.  Von  J.  £.  Fleischer 
Programm  der  höheren  Bürgerschule  zu  Treptow  an 
er  Rega  von  Ostern  1847).  Treptow  a.  d.  Rega.    4. 

Da  der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  zu  den  liebsten  Schülern 
des  Herausgebers  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik  ge- 
hört, und  in  derselben  sein  eigener  Name  mehrfach  auf  eine  von 
der  trenesten  AnhäpgKchkeit  zeugende  Weise  genannt  wird ,  wo- 
für der  Herausgeber  dem  Herrn  Vf.  nur  auf  das  Freundschalt- 
Hchste  danken  kann,  so  muss  sich  derselbe,  um  nicht  den  Schein 
einer  ^m  zwar  sonst  ganz  fremden  Partheilichkeit  auf  sich  zu 
ladeuMer  mit  einer  kurzen  Angabe  des  wesentlichen  Inhalts  der 
vorHaPmden   Schrift   begnügen.      Der   Herausgeber  des  Archivs 

flaubt  nfimlich   allerdings,   wie  der  Herr  Vf.  auf  S.  1.  zu  bemer- 
en  die  Crüte  hat,  zuerst  die  höheren  Differentlalquotieoten  der 
Function 

y  =  Arctangar, 

SS* 


i' 


und  demnächst  auch  tod  AreootoTy  ftuf  die  aehr  einfedio  «nd  W 
qiienie  Form 

§ebracht,  d.  h.  diese  Differentialquotienten  im  Allgemein»! 
urch  den  Cosinus  von  y  =  Arctang  x  ausgedrfickt  vtt  baWi* 
Ganz  dasselbe  leistet  nun  der  Herr  Vf.  in  der  Torii^eiiden  Scfeift 
fiir  die  Function  y  ^=-  Arcsirior,  filr  deren  Differentiflue  bekaontBch 
zuerst  Eni  er  einen  nicht  leicht  z^  entuickelnden  Ausdmck  «• 
mittelbar  durch  die  Variable  x  gegeben  hat,  und  demnaehst  auch 
für  die  Function  y=:Arccosar,  und  gelangt  dadurch  zu  nach  lekb 
libersehbaren  Gesetzen  fortschreitenden  wenig  complictrteB^  Fo^ 
mein,  die  er  unter  verschiedenen  Formen  —  auch  nach  eioer  vm 
Schweins  in  seiner  Theorie  dex  Diffe^renzen  und  Diffe« 
rentiale  öfters  in  Anwendung  gebrachten  Methode»  durch  weldbe 
aber  freilich  nur  sonst  in  ihrer  Bildung  ganz  Jüar  vor  Ajugea  lie- 
gende und  zur  unmittelbaren  Anwendung  vorbereitete  rormeb 
mehr  in  einander  geschoben  werden»  wenn  wir  so  sttea 
dOrfen  *)  —  ausdrückt.  Die  Formeln  för  die  höheren  DiSeremk 
von  Arcsinvers  x  und  Arccosvers  x  ergaben  sich  dam»  mtA  fBh 
mittelbar. 

In  der  zweiten  kfirzem  Ahtfaeiinng  der  Schrift  entwickelt  lei 
Herr  Vf.  noch  einige  sonst  schon  bekannte  Integrale  auf  eine  von 
andern  allgemeinem  Integrationsmethoden  nnabhängiee  Welse  niid 
.schliesst  mit  einigen  Betrachtungen  über  die  Cyclolde. 

Traitö  g^n^ral  et  complet»  th^rique  et  pratique  du  cakd  des 
int^r^ts  coDAoosi^  etc.,  du  calctH  des  int^r^ts  simples  etc.  Par 
L.  Moulin-ColUn.    Paris.  1847.    4. 


1 


Geometrie 


Theoiie  des  paralleles,  d^montree  d'une  maniere  siimpleet 
rigoureuse,  sans  aucude  consid^ration  de  Tinfinie,  par  Achille  Le* 
frauQois.    Paris.  1847.    8. 

Traitö  .d^s  r^iproques  de  la  g^metrie  ^l^mentawe  de  LMeodre. 
suivi  des  notes  et  a  un  appendice  par  J.  JoaDet    Paris.  1^^.   & 

Problemes  de  geom^trie*  et  de  trigoDom^trie^  avec  la  m^lfaede 
ä  suivre  pour  la  resolution  des  problemes  de  geomelrie  et  les 
Solutions;    par  M.  Ritt    Trois.  ed.    Paris  1847.    6.    5—0. 


')  Einer  wenigtteos  in  ÜKem  Prineip  gaas  ihnlSehen  ülethcHle  bat 
•ich  auch  Libri  bei  vecvclilofleiier  Gelegenheit,  m.  B.  hei  den  bqkaiui- 
tes,  eigentlich  nur  recorrirenden  Gleichungen  für  die  BerBonlli*ach«> 
Zahlen  (Sopplemente  lum  mathematischen  Wörterbuch«.  ThL  1»  Art. 
Bemoalli*tche  Zahlen)  bedient. 
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fb  G^m^trie  d^scriptire  par  J.  Adbtoaf.    Troi«,  ^d. 
Paris.  1847.    8.    20-0. 


Der  Herr  Vf.  dieses  Programms«  welcher  sich  schon  durch 
mehrere  io  den  Literarischen  Berichten  des  Archivs  sämmtlich  an- 
gezeigte Schriften  um  die  Geometrie  vielfach  verdient  gemacht  hat«  be- 
absichtigt 10  diesem  Programm  namentlich,  die  algebraische  und 
rein  geometrische  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  durch  Bei- 
spiele zu  erläutern  und  beide  Auflusungsmethoden  an  derselben 
Aufgabe  gewissermassen  zu  parallelisiren.  Die  aufgelösten  Aul- 
gttben  sind  folgende :  1.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Quadrat 
zu  beschreiben.  2.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  zu 
beschreiben«  dessen  Seiten  ein  gegebenes  Verhältnlss  zu  einan- 
der haben.  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  von  ge^e* 
benem  Inhalte  zu  besohreiben.  4.  In  ein  Quadrat  ein  gleicbeiti- 
ge»  Dreieck  so  zu  beschreiben ,  dass  dte  eine  Ecke  dieses  Drei- 
ecks mit  einer  Ecke  des  Quadrates  zusammenfalle.  Ö.  Es  Ist  ein 
Winkel  und  In  der  Halbirunffsitnie  demselben  ein,  Punkt  gegeben: 
man  soll  durch  diesen  Punlct  eine  Crerade  so  ziehen«  dass  das 
zwischen  den  Sehenkehi  des  Winkels  enthaltene  Stflck  derselben 
eine  gegebene  Grösse  habe.  -^  Wir  halten  die  gegebenen  Auflö- 
sungen  für  lehrreich  und  meistens  auch  f(ir  eiimicti  und  elegant« 
und  empfehlen  daher  die  vorilegende  Schrift  zu  altgemetnerer 
Beachtung«  wünschen  auch,  dass  der  Herr  Vt  sein  Vorhaben« 
eine  grössere  Sammlung  solcher  auf  diese  Welse  behandelter  Auf- 
gaben herauszugeben«  in  Ausffihrung  bringen  möge. 


A' 


Triff  onojnelrle. 


El^roens  de  Trigonometrie  par  Lefebure  de  Fourcv.    Sin^me 
66.    Paria.  1847.    8. 


i '     '  t 


...  —  * 


O  e  o  d  ä  8  i  e. 


t  •    •  •     , 

^rste  Anleitung  im  Operiren  mit  den  gebräuchlich- 
Messinslrumenten.  Vorsx^ule  fiTr  diejenigen« 
die  sich  der  praktischen  Geometrie  widmen  wollen. 
Von  Thadd.  J.  Kotznra«  öffentlichem  Professor  der 
Mathematik.  Mit  6  lithogr.  Tafeln«  Leipzig.  1847.  8. 
15  Sgr. 
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Diese  Schrift  scheint  zu  verdienen,  denen,  welche  die  eiofachatei 
Messoperationen  mit  den  sebräucblichsten  Instrumenten  etwa  zu  JSko- 
nomisctien  Zwecken  in  der  Kurze  Icennen  zu  lernen  wfioschen.  als 
recht  deutlich  und  zweckmässig  empfohlen  zu  werden.  Auen  bei 
dem  ersten  Unterrichte  in  der  praktischen  Geometrie  auf  Real- 
und  Bfirgerschnle'n  scheint  das  Büchlein  zweckmässig  zum  Gnfnde 
gelegt  werden  zu  können. 


Heclianik. 


Die  Principien  der  Hydrostatik  und  Hydraulik.  Von 
R  Scheffler.  Erster  Band.  Erste  Lieferung.  20  Sgr. 
Erster  Band.  Zweite  und  dritte  Lieferung.  1%  Rthlr. 
Mit  über  200  in  den  Text  gedruckten  Hbizschtiitteii. 
Braunsohweig.  1847.    8. 

Eine  neue  Bearbeitung  der  Hydrostatik  und  Hydraulik  wH 
fortwähreeder  Anwendung  der  höheren  Analysis,  wip  siederflerr 
Vf.  in  dieaem  Buche»  von  welchem  uns  bis  jetzt  dr^i  Liefenni«! 
verliege»,  zu  liefern  unternimmt«  scheint  uns ,  allerdings  Bew* 
DM10  zu  sein,  und  wir  empfehlen  dasselbe  daher  sowohl  den  tbeo- 
/ratisohea  Mathematikern «  als  auch  den  Technikern  zurJ3eachtao|. 
Nur  erst  wenn  daaaelbe  vollständig  erschienen  ist,  wird  eiot  ^^' 
IcM  Besprechung  zuläasig  iind  zweckmässig  sei«. 


Astronomie. 


Die  Astronomie  in  popiulärer  Darstellung  von  Dr. 
6.  L.  Schulze,  KSnigL  Savhtrischem -Geheimen  Kirchei- 
und  Schulrathe.  Mit  vielen  Holzschnitten  und  eioer 
lithographirten  Sternkarte.    Leipzig.  1847.    8.    22Vt  ^g^- 

Eine,  wie  es  bei  flüchtiger  Durchsicht  scheint,  ganzpoj^lSfe, 
sehr  deutfiche,  auch  die  neuesten  Entdeckungen  berücksichtigend 
Darstellung  der  Hauptlehren  der  Astronomie  von  dem  schon  oordi 
(rubere  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  vortheilhaft  bekanoten 
Herrn  Verfasser.  Bald  werden  wir  nun  aber  genug  soldie  Dar- 
stellungen der  Astronomie  in  populärem  Gewände  haben! 

Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  FiEstern- 
Beobachtungen  des  Herrn  Geheimen  Rath  Beseel, tton 
C.  Rümker.  Zweite  Abtheilung.  (Enthaltend,  die  An- 
wendung der  Correctionsformeln  zur  Ausmittelung  der 
Fehler  der  Monds-Tafeln  mit  Anwendung  auf  die  Be- 
deckung der  PIejaden  am  10.  August  1846).  Hamburg. 
1847.    4. 


Die  erste  AbtheiliMig  dieser  Schrift  ist  \m  Literar«  Ber.  Nr.  XXX. 
S.  453.  an^ezeifft  \vordeii.  Ueber  die  vorliegende  zweite  Abtbei- 
lung  spricht  sich  der  Herr  Vf.  auf  folgende  Art  aas :  ^,  Am  Schlüsse 
des  letzten  Jahresberichtes  der  mathematischen  Gesellschaft  wurde 
mit  Hinweisung  auf  das  daselbst  gegebene  Beispiel  bemerkt,  dass, 
wenn  nur  Eintritte  oder  nur  Austritte  beobachtet  sind,  die  Ver- 
besserungen der  Monds  «Tafeln,  in  Ermangelung  von  Meridian- 
Beobachtungen,  sich  nur  durch  die  als  richtig  zu  Grunde  gelegte 
LSnge  eines  der  Beobachtungsorte  bestimmen  lassen.  Die  Ab- 
sicht der  gegenwärtigen  Zeilen  Ist,  va  zeigen,  wie  sieh  diese  Ver- 
Jbessenmgen  aus  den  Beobachtungen  selbst  ableiten  lassen»  wenn 
beide  Phasen  an  verschiedenen  Oertem  beobachtet  kind. '^  Für 
alle,  welche  sich  mit  ähnlichen  Rechnungen  beschäftigen  wollen, 
wird  €las  in  dieser  Schrift  aosAibrlich  mitgetheilte ,  auf  dem  Titel 
schon  näher  bezeichnete  Beispiel  eine  sehr  gute  Anleitung  seio, 
«m  auf  dem  besten  Wege  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Grundzflge  der  neueren  astronomischen  Beobach- 
tungs-Kunst.  Entworfen  von  Dr.  C.  T.  Anger,  Profes- 
sor.   Dan  zig.  1847.    4.     15  Sgr. 

Einen  Auszug  aus  dieser  in  jeder  Beziehune  sehr  lesenswier^ 
then  Schrift  hier  zu  geben,  ist  leider  In  der  Kürze  ofcht  wohl 
möglich.  Wir  empfehlen  dieselbe  daher  nur  im  Allgemeinen  aos 
vollkommenster  Uenerzengun^  allen  denen,  welche  sich  ein  recht 
deutliches  Bild  von  den  Principien  zu  verschaffen  wünschen,  welche 
der  neueren  astronomischen  Beobachtun^skunst  zum  Grande  He- 
gen, und  bemerken,  dass  die  Schrift,  m  welcher  der  Herr  Vf. 
vielfach  die  Ansichten,  welche  man  in  älterer  Zelt  befolgte,  mit 
den  neueren  zusammenstellt,  auch  häufig  wirklich  angestellt 
Beobachtungen  als  Beispiele  gebraucht  una  dadurch  seiner  Dar- 
stellung einen  hohen  Grad  von  Deutlichkeit  zu  verleihen  gewoest 
hat,  einem  Jeden  verständlich  ist,  wer  sich  nur  Im  Besitze  det 
allgemeinsten  astronomischen  Begriffe  und  Kenntnisse  befindet. 
Zugleich  hat  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  dem  der  Wissen- 
schaft leider  zu  früh  entrissenen  Bessel,  welcher  ohne  Widerrede 
als  der  eigentliche  Begründer  der  neueren  astronomischen  Beob- 
achttingskunst  angesehen  werden  muss,  ein  neues  sch5nes  Denk- 
mal- gesetzt. 

„Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen''  —  Sagt  der  Herr  Vf. 
am  Schlüsse  seiner  Schrift  —  „  so  ergiebt  sich  aus  den  angestell- 
ten Betrachtungen,   dass  weder  durcfi    die  Genauigkeit  der  Ope- 
ration während  des  Observirens,   noch    durch   die    optische  Kraft 
oder  mechanische  Vollendung  der  Instrumente,    die  sicheren  Re- 
sultate,  welche  wir   gegenwärtig  besitzen,    herbelgefShrt  wurden. 
Der  Auflassung  der  As&onomie  als  einer  grossen  Wissenschaft 
hat  die  neuere  Beobachtungskunst  ihre   Entstehung   zu   danken. 
Denn  der  Zusammenhang  zwischen  dem  Beobachten,    dem  Rech- 
nen und  den  mathematischen  Untersuchungen,   ist  kein  zuftUliger, 
er  ist  durch  die  N;itur  der  Aufgabe  bedingt :    den  i^anzen  Ster- 
nenbimmel mit  allen  seinen  Erscheinungen  dem  mensch- 
lichen Geiste  so  anschaulich  zu  machen,  dass  innerhalb 
der  Wissenschaft  kein  Zweifel  über  die  Realität  des 
Erkannten  mOgllch  sei.'' 
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Mochte  sich' doch  Gleiches,  Ja  nur  Aehnlicbes^  aoeb  tob  'den 
Hbrigeo  Naturwissenschafteii  sagen  lassen! 


P  h  y  s  i  k. 


I    '  1    I 


Ueber  das  Verhalten  z^ilscheii  der  Nataraiiffkssiing  des  Den- 
kens vn()  der  Einbildungskraft.  Von  H.  C.  Oersted.  Deutsch 
von  H.  Zeise.    Altena.  1847.    8.    6  Sgr. 

Resultate  des  raaehetlscben  Observatorinns  in 
München  wäh-rend  der  dreijährigen  Periode  1843,  18H 
1845  von  Dr.  J.  Lamont.  Beigefügt  sind:  Magnetische 
Messun&;en  auf  ^iner  Reise  nach  Deutschland  und 
Frankreich  im  Jahre  1844  von  Dr.  J.  A.  Angström»  Ob- 
servator  der  Sternwarte  in  Upsala.    München.  1846.    4^. 

Ausser  ihrem  Hauptinhalte  ist  diese  Schrift  auch  sehr  lehr- 
reich und  interessant  wegen  der  von  Hecrn  Poctor  Lamont  vor- 
ausgeschickten Atescbreifouag  der  kleinern  von  ihm  epnstnijriini 
DMgnetischen  Ins^raepte,  namentlich  der  VariationsinstruiiM»te, 
des  magnetischen  Theodoliten  und  des  inagne tischen  Reisedied^ 
deliteso»  die  auch  durch  Zeichoungeo  versinnlicht  und  su  gebiaochea 
gelehrt  worden  sind.  Wir  empfehlen  daher  diese  Schrm  aus  dem 
angegebenen  Grunde  allen  denen,  welche  4iese  für  den  beabsldi- 
tigten  Zweck  gewiss  sehr  geeigneten  Instrumente,  die  uns  fiber- 
hunpt  eine  weitere  Verbreitung,  als  siß  bis  jetzt  noch  gefunden 
haben  düifteii,  zu  verdienen  scheinen»  genauer  kennen  zn  lernen 
wünschen  und  sich  selbst. mit  :n^giietiscben  Beobachtungen  au 
beschäftigeil  beabsichtigen. 

Zeitschrift  der  k..  k,  Gesellschaft  der  Aerzte  zu 
Wien.  Redakteur:  Primararzt  Dr.  Karl  Haller.  Drit- 
ter Jahrgang.  Heft  8.  und  6.  (Beiträge  zur  Lehre  vom 
Magnetismus.)    Wien;  1846.    8.    1  Rthlr. 

Auch  für  Physiker  wird  die  in  diesen  beiden  Heften  endial» 
teve  buchst  auaftlhrlicbe  und  genaue,  völlig  aktenmSssi^  Erztt- 
lune  der  Betrügereien  der  Somnambule  Leopoldine  R.  in  Wieu, 
una  der  Verirrungen  und  Täuschungen,  denen  sich  selbst  manche 
Aerzte  in  solchen  Fällen  leider  hingeben,  lehrreich  und^  interes- 
sant sein,  eben  so  wie  dieselbe  beides  für  uns  gewesen  ist 
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„      „     8.  245.  Z.  J4.  T.  «,  für  „P«5.  234"  0.  m.  „p«y.  385**. 
„      „     S.  24T.  Z.  14.  für  ,.T.  VI.«  •.  au  „T.  YIl*- 
„      „     S.  248.  Z.  4.  ▼.  u.  für  „tf  logaritkmorua«  s.  m«  „^-lo- 
garithmornm." 
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